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Zusammenfassung

Wir entwickeln eine allgemeine Methode zur Konstruktion von Tetraederzer-
legungen A, welche fiir die Interpolation mit trivariaten C' Supersplines vom
Grad > 6 geeignet sind. Die natiirlichen Zerlegungen A werden schrittwei-
se induktiv durch Anhingen von Tetraedern definiert. Mit Hilfe von Bézier-
Bernstein-Techniken bestimmen wir zunéchst die Dimension der Splinerdume.
Danach konstruieren wir Lagrange- und Hermite-Interpolationsmengen fiir die
Splines hinsichtlich A. Hermite-Interpolation tritt hierbei als Grenzfall der
Lagrange-Interpolation auf. Die interpolierenden Splines kénnen effizient be-
rechnet werden, indem schrittweise lokal kleine lineare Gleichungssysteme ge-
16st werden.
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1. Einleitung

In dieser Arbeit betrachten wir den Raum der trivariaten C™-Splines vom Grad g mit Super-
Differenzierbarkeit © hinsichtlich Tetraederzerlegungen A eines Grundgebiets Q C IR3,
definiert durch

SH(A) = {s€C™(Q): 8, € Py, T € A und s € C%(v), v Eckpunkt von A}.

Hierbei ist P, = span{z‘y’z* : 4,5,k > 0, i +j + k < ¢} der Raum der trivariaten Polyno-
me vom totalen Grad < g und C™(Q2) die Menge aller 7 mal differenzierbaren Funktionen
auf Q2. Trivariate Splines bilden komplexe Rdume, iiber die bisher wenig bekannt ist. Eine
grundlegende Frage in der Theorie ist neben der Bestimmung der Dimension die Konstruk-
tion von Interpolationsmengen. Eine Menge von Punkten L = {2, ..., zn} C £, wobei m




die Dimension von S7?(A) ist, heiRt Lagrange-Interpolationsmenge fiir S7¢(A), falls es fiir
jede Funktion f € C((2) genau ein Spline sy € S7(A) mit der Eigenschaft

Sf(zz) = f(zz)a 1= ]-) -y

gibt. Werden neben Funktionswerten auch partielle Ableitungen einer geniigend oft diffe-
renzierbaren Funktion f interpoliert, und ist die Gesamtanzahl der Bedingungen gleich m,
so sprechen wir von Hermite-Interpolation.

Die vorliegende Literatur iiber Interpolation mit trivariaten Splines behandelt fast aus-
schlieflich Hermite-Interpolation mit speziellen Radumen, iiber Lagrange-Interpolation ist
derzeit nur wenig bekannt. Eine friihe Arbeit aus der Finite-Elemente Literatur unter-
sucht Supersplines SQ‘”(A) hinsichtlich vorgegebener Tetraederzerlegungen A mit relativ
hohem Polynomgrad ¢ > 8r (siehe Zenidek [24]). Lokale Hermite-Interpolation mit C*-
Splines niederen Grades ist mdglich, wenn man ausgehend von einer beliebigen Tetraeder-
zerlegung jeden Tetraeder in 4 (siehe Alfeld [1]) bzw. 12 (siehe Farin und Worsey [23])
Subtetraeder zerlegt. Dariiber hinaus wurden trivariate Splines auf vorgegebenen Klas-
sen von Tetraederzerlegungen untersucht. Beispielsweise entwickelten Lai und LeMéhauté
[12] solche lokalen Hermite-Interpolationsmethoden fiir S;*(A). Lagrange- und Hermite-
Interpolationsmengen fiir quintische C'-Supersplines auf Tetraederzerlegungen gleichméRi-
ger Wiirfelpartitionen wurden kiirzlich von Schumaker und Sorokina [21] angegeben. Diese
Methode verallgemeinert den Ansatz von Niirnberger, Schumaker und Zeilfelder [16] zur
Interpolation mit bivariaten Splines auf sogenannten Schachbrett-Viereckspartitionen. Dar-
tiber hinaus wurde vor kurzem die Frage nach der Dimension von C!-Splines beliebigen
Grades auf natiirlichen Tetraederzerlegungen gleichméfiger Wiirfelpartitionen untersucht
(siche Hangelbroek, Niirnberger, Rossl, Seidel und Zeilfelder [17]).

Ziel dieser Arbeit ist es, Lagrange- und Hermite-Interpolationsmengen fiir die Splinerdume
S;°(A), ¢ > 6 fiir allgemeine natiirliche Klassen von Tetraederzerlegungen A zu kon-
struieren, wobei kein Tetraeder unterteilt wird. Die Zerlegungen A werden dabei induktiv
festgelegt, indem ausgehend von einem Starttetraeder Ketten (vgl. Abbildung 1), oder
Halbzellen (vgl. Abbildung 2) anhéngt werden. Erstere wurden von Alfeld, Schumaker und
Whiteley [4] (siehe auch Alfeld, Schumaker und Sirvent [3], Sirvent [22]) ’Oranges’ genannt.
Mit Hilfe von Bézier-Bernstein-Techniken bestimmen wir zunéchst fiir ¢ > 6 die Dimension
der Splinerdume S;*(A). Dabei benutzen wir ein wohlbekanntes Resultat von de Boor [6]
und Farin [10] iiber charakterisierende Bedingungen fiir die Bézier-Bernstein-Koeffizienten
benachbarter Polynome mit C"-Eigenschaft iiber die gemeinsame Dreiecksfliche. Im An-
schluss wihlen wir geeignete Interpolationspunkte in den Tetraedern der angehingten Ket-
ten und Halbzellen, und konstruieren so schrittweise Lagrange-Interpolationsmengen fiir
den gesamten Splineraum. Hermite-Interpolation entsteht als Grenzwert der Lagrange-
Interpolation, dhnlich der bivariaten Methoden von Niirnberger und Zeilfelder [14], welche
hier im Kontext der trivariaten Splines verallgemeinert werden. Die interpolierenden Spli-
nes werden lokal Schritt fiir Schritt berechnet, wobei in jedem induktiven Schritt mehrere
kleine lineare Gleichungssysteme gelost werden. Dies ermoglicht eine effiziente Berechnung
der Interpolanten.

Die Arbeit ist wiefolgt aufgebaut. In Abschnitt 2 erliutern wir einige Grundlagen iiber
trivariate Polynome und Splines, deren stiickweise Bézier-Bernstein-Darstellung, minimal
bestimmende Mengen und Differenzierbarkeitsbedingungen iiber Dreiecksflichen benach-




barter Tetraeder. Der Algorithmus zur Konstruktion der fiir die Interpolation mit Splines
geeigneten allgemeinen Klasse von Tetraederzerlegungen A wird in Abschnitt 3 beschrie-
ben. In Abschnitt 4 geben wir minimal bestimmende Mengen fiir S;*(A), ¢ > 6 an, und
bestimmen so die Dimension dieser Splinerdume. Darauf basierend behandeln wir in Ab-
schnitt 5 und 6 Hermite- bzw. Lagrange-Interpolation mit diesen Splinerdumen. Wir be-
schreiben die induktive Konstruktion von Interpolationsmengen und beweisen die zentralen
Aussagen der Arbeit.

2. Tetraederzerlegungen und Bézier-Bernstein-Techniken

In diesem Abschnitt erldutern wir einige Grundbegriffe der trivariaten Splinetheorie (vgl.
Alfeld, Schumaker und Whiteley [4], de Boor [6], Chui [7], Farin [10]).

Sei €, eine einfach zusammenhingende polyederformige Teilmenge des IR3, zerlegt in Te-
traeder 71, ..., T, sodass der Durchschnitt zweier verschiedener Tetraeder entweder leer,
ein gemeinsamer Eckpunkt, eine gemeinsame Kante oder eine gemeinsame Dreiecksfliche
ist. Dann heift A = {T},...,Ty} eine TETRAEDERZERLEGUNG VON ). Ist A’ C A eine
Tetraederzerlegung einer einfach zusammenhéingenden Teilmenge €' C 2, so heift A’ SUB-
TETRAEDERZERLEGUNG VON A.

Analog den Bezeichnungen fiir Triangulierungen setzen wir

Vi(A), Vg(A), V(A) : Menge der inneren, der duReren bzw. aller Knoten,
Fi(A), Fg(A), F(A) : Menge der inneren, der duferen bzw. aller Flichen
Ei(A), Eg(A), E(A) : Menge der inneren, der dufieren bzw. aller Kanten, und
N(A) :  Menge der Tetraeder

der Tetraederzerlegung A.

Fiir r,¢ € IN mit 0 < 7 < ¢ und eine Tetraederzerlegung A bezeichnet
S;(A) = {s € C"(A) : s, € P, fiir alle T € A}
den Splineraum der r mal differenzierbaren Funktionen vom Grad ¢. Dabei ist
P, = span{z'y’zF : 4,5,k >0, i+j+k < ¢}

der (*+°) dimensionale Raum der trivariaten Polynome vom totalen Grad < ¢. Funktionen

aus Sy (A) sind also stiickweise Polynome vom Grad g, die r mal stetig differenzierbar iiber

den Dreiecksflichen der Tetraeder von A verkniipft sind.

Sei p; € IN fir i = 1,...,d := #V(A) mit r < p; < q gegeben. Dann definiert fiir § =

(ph L) pd) ’ . ’ '
Sg’o(A) = {s€8;(A):seCh i=1,..d}

den SUPERSPLINERAUM VON &7 (A) vom Grad 0, einen Teilraum von S7(A).




Wie in der bivariaten Theorie gibt es im dreidimensionalen die sogenannte Bézier-Bernstein-
Darstellung von Polynomen. Sei T = A(vy, ...,v4) ein Tetraeder im IR3. Dann gibt es fiir
alle z € R® eindeutig bestimmte baryzentrische Koordinaten ¢, ..., ¢4 mit Z?:l ¢ =1
und der Interpolationseigenschaft ¢;(v;) = 5, 4,7 € {1, ...,4}, sodass sich z schreiben liRt

als
4

2 =Y ¢i(2) i

=1

Fiir einen Tetraeder T und:(i,7,k,1) €e N*mit i+ j+k+1 =g¢ definiert By € Py,
gegeben durch :

_ ! o
B pi(2) = ﬂ%ﬁﬁ(ﬁi%%ﬂ)(@: zeT

ein BERNSTEIN-POLYNOM vom Grad ¢ bzgl. T. Die Menge aller Bernstein-Polynome vom

Grad ¢ bildet eine Basis von P,. Daher 148t sich jedes Polynom p € P, in eindeutiger Weise
in seiner sogenannten BEZIER-BERNSTEIN-DARSTELLUNG

plz) = > ol Bl (2), zeT
i+j+k+l=q

schreiben. Die reellen Koeffizienten -
agf’;.],k,,, i+j+k+l=gq

sind dabei die trivariaten BEZIER-BERNSTEIN-KOEFFIZIENTEN iiber den gleichverteilten
BEZIER-BERNSTEIN-PUNKTEN

v + Jug +kug +lvg
{ z'[g‘:]k,l = AT T -, Z+J+k+l=4}-
q
Sei M(A) die Menge aller Bézier-Bernstein-Punkte von A und fiir alle i +j +k + 1 = ¢
und alle Tetraeder T' € A das lineare Funktional
:SHA) — R dd. s — Aym (s) =al]

’\P,[Tl e 1,,k,0

4,5,k,1

gegeben. Dann heifit M C M(A) eine BESTIMMENDE MENGE fiir 87(A), falls gilt
Ap(s)=0 YPeM = Ap(s)=0 Y Pe M(A).
M heiflt MINIMAL, falls es keine bestimmende Menge mit weniger Elementen gibt.

Durch einer Verallgemeinerung der Aussage von Farin [10] 148t sich nach de Boor [6] die
C"-Stetigkeit iiber den gemeinsamen Fldchen der Tetraeder wie im bivariaten durch Bedin-
gungen an die Bézier-Bernstein-Koeffizienten charakterisieren. Seien 77 = A(v1, v2, v3, v4)
und Ty = A(vy, v2, vs, Us) zwei Tetraeder mit gemeinsamer Dreiecksfliche A(vy, va,v3) und
s € 8)({T1,T2}) definiert durch s, = pn € P, fiir m = 1,2 auf T,,, gegeben in seiner

Bézier-Bernstein-Darstellung mit Koeffizienten agt?,]k’l.




Lemma 2.1:
Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(’I;) S € Cr({Tl,Tg})
() Firp=0,.,rundi+j+k=q—p gilt

(2] —_ (1] a B
Qiikp — Z @it a,5+8,k+7, 5(2',5'7'5' (¢ ¢ <15%154) (U5)

o+p+y+é=p

Fiir C-Stetigkeit tiber der gemeinsamen Fliche bedeutet dies, dass fiir alle i+j+k = ¢—1

gilt
all s = all] ot (vs) + a1 g 0B2(vs) + ag,},k+1,o¢3(v5) +ap 1 pa(vs).

Sei d € IR? ein Einheitsvektor und p eine geniigend oft differenzierbare Funktion. Dann
bezeichnen wir mit py(z) die partielle Ableitung von p im Punkt z in Richtung d. Ist
{di,ds,ds} C R? eine linear unabhingige Menge von Einheitsvektoren, so heiRt

D¥p(z) = (pdi"(Z)7Pd;v—1d2(z),17d;"-1d3(z)=---apdld;"jl(z)apdzdg"-l(z);Pdg(z))

der GEORDNETE VEKTOR DER PARTIELLEN ABLEITUNGEN vom Grad w. Nach Farin [10],
de Boor [6] gilt:

Lemma 2.2:
Die r-te Richtungsableitung des Bézier-Bernstein-Polynoms B ik €ntlang eines Einheits-

vektors A = (A1, Az, A3, ) € IR? st fiir alle z = (¢1(2), p2(2), ¢3(z) $4(2)) gegeben durch

(Blisd) @ = G55 Y. BipasNBIL i siis(2), i+i+k+l=g.
o+pB+y+é=r

Damit 1dRt sich ein wichtiger ZuSammenhang zwischen den partiellen Ableitungen tri-
variater Polynome und den Koeffizienten ihrer Bézier-Bernstein-Darstellung herleiten (vgl.
Farin [10], Niirnberger und Zeilfelder [14]). Sei T = A(vy, ..., v4) und p € P, definiert durch

i+j+k+l=¢

Ferner sei d; fiir i = 1, ..., 3 ein Einheitsvektor entlang der Kante [v1, v;1]-

Lemma 2.3:
Fira+pB+v<q gilt

[ Y

, .
pdﬂd"m(vl) = (q—aqﬁ‘? ZZZ ﬂ) ()

=0k =0

(P1)a, ( DA (@03 (62 (B9)5, (8% - Ggmioi s




und umgekehrt

_ B=)! ($1)a; Y7
afl—a—ﬂ_’)‘,a,ﬁﬁ - '(¢2(l)}d1((!¢3)d2’:z¢’4)1 pdad3d7 Z(a ((¢2):i) ' a'q_J_ﬂ_IY)]:,By’Y

a p-1

)8 ( (22 O3 [ (41)a, \PH
Z ) ((¢2)d1 ) ((¢3)dz ) ) aq_j_k_’}':j’k;'y

7=0 k=0
(#1)a (#1)g Ak (¢1)‘d3‘ vl
((‘i’?)di ) ((¢3)¢: ) ((¢4)43,) * Qg—j—k—1,j,k,l-

Q
,....

Mm

y—

l=0

o,
Il
=)
£
Il
)

Damit kénnen die partiellen Ableitungen Pd{d’;dg(vl)’ J=0,.,0,k=0,..,und =
0,...,7 in eindeutiger Weise aus den Bézier-Bernstein-Koeffizienten aq_;_g_ix; und um-

gekehrt die Bézier-Bernstein-Koeflizienten aq—j_g—1ks, j = 0,...,c, k = 0,..., und | =

0,...,7v in eindeutiger Weise aus den partiellen Ableitungen p b dl (v1) berechnet werden.

3. Konstruktion von Tetraederzerlegungen

In diesem Abschnitt geben wir einen Algorithmus zur Konstruktion einer allgemeinen Klas-
se von Tetraederzerlegungen A an. Grundprinzip ist dabei, ausgehend von einem Startte-
traeder, Schritt fiir Schritt geeignete Tetraeder zur blsherlgen Subtetraederzerlegung h1n—
zuzufiigen, und so A induktiv zu konstruieren.

Im ersten Schritt wihlen wir vier Punkte im IR?, die nicht alle in einer Ebene liegen, ver-
binden sie zu einem Tetraeder Ty = 0y = A(vy,...,v4) und setzen Ay = {T'}. Ausgehend
von einer Subtetraederzerlegung A,_, wihlen wir geeignete weitere Punkte in IR\ Q,,_;
und verbinden sie mit den bisherigen Knoten. Angenommen A, _; ist bereits konstruiert,
‘dann gibt es zwei Alternativen: '

1. Moglichkeit: Anhéngen einer Kette; 4
Waéhle vier Knoten vy,_11,...,Un—1.4 € Vg(A,_1) auf dem Rand von §,,_;, die zwei benach-
barte Dreiecksflichen A(vn—11,Vn-1,2,n-13), A(Vn-1,1,Vn-1,2,Vn-1,4) € Fp(Apn_1) mit ge-
meinsamer Kante [vp_1,1, Un—1,2] bilden. Jetzt wihle geeignete neue Punkte wy 1, ..., Wn £, €
R?\ ©,_; und setze wy g := v,_13 SOWie Wp 4,41 = Un_14. Verbinde die Knoten zu den
Tetraedern

Tn,m = A('Un—l,la Un-1,2 wn,m:'wn,m+1)7 m=0,..,k,—1

und
Tn,kn = A(vn—l,la Un-1,2, Wn kn+1, wn,kn)a

(vgl. Abbildung 1) und setze 2, := Q1 U (Uf;o Tn,i) sowie A, = Ay U {Th,, @ =

0,...,k} die Subtetraederzerlegung von 2,. Geeignete neue Punkte sind dabei solche, fiir

die folgende Bedingungen erfiillt sind:



(i) Alle Flachen A(vp—1,1,Vn-12,Wn;), =0, ..., k, + 1 liegen in paarweise verschiedenen
Ebenen.

(ii) Die Flachen A(vp—1,1, Wni—1, Wn,;) gnd A(Vn_1,1, Wng, W) fiir i =1, ky + 1 so0-
wie A(Up_1,2, Wni—1, Wn;) und A(vp_1.2, Wni, Wniy1) fiir i = 1,...,k, + 1 liegen in
verschiedenen Ebenen.

(iii) Alle Dreiecksflichen von A, mit gemeinsamer Kante [wn 0, Un-1,1] bzW. [Wn,0, Vn_1,1],
[Wn,0, Un—1,1] oder [wn o, Vsn_1,1] liegen in paarweise verschiedenen Ebenen.

Wn,2 Wn,3

Wn,4
Wn,1

Un—1,2

Un—1,1 Wns = Un-14

Wn,0 = Un—-1,3

Abb. 1: Angehingte Kette fiir k£, = 4 in Moglichkeit 1.

2. Moglichkeit: Anhéngen einer Halbzelle;

Wihle Knoten v, _1,0, .., Un-1t, € VB(An_1) auf dem Rand von ,,_y, die eine Zelle A, _,
mit Randknoten v,_;, ¢ = 1,...,k, bilden. Jetzt wihle einen geeigneten neuen Punkt
W1 € IR®\ Q,_;, verbinde die Knoten zu den Tetraedern

Tn,m = A(wn,ly Un—1,m> Un—1,m+1, vn—l,O)a m = 11 ey kn

(vgl. Abbildung 2) und setze Q,, := Qn_lu(ufgl) sowie Ay 1= A, (U{Th 0 =1,...,k,}, die
zu {2, gehorige Subtetraederzerlegung. Ein neuer Punkt ist dabei geeignet, wenn folgende
Bedingungen erfiillt sein: '

(i) kn ist ungerade und kleiner als zehn.

(ii) Alle Dreiecke A(vp_1,0,Wn1,Vn-14), ¢ = 1,...,kp liegen in paarweise verschiedenen
Ebenen.




(iii) A(Wn,1,Vn-1,i-1,Vn—1,) und A(Wp 1,Vn—1,4, Un-1,4+1) liegen in verschiedenen Ebenen,
fir i=1,..., k.

(iv) Alle Flichen von A, mit gemeinsamer Kante [vn_1, Un—1,+1] besitzen paarweise ver-
schiedene Steigungen, fir i =1, ..., &k, — 1.

Abb. 2: Angehingte Halbzelle fiir k, = 5 in Moglichkeit 2.

Bemerkung 3.1:

a) Werden Tetraeder nach Mdoglichkeit 1 angehéngt, so dndert sich die Anzahl der inne-
ren Knoten der Tetraederzerlegung nicht, d.h. kein Knoten, der vor dem Schritt auf
dem Rand von Q,_; lag, ist nach Anhéngen einer Kette im Innern von £2,,.

b) Seien vy_1,0, .-y Vn-14, € VB(An—1) Knoten, die eine Zelle A,,_, , geraden Grades
bilden. Dann kann hier keine Halbzelle (Moglichkeit 2) angehingt werden. Wir fiigen
jetzt zuerst fiir geeignete Knoten v,_1 0, Un—1,i-1, ..., Un—1,i+1 mit 1 <4 < ky, eine Kette
hinzu, wobei genau zwei Knoten wy 1, w,2 neu gewihlt werden. Dadurch entsteht
auf dem Rand von 2, durch die Knoten vp_10, ..., Un—1,i—1, Wn,1, Wn-12, Vn—1,i+1;s -+
Un-1,k, € VB(A,) eine neue Zelle vom Grad k41 = k, + 1, also ungerade. Nun kann
im néchsten Schritt eine Halbzelle angehéingt werden.



4. Die Dimension von S **(A), ¢ > 6

In diesem Abschnitt bestimmen wir fiir ¢ > 6 die Dimension der Splineraums S}*(A)
auf Tetraederzerlegungen wie in Paragraph 3 konstruiert. Dazu definieren wir Mengen von
Bézier-Bernstein-Punkten, die wir induktiv den Tetraedern von A zuordnen. Insgesamt er-
halten wir die Punkte {Pf;?,'; 1 | Pijk,g wird dem Tetraeder 7,, zugeordnet}. In Theorem 4.1
beweisen wir, dass die Vereinigung aller dadurch ausgewihlten Bézier-Bernstein-Punkte
eine minimal bestimmende Menge fiir den Splineraum S;»*(A) bildet. Sei

Q= {Pijpi|i+i+k+l=qijki>0}, ¢>6,

4

Ag \ {P0,1,2,37 P02}, lq =6,

Aq \ {P23q-4’012.7 T Pq_4’270’2}7 q 2 7’

Co={Pypi €QqlijSa—42<ki<q—4}, ¢26

{Pog22,Pi212}, ¢q=86,

D, :=
{(Pijr2|2<i<qg-4k>21, }U{P;s12<j<q-43<1<q—4},¢>7,
( {Pi,j,k,3'i7j;ks2; (Zajak)#(o :)} d 3
: Pirs|1<i<2,k<1}, d=35,
DeU{Prisi | 1> atud tHaps|1<i<2 k<1, =6,
B = | 6 U {Pupa | 12 4] {Pjrsli=2}, d=7, ¢
. 0, d=9,

(DgU{Pijka|i<qg—45k<1;3<1<q=-3}U{Pyrill>q—-2}, ¢2>T.

Sei A eine in Paragraph 3 konstruierte Tetraederzerlegung. Dann ordnen wir den Te-
traedern von Ay und A, \ A,_; folgende Mengen von Bézier-Bernstein-Punkten zu (vgl.
Abbildung 3). Fiir jeden Tetraeder T' = A(u,v,w,z) € A ist dabei 7 der zu u, v der zu j,
k der zu w und ! der zum Eckpunkt z gehorige Index des Bézier-Bernstein-Punkts Pi[j.:]k’l.
Wir ordnen -

e dem Starttetraeder Ty = A(vy, ..., v4) die Menge @, zu.




Héngen wir im Induktionsschritt eine Kette an, so ordnen wir

e den Tetraedern Ty, = A(Un—1,1,Y%n-1,2, Wnm, Wnmt1), M = 0,...,k, — 2 die Menge
A, zu, :

e dem Tetraeder Ty, 5,1 = A(Un—-1,1, Un—1,2) Wn kn—1; Wnk,) die Menge B,, und

e dem Tetraeder Ty, s, = A(Un—1,1;Un—1,2, Wn kp+1, Wn k,) die Menge C,.

Hingen wir im Induktionsschritt eine Halbzelle an, so ordnen wir

e den Tetraedern T}, = A(Wn,1, Yn—1,s Un—1,m+1: Un—1,0)> M = 2,..., k, die Menge D,
zu, und

o dem Tetraeder 15, = A(Wg,1,Vn-1,1,Un—1,2,Vn—1,0) die Menge Eg zu. Dabel ist d =
kn € {3,5,7,9} der Grad der Zelle A,,_, , auf dem Rand von Q,,_;.

Abb. 3: Zugeordnete Mengen fiir angehiingte Tetraeder.

Theorem 4.1:

Sei ¢ > 6, A wie in Paragraph 3 konstruiert, und M, die Menge aller in den Tetraedern
von A gewdhlten Bézier-Bernstein-Punkte. Dann ist M, eine minimal bestimmende Menge
fiir den Splineraum S;‘*(A), und es gilt:

dim (8,2 (A)) = #M,.

Beweis:
Sei s € 8}*(A), und fiir alle Tetraeder T € A das trivariate Polynom s, = p™l € P,

gegeben in seiner Bézier-Bernstein-Darstellung mit Koeffizienten af;]’k,l € IR. Wir zeigen,
dass zu jeder Vorgabe reeller Koeflizienten entsprechend der Menge M,, ¢ > 6 genau ein
Spline in §}*(A) existiert, der diese Koeffizienten in seiner Bézier-Bernstein-Darstellung

besitzt. Dann ist My, ¢ > 6 eine minimal bestimmende Menge fiir S*(A).
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Die Menge der in T gewihlten Punkte Qq = M, N T ist die Menge aller Bézier-Bernstein-
Punkte des Dreiecks 7. Also gibt es zu jeder Vorgabe reeller Koeffizienten entsprechend
der Punkte in @), nur genau ein Polynom auf 7j mit diesen Koeffizienten in seiner Bézier-
Bernstein-Darstellung. Sei jetzt bereits gezeigt, dass S|a,_, €indeutig bestimmt ist, dann
betrachten wir die Subtetraederzerlegung A,. Dabei unterscheiden wir folgende Félle:

Fall 1: Anhédngen einer Kette;

Durch die C*-Stetigkeit tiber der Fliche A(vp_1,1,Un-1,2, Wnp) und der Supersplineeigen-
schaft im Knoten wy; sind die Koeflizienten a[Tki, [ = 0,1 sowie a,ETk ; fiir 4,7 oder
k > q— 3,1 > 2 nach Lemma 2.1 eindeutig bestlmmt Gibt man nun reelle Koeffizi-
enten entsprechend der Bézier-Bernstein-Punkte von 4, = M, N T,_; auf T,,_;¢ vor,
so sind auch die verbleibenden Bézier-Bernstein-Koeffizienten in diesem Tetraeder eindeu-
tig festgelegt, und es gibt genau ein Polynom pl7»°l mit diesen Koeffizienten in seiner
Bézier-Bernstein-Darstellung. Mit analogem Argument folgt.die Eindeutigkeit der Polyno-
me plTml, m =1,..., k, — 2.

Betrachten wir nun 7}, ;. _; und geben dort reelle Koeflizienten entsprechend der Menge
B, = M, N Ty 4,1 vor. Die C'-Stetigkeit iiber der Flache A(vp—1,1, Vp-1,2, Wnk,—1) und die
Supersphneelgenschaft im Knoten wp ,-1 liefern wie oben nach Lemma, 2.1 die Eindeutig-

keit der Koeffizienten aE J"k";"l [ =0,1 sowie a£ J"k";‘“] fiir i, j oder k > ¢—3, | > 2. Da die
drei Fldchen A(vp—11,Un-12,Wn;), ¢ = kn — ., kn + 1 nach Konstruktion in paarweise

verschiedenen Ebenen liegen, sind mit den Cl—Stetigkeit iiber A(vn-11,Vn-12, Wnk,) die

Koeffizienten ag fqu":;l] io2 ¢ = 0,...¢ — 6, nach Lemma 2.1 ebenfalls eindeutig bestimmt.

Im Fall ¢ = 6 folgt mit der C- Supersplineeigenschaft im Knoten wy, %, nach Lemma 2.1
auch die Eindeutigkeit des Koeflizients a([f{‘,gg‘ll Dabei wird der Koeffizient aé{{ §’§], der
durch die Supersplineeigenschaft in wp, 4,+1 bestimmt ist, verwendet. Somit sind im Tetra-
eder T, . -1 alle Bézier-Bernstein-Koeffizienten emdeutlg festgelegt. Es gibt daher genau
ein Polynom pT=#»-1] mit diesen Koeffizienten in seiner Bézier-Bernstein-Darstellung.

Im verbleibenden Tetraeder Ty, x, sind durch die C'-Stetigkeit iiber den Dreiecksflichen

A(Vn-1,1, Un—1,2, Wn i), & = kp, kn + 1 nach Lemma 2.1 die Koeffizienten aE J"k";‘ , k<1 oder
! < 1, sowie durch die Supersplineeigenschaft in den Knoten v,_1 1, Un—1,2, Wn k, und Wy g, +1
die Koeflizienten a£ J",c’“;‘], wobei 4, 7, k oder I > ¢—3 und k,! > 2, eindeutig bestimmt. Wer-
den nun Bézier-Bernstein-Koeffizienten entsprechend der Punkte in Cq = My, N T;, 4, auf
Th k., vorgegeben, so gibt es auch im letzten Tetraeder nur genau ein Polynom plTrinl das
diese Koeffizienten in seiner Bézier-Bernstein-Darstellung besitzt. Insgesamt ist damit s,
eindeutig bestimmt.

Fall 2: Anhéngen einer Halbzelle;

Durch die C'-Stetigkeit iiber den Flichen A(vy—10,Vn-1,m,Vn-1,m+1), M = 1, ...,k sind
nach Lemma 2.1 die Bézier-Bernstein-Koeffizienten ag‘l;,c z] fir! <1, m = 1,...,k, ein-
deutig bestimmt. Die Supersplineeigenschaft in den Knoten vn_1,0,vn-1,m und Un—1,m+1
hefert zusitzlich die Eindeutigkeit der Koeffizienten a?;"k";], i,j oder k > ¢ — 3,1 > 2 fiir

=1,..,k,.

Da jeweils die drei Dreiecksflichen A(vy_1,0,Vn—1,m)Un—1,m~1)s A(Vn-1,0, Vn—1,m>» Wn,1) und
A(Un-1,0, Un—1,m, Un—1,m+1) fir m = 1, ..., k, nach Konstruktion in paarweise verschiedenen
Ebenen liegen, sind mit den C'-Stetigkeit liber diesen Kanten nach Lemma 2.1 die Koeffi-
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(Tn,m]

zienten Ga4j,g-4-3,0,2 j=0,..g—6 fiirm=1,..,k, eindeutig bestimmt.
Geben wir reelle Koeflizienten entsprechen der Punkte in Ed = My N Ty, auf dem Te-
traeder Ty, ; vor, so sind durch die C*-Stetigkeit iiber der Kante [vn_l,o,wn,l] nach Lem-

ma 2.1 die Koeffizienten ag'_‘zf,’g,]l,q_‘l_i, t=0,..,¢—7firm=2,...,k, — 1 eindeutig be-
stimmt. Bei Vorgabe reeller Koeffizienten entsprechend der Punkte in D, = M, N T,, ,, auf
den Tetraedern Ty, m = 2, ..., ky, lassen sich durch die C*-Stetigkeit iiber den Flichen
A(Vn-1,0, Vn—1,m, Wn1), M = 1, ..., ky, die Koeflizienten a£ I”k"‘l], 2<k<q—4,2<1<q-—4

[nm]

nach Lemma 2.1 eindeutig berechnen. Die Bézier-Bernstein-Koeffizienten ay i1 , 4., 1 =
0,...,¢— 6 fiir m =1, ..., k, ergeben sich mit der C"-Stetigkeit iiber der Kante ['un 1,0, Wn,1]
durch ein lineares Gleichungssystem (vgl. Alfeld, Piper und Schumaker [..]). Fir ¢ = 6
liefert die C3-Supersplineeigenschaft im Knoten w,; zusammen mit den entsprechend der
Menge E¢ gegebenen Koeffizienten fiir d € {3,5,7,9} nach Lemma 2.1 die fehlenden Ko-

effizienten in {a£;kmq] s t+j+k=3m=1,.,k} Fiir alle ¢ > 6 ergeben sich die

Koeflizienten a{‘g v t=¢—2,..,qfirm=1,..,k, durch die im Tetraeder T, ; vorgege-
benen Koeffizienten mit der Supersplineeigenschaft im Knoten wy, ;.

Insgesamt sind damit alle Bézier-Bernstein-Koeffizienten auf A, \ A,,_; eindeutig bestimmt.
Es gibt fiir ¢ > 6 und m = 1, ..., k, daher nur genau ein Polynom plT»=! ¢ Py, das diese Ko-
effizienten in seiner Bézier-Bernstein-Darstellung besitzt, d.h. s, ist eindeutig bestimmt.

Da die Tetraederzerlegung induktiv durch Anhéingen von Ketten und Halbzellen entsteht,
ist s € S;°(A), ¢ > 6 auf ganz  eindeutig bestimmt. Also ist M, eine minimal bestim-
mende Menge dieses Splineraums.

#

Beispiel 4.2:

In Abbildung 4 sehen wir fiir ¢ = 6 die Bézier-Bernstein-Koeffizienten zweier als Kette an-
gehangter Tetraeder von der Seite, bzw. von oben. Fiir [ = 0, 1 sind Koeflizienten durch die
C*-Stetigkeit iiber den Flichen von Fg(A,_;) eindeutig bestimmt, die Supersplineeigen-
schaft im Knoten wy, 4, liefert mit gegebenen Koeffizienten entsprechend B, in eindeutiger
Weise alle Koeffizienten mit [ = 4, ..., 6. Fiir [ = 2, 3 sind die Bézier-Bernstein-Koeflizienten
aus folgenden Griinden eindeutig:

Supersplineeigenschaft in den Knoten v,_4, ¢ =1,...,4,

C'-Stetigkeit iiber der Fliche A(vp_1.1,Vn-12, Wnk,),

Punktmenge Bs,

C!-Stetigkeit iiber der Fliche A(vn—1,1,Un-1,2, Wn kn) mit den Koeffizienten O,
Punktmenge Cs,

Supersplineeigenschaft im Knoten wy, ;, mit den Koeffizienten O und .

e O WM [ » x

Abbildung 5 zeigt die Bézier-Bernstein-Koeffizienten einer angehéngten Halbzelle fiir ¢ = 6
und d = 5. Die Koeffizienten mit [ = 0, 1 sind durch die C*-Stetigkeit iiber den Flidchen von




seitlich: von oben, [ = 2: von oben, | = 3:
1=6Wnkal=6

=5

=4
=3

/S ol=2

/ ol=1

/S 1=0
/

/

Wn,ky —1

Un—1,1 . Un-1,1 VUrn—-1,1

Abb. 4: Koeffizienten der Tetraeder Ty, 1,1 und T, %, beim Anhéngen einer Kette, ¢ = 6.

Fp(A,—1) gegeben. Die Koeffizienten mit [ = 4, ...,6 ergeben sich durch die Koeffizienten
entsprechend der Menge EZ und der C3-Supersplineeigenschaft im Knoten wy, ;. Fiirl = 2,3
sind die Koeffizienten aus folgenden Griinden eindeutig:

% : Supersplineeigenschaft im Knoten vn_1,, ..., Un—1.,
a: C'-Stetigkeit iiber den Flichen A(vy_1,0,Vn-1,, Wn,1),
*: durch LGS mit C*-Stetigkeit iiber den Flichen A(vy_10,Un—14, Wn1), 2 = 1,..., 5,
O: Die Menge Dg,
m: C'-Stetigkeit iiber der Fliche A(vp—_1,0, Un-1,, Wn,1) mit den Koeffizienten O,
o: Die Menge Eg, ‘
o : Supersplineeigenschaft im Knoten wy; mit den Koeffizienten o.

seitlich: l—6Wn1i=6 von oben, [ = 2: von oben, [ = 3:

I=5 \_/ 1=

VUn-1,0

Abb. 5: Koeffizienten einer angehingten Halbzelle fiir ¢ = 6 und d = 5.
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Korollar 4.3:
Firq > 6 gilt

dim(S1(Ag)) = (q—;3) _ (qH)(qZQ)(Hg)’

und

dim (S} (An)) = dim(SF3(An-1)) + (ko — D#A, + #B, + #C,

. 1,3 23kn + 1) q= 6
= n@ee) + (LY S ) —a-s, a2

falls eine Kette an die Subtetraederzerlegung angehingt wird, sowie

dim(8;°(A,)) = dim(8}3(An-1)) + (kn — D)#D, + #E¢

s 1,3 J 2k, +19—-d, g=26
= dim(85;*(An-1)) + { ka[(55%) +2(%5°) —6] +3¢+1, ¢>7,

falls eine Halbzelle an die Subtetraederzerlegung angehdngt werden.

5. Hermite—Interpolation

In diesem Abschnitt geben wir Hermite-Interpolationsmengen fiir Splinerdume S;-3(A),
g > 6 auf der in Paragraph 3 definierten Klasse von Tetraederzerlegungen A an. Dazu
wihlen wir induktiv Interpolationsbedingungen in den Knoten der angehingten Tetraeder
einer Kette oder Halbzelle. Der interpolierende Spline wird damit Schritt fiir Schritt be-
rechnet.

Zuerst formulieren wir eine Aussage tiber die dritten partiellen Ableitungen eines Polynoms.
Sei p € P,, ¢ > 6 gegeben, z € R® und X = {d,d,, ...,dy,} € R? fiir k,, € {3,5,7,9} eine
Menge von Einheitsvektoren derart, dass je drei dieser Vektoren linear unabhingig sind.
Die Menge Ht, i = 3,5,7,9 enthalte die Bedingungen pgs(z) = 0 fiir alle d € X und
aulerdem

® pargyap (2) = 0 fiir u,v,w < 2; u+v+w=3; (u,v,w) # (0,1,2), falls d = 3,

® pi2g,(2) = 0 und pgg,(2) =0, falls d = 7.

Lemma 5.1:
Seiq>6,z€ R® undp € Py. Dann folgt aus den homogenen Interpolationsbedingungen
in H', i € {3,5,7,9}, dass D®p(z) = 0.

14



]

Beweis:
Sei {d, ..., d3} eine Menge linear unabhéngiger Elnheltsvektoren im IR3. Dann kann jeder
Einheitsvektor d € IR® als Linearkombination _

_ sin(@) sin(ap) sin(&s)

" sin(ay + @) - sin(oy + &) 27 sin(og + @s)

ds

dargestellt werden. Dabei ist ; fiir j = 1,...,3 der von d; und d eingeschlossene Winkel
und &; der in der d,d;-Ebene von d und der von den anderen beiden Vektoren erzeugten
Ebene eingeschlossene Winkel. Daraus ergibt sich

3 . sy
£ = sin(&;) - d; 3
(; sin(a; + &j))

Durch die gegebenen Bedingungen in H* entlang der Vektoren in X sowie an die gemisch-
ten partiellen Ableitungen existieren insgesamt genau zehn homogene Interpolationsbe-
dingungen fiir die dritten Ableitungen von p. Da je drei Vektoren in X linear unabhéngig
sind, lassen sich die fehlenden partiellen Ableitungen von D3p(z) fiir alle 1 € {3,5,7,9}
durch ein lineares Gleichungssystem eindeutig berechnen. Damit folgt die Behauptung.

#

Wir definieren nun fiir einen Tetraeder T = A(vy,...,v4) Mengen von Interpolationsbe-
dingungen, die wir in analoger Weise den Tetraedern von A zuordnen wie in Paragraph
4 die gleichnamigen Mengen von Bézier-Bernstein-Punkten. Sei f € C(f2) eine geniigend
oft differenzierbare Funktion und d; fiir j = 1,...,3 ein Einheitsvektor entlang der Kante
e; = [v4,v;]. Dann setzen wir:

Qq: D¥p(ve) =D¥f(v4), w=0,..,q, ¢q26,

A, D¥p(vs) =D%f(vy), w=0,..,q—2, ¢q=>6,
auer: pg(vy) = fee(va), p=¢q-2,¢-3;5=1,..3,
pd;!—l"djﬂ (vg) = fdg—de+l(U4), 17=1,..,3,
pdg—sdj_l(v,;) = fdg—adj_l (’()4), ] = 1, ...,3,
B - { As \ {Pd%dg (va) = fd%dg (va), (U4)d2d2 = (U‘l)dzdz} qg=25,
. Ag\ {Pdfdg—“(ui) = fdfdg-‘?(m) -> Pgi—4q2 (va) = qu 442 U4)} g7,

Cqy: {pd"d”d"’('lM) dudv (U4)|U'U<q 5, 2<w<Lqg—9;
4<u+v+w<g—-2}, ¢>6,

{Pdgdg(vzx) = fdgdg (va), P, d2ds (v4) = fd1d§d3 (’04)}, qg==6,

{Paragay (va) = farazay(va) |2<v<g—-4 w2 L u+v+w=qg—2}
U{pd‘itdgdéu(/lhl)—fdududw(vzl)’2<'U<q 44<u+v+w<qg-3}, ¢>1,
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( D6 U pr(’U4) = Dwf(’l)4), w =

0
( {pazagay (va) = favayap (va) | u, v ;
ut+v+w=3; (u,v,w) #(0,1,2)}, d=3,

{pig-rag(va) = fg-rgg(va), p=1,2;
US Paz-ragay (ve) = fip-raga, (va), p= 0,1}, d =5, > g=E6,

{Paza, (v4) = fapa,(v4); Pa,az(vs) = fa,3(va)}, d=T,

|0, d=9,

Dq U {pd‘;(v4) = fdf(v4)7 p= 4) s g — 4} U pr(’l)4) = Dwf(v4)a w = 07 sy 3
| U{pea, (va) = faea, (va), p=3,.,q—4 m=2,3}, ¢>T

Theorem 5.2:
Sei g > 6, A wie in Paragraph 3 konstruiert und H, die Menge aller in den Knoten von A

gewdhlten Interpolationsbedingungen. Dann ist H, eine Hermite-Interpolationsmenge fiir
den Splineraum S}°(A).

Beweis:
Nach Konstruktion der Mengen Ag, By, Cy, Dy und EY gilt

dim(8;°(A)) = #M, = #H,, g > 6.

Somit reicht es zu zeigen, dass das homogene Interpolationsproblem nur trivial l6sbar ist.
Sei also f = 0 und fiir alle Tetraeder T' € A das Polynom s, = pTl € P, gegeben. Im
Starttetraeder Ty = A(vy, ..., v4) folgt aus den Interpolationsbedingungen in vy, dass pl™! =
0. Sei jetzt bereits gezeigt, dass s, =0, dann betrachten wir die Subtetraederzerlegung
A,,. Wir unterscheiden folgende Fille:

Fall 1: Anhéngen einer Kette;

Fiir jede Seitenfliche T' des Tetraeders T ist s, € P, ein bivariates Polynom. Mit der
C'-Stetigkeit {iber den Flichen von Fg(A,_;) und der Supersplineeigenschaft in den Eck-
punkten von Ty, folgt aus den Interpolationsbedingungen in wy,; daher s, = 0. Folglich
gibt es ein trivariates Polynom ¢{T~0l € Pgy—s, sodass sich plTnol schreiben 148t als

p™0(z) = B, - Ey- E3- E2- ¢Tnol(z), z € Thyo.

Dabei sind E; = (asz + bay + c42z + d4) eine Ebene durch die Fliche A(vp-1,1, Un—1,2, Wn,0)
und E; = (a;z + by + ¢jz + d;) fiir j = 1,...,3 Ebenen durch die anderen Seitenflichen
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von T, o. Mit den verbleibenden Interpolationsbedingungen im Knoten w, ; folgt gTrol = 0
und damit p!™~0] = 0. Mit analoger Argumentation gilt p!T»=l = 0 fir m =1, ..., k, — 2.

Sei d;, i € {1,2} fiir T, 4,—1 ein Einheitsvektor entlang der Kante [v,_14, Wy x,]. Da die
drei Flachen A(vp-1,1,Yn-1,2,Wni), t = k—1,..., kn + 1 in paarweise verschiedenen Ebenen
liegen, gilt wegen der C'-Stetigkeit iiber dlesen Kanten p[ "’“T‘“](v) =p d"""‘l]( ) =0

fir alle v € [Up-1,1,Un-1,2]- Fiir ¢ = 6 liefert die Supersphneelgenschaft in wpk, mit den
gegebenen Interpolationsbedingungen in B, dass Drp[T"'kn—ﬂ(wn,kn) =0 firr =0,..,2.
Mit der Supersplineeigenschaft in wy, 4,41 folgt damit Sl g v i1] = 0 und nach Lemma

2.3 schlieflich D3plTntn-1l(w, ) = 0. Fiir ¢ > 7 folgt dlrekt aus der Supersplineeigenschaft
in wy, i, mit den gegebenen Interpolationsbedingungen in B,, dass DrplTrin-1l(p,, k) =0
fiir r = 0, ..., 3. Mit analoger Argumentation wie im Tetraeder Tp 0 folgt plTrra-1l = 0.

Im verbleibenden Tetraeder T, gibt es wegen der Supersplineeigenschaft in den vier
Eckpunkten, der C*-Stetigkeit iiber den Flichen A(vy_11,Un-12,Wni), & = kn, kn + 1, und
den restlichen Interpolationsbedingungen im Knoten wg,, ein Polynom q[T"-’“n] € Py-s,
sodass sich p!Trk=] schreiben 148t als

nkn (Z) — E]. E2 E2 E2 [ nkn](z), z € Tn,kn-

Dabei sind Ej3 eine Ebene durch die Flache A(vp_11,Un—1,2,Wnk,), E4 eine Ebene durch
die Fliche A(vp_1,1, Un—1,2, Wnk,+1) und E; fiir ¢ = 1,...,2 Ebenen durch die anderen Sei-
tenflichen von T, ;,. Mit den verbleibenden Interpolationsbedingungen im Knoten wy, g,
folgt ¢!"»#n] = 0 und damit p!T»#=] = 0. Insgesamt ergibt sich s, = 0.

Fall 2: Anhingen einer Halbzelle;

Seien d; 4, und dy,; fiir ¢ = 0, ..., k, Einheitsvektoren entlang der Kante €;,, = [vp_1,, Wn 1]
bzw. €y i = [Wn 1, Vn-14), SOWie d; ; fiir 3, j = {0, ..., k,} Einheitsvektoren entlang der Kante
€ij = [Un—1,i, Un—1,]. Wegen der C*-Stetigkeit iiber den Flichen in Fp(A,_1) verschwinden
alle partiellen Ableitungen p[ “’"](v) 1t =0,1, m = 0,...,k, fir alle Punkte v auf dem
Rand von £,_;. Die Supersphneelgenscha.ften in den Knoten Un—1,4s J = 0,..., ky, liefert
auRerdem D7p[Trml (Vn-1,m) = D'p [Tn,m] (Vn-10) =0 fiir r =0,...,3 und m =1, ..., k.

Fiir ¢ = 6 folgt aus den Interpolationsbedingungen in EZ, 'dass DrplTe.m] (wn,l) = 0 fiir
r=0,..,2 m=1,.., k,, und somit Slegw = 0 fiir 7 =1, ..., k,. Mit den restlichen Interpo-
lationsbedingungen in E¢ folgt nach Lemma 5.1 daraus D3pTml(w, 1) =0, m =1,..., ky.
Fiir ¢ > 7 impliziert die Supersplineeigenschaft in wy, ; mit den Interpolationsbedingungen
in E¢ direkt D"plToml(w, 1) =0, 7 =0,..,3, m=1,..., k.

Da fir m = 1,...,k, die drei Flichen A(vn_1,0,Yn—1,msVn-1,m-1)> A (Un-1,0, Un—1,m, Wn,1)
und A(Vp—1,0, Un—1,m, Un—1,m+1) Dach Konstruktion in paarweise verschiedenen Ebenen lie-
gen, verschwinden mit der C!-Stetigkeit uber diesen Kanten nach Lemma 2.1 und Lem-
ma 2.3 auch die partiellen Ableitungen pgz (v) fur m = 1,...,k, und alle Punkte v €

[Un l,m;'U'n 10]
Die Interpolationsbedingungen in D, und E¢ implizieren p[ " "‘] (Wn, 1) =0fiiri=4,...,q9—
4, m = 1,...,k, sowie p&,”’"] (Wn,1) = 0 fiir i = 3,. ,q-4 m = 1,2. Mit der C!-

Stetigkeit iiber der Kante [vn_10,wn,1] folgt nach Lemma 2.3 daraus pg," ] (wn,l) fiir
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t = 3,..,q —4, m = 3,...,k,. Aus den Interpolationsbedingungen in D, und Eg folgt
sp = 0 fiir alle T € Fr(A, \ Ap—1). Somit gibt es ein Polynom ¢!™! € P,_s, sodass sich
p!Tn1) schreiben 148t als

p"il(z) = Ey-Ey-E3- EZ- q[T"'I](z)v z € Tno,

wobei E, eine Ebene durch die Flidche A(vp_1,0,Vn-1,1, Un—1,2) und E; fiiri = 1, ..., 3 Ebenen
durch die anderen Seitenflichen von T}, ; sind.
Da d ungerade ist, ergibt sich aus p[T"'"‘] (Wp1) =0 firi € {2,..,g—4}, m =1,..,k,

5 0%%,m

durch ein lineares Gleichungssystem pg";':;l) — (wp1) = 0 fir s € {2,...,9 — 4} und

m = 1,..,k, (vgl. Alfeld, Piper und Schumaker [2]). Die restlichen Interpolationsbe-
dingungen in E¢ implizieren ¢i™! = 0 und damit ¢"»!! = 0. Mit analoger Argumentation
folgt aus der C'-Stetigkeit iiber den Flichen A(vp_1,0,vn,14,Wn1), ¢ = 1,...,n und den
Interpolationsbedingungen in D,, dass pT»=l = 0, m = 2,..., k, auf den verbleibenden
Tetraedern von A, \ A,_;. Insgesamt gilt somit s, = 0.

#

6. Lagrange-Interpolation

Im Folgenden geben wir fiir ¢ > 6 Lagrange-Interpolationsmengen fiir den Splineraum
S, (A) auf der in Paragraph 3 konstruierten Klasse von Tetraederzerlegungen A an. Dazu
wahlen wir Punkte im Starttetraeder und induktiv in den Tetraedern der angehéingten
Elemente. Fiir den Fall, dass im Induktionsschritt eine Kette angehingt wird, definie-
ren Punktmengen @4, A4, By und C,, die wir in gleicher Weise den Tetraedern von A
zuordnen wie in Paragraph 4 die gleichnamigen Mengen von Bézier-Bernstein-Punkten.
Wird dagegen an die Subtetraederzerlegung eine Halbzelle angehédngt, so wiahlen wir die
Interpolationspunkte in den Tetraedern explizit. In beiden Féllen bestimmen wir den in-
terpolierenden Spline zuerst auf den Kanten, dann auf den Seitenflichen und zuletzt im
Innern der Tetraeder.

Wir definieren nun einige Interpolationsmengen fiir bivariate Polynome auf Dreiecken, die
wir im Beweis des zentralen Theorems verwenden. Sei ¢ > 6, T = A(v;, ve, v3) ein Dreieck
mit Kanten e; ; := [v;,v;], 1 < 4,5 < 3, und das bivariate Polynom p € P, auf T' definiert.
Ferner seien Polynome auf den benachbarten Dreiecken von T bereits bestimmt, und es
gebe Differenzierbarkeitsbedingungen iiber den Kanten von 7. Dann wahlen wir folgende
Punktmengen L, i = 1,...,7.

L' : wihle vs, jeweils ¢ — 4 Punkte im Innern der Kanten e; 3, ep3 und der Strecke ; =
[us, ©1322], sowie fiir j = 2,...,¢ — 4 genau j Punkte auf einer zu [, parallelen Strecke
l; im Innern von T, falls eine C'-Bedingung iiber der Kante e; o existiert.

L? : wihle v3, jeweils ¢ — 4 Punkte im Innern der Kanten e; 3 und e 3, sowie (";3) Punkte

18



im Innern von 7, die eine eindeutige Interpolation mit P,_s erlauben, falls eine C?-
Bedingung iiber der Kante e, , existiert.

L? : wihle (¢ — 7)., Punkte im Innern der Kante ey 3, ¢ — 5 Punkte im Innern der Strecke

Iy = [vs, %], sowie fiir j = 2,...,¢ — 5 genau.j Punkte auf einer zu [; parallelen
Strecke /; im Innern von T, falls C'-Bedingungen iiber den Kanten e;» und e 3
existieren.

L* : wihle (¢—7), Punkte im Innern der Kante €2,3 und fiir j = 2, ..., ¢—5 jeweils j Punkte
auf einer zu e; o parallelen Strecke I; im Innern von 7, falls eine C?-Bedingung iiber
der Kante e, und eine C'-Bedingung iiber der Kante e, 5 existiert.

L* : wibhle fiir ¢ > 7 genau (¢—7) Punkte im Innern der Kante e53 und (%;°) Punkte im In-
nern von T', die eine eindeutige Interpolation mit P,_ erlauben, falls C2-Bedingungen
iber den Kanten e; 5 und e, 3 existieren.

L®: wihle fiir ¢ > 7 genau ¢ — 6 Punkte im Innern der Strecken I; := [vs, 24+%2] und
ly == [vs, 2t2%2] sowie (%,°) Punkte im Innern von 7T, die eine eindeutige Interpolation
mit P,_7 erlauben, falls eine C2-Bedingung iiber der Kante e; » und C°-Bedingungen
iiber den Kanten e; 3 und ey 3 existieren, und es eine C*-Supersplineeigenschaft im
Knoten v3 gibt.

L7 : wihle genau ¢—5 Punkte im Innern der Strecken [; := [v3, 24:2] und I := [v3, 24222]
sowie fiir ¢ > 7 genau ¢ — 4 davon verschiedene Punkte im Innern der Strecke I3 :=
[v2, 23%2] und fiir j = 4, ..., ¢ — 4 genau j Punkte auf einer zu /3 parallelen Strecke /;
im Innern von T, falls eine C*-Bedingung iiber der Kante e,  und C%-Bedingungen
iiber den Kanten e;3 und e, 3 existieren, und es eine C*-Supersplineeigenschaft im

Knoten vz gibt.

Lemma 6.1:
Das in den Punkten von L', i € {1,...,7} auf T interpolierende Polynom p € P, mit der
jeweiligen Differenzierbarkeitsklasse iber den Kanten von T ist eindeutig bestimmd.

Beweis:

Durch die jeweilig geforderte Differenzierbarkeit {iber den Kanten von T und der Superspli-
neeigenschaft im Eckpunkt vz existieren neben den Lagrange-Interpolationsbedingungen
in L}, i = 1,...,7 zusitzliche Hermite-Interpolationsbedingungen. Es ist leicht zu sehen,
dass die Gesamtanzahl der Interpolationsbedingungen der Dimension von P, entspricht.
Es reicht daher zu zeigen, dass das homogene Interpolationsproblem nur trivial 1sbar ist.
Sei also p € P, gegeben, und es gelte p(z) = 0 fiir alle z € L¢, 1 € {1,...,7}. Ferner seien
homogene C!-, C?%- und C3-Superspline-Eigenschaften iiber den entsprechenden Kanten
und Knoten gegeben. Dann gibt es ein Polynom ¢ € P,_, mit der Eigenschaft, dass sich p
schreiben 14t als

p() = BB -1 -q(z), z€T,

wobei A1 + A2 + A3 = A und l; = (a;z + bjy + ¢;) fiir j = 1,...,3 eine Gerade durch die
Kante e; ;1 ist. Die verbleibenden Interpolationsbedingungen auf 7' implizieren in allen
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Fillen ¢ = 0 und damit insgesamt p = 0.

#

Im Folgenden definieren wir Punktmengen fiir den Fall, dass im Induktionsschritt eine
Kette an die Subtetraederzerlegung angehéngt wird. Diese Mengen ordnen wir in analo-
ger Weise den Tetraedern von A zu, wie in Paragraph 4 die gleichnamigen Mengen von
Bézier-Bernstein-Punkten. Sei T' := A(wvy,...,v4) ein Tetraeder, dann bezeichnen wir mit
T' := A(vi,vj,vg) fiir L = 1,...,4, wobei 1. <1 #1,j,k < 4 die Seitenflichen von T und mit
ei; = [vi,vj], 1 <14,j <4 die Kanten von T. Wir setzen

Qg (+°) Punkte im Innern von T, die eine eindeutige Interpolation mit P, erlauben.
Dazu lege z.B. ¢ + 1 parallele Ebenen e, ...,e,4; in T, lege j parallele Strecken
aj1, ..., a;; auf die Ebene e; und wéhle : Punkte auf der Strecke a;;.

Aq: (%) — 6 Punkte auf T*, (%;') — 4 Punkte auf 72 und (%;%) — 2 Punkte auf 7° nach
Lemma 6.1.1, sodass s_,, 4 =1, ..., 3 eindeutig bestimmt ist. Zusétzlich (*;°) Punkte
im Innern von T, die eine eindeutige Interpolation mit P,_5 erlauben.

B,: q=6:9 Punkte auf 7" und 6 Punkte auf 72 nach Lemma 6.1.1 sowie 3 Punkte auf

T° nach Lemma 6.1.2, sodass s|_,, i = 1,...,3 eindeutig bestimmt ist. Zusatzlich 3
Punkte im Innern von 7', die nicht alle auf einer Geraden liegen.
q > 7: (§) — 6 Punkte auf 7" und (?;') — 4 Punkte auf 72 nach Lemma 6.1.1, sowie
(?2") Punkte auf T nach Lemma 6.1.2, sodass s|,, i = 1,...,3 eindeutig bestimmt
ist. Zusétzlich (*;%) Punkte im Innern von T, die eine eindeutige Interpolation mit
P4—5 erlauben.

Cy: q=6:je ein Punkt im Innern von [v3,v4), T*, T? und von T.
q > 7: (%) — 6 Punkte auf T" und (%;%) — 5 — (7 — ¢) Punkte auf 72 nach Lemma

6.1.3. Zusétzlich (*;°) Punkte im Innern von T, die eine eindeutige Interpolation mit
Py-6 erlauben. '

Sei ¢ > 6, L,_; eine Lagrange-Interpolationsmenge fiir den Splineraum S;“’(An_l) und
Ap = ADp 1 U{Th, 1 =0,..., k,} die Tetraederzerlegung die entsteht indem an A,_; eine
Kette angehdngt wird. Ferner sei Lk, die Vereinigung aller Punkte, die auf den Tetraedern
Thp, -+ Tnk, gewdhlt wurden und LK =L, ULkg,.

Lemma 6.2: v
Sei g > 6. Dann ist LK eine Lagrange-Interpolationsmenge fiir den Splineraum 8,11’3 (An).

Beweis: "
Nach Konstruktion gilt #LX = dim(8}*(A,)). Somit reicht es zu zeigen, dass das ho-
mogene Interpolationsproblem nur trivial 1osbar ist. Sei also s € S}*(A,) mit Sla,_, =0

gegeben, und es gelte s(2) = 0 fiir alle 2 € Lg,. Wir definieren p7)(2) = s, € P, fiir alle
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Tetraeder T € A, \ Ap_;.

Betrachten wir T}, ;. Aus den Interpolatlonsbedmgungen in A, zusammen mit der C'-
Stetigkeit iiber der Fliche T"1 sowie der Supersphneelgenschaft in den Knoten v,_;;,
Un—1,2 Und wy o folgt nach Lemma 6.1, dass S]Tf‘.o = 0 fiir : = 1,...,4. Daher existiert ein

Polynom ¢T0l € P,_4 sodass sich ptT»ol schreiben lit als
p[Tn,o](z) = E,-Ey-E3- E2 . ¢Tnol(2 ), z € Ty,

wobei E; = (a;z + bjy + ¢;z + d;) fiir j = 1,...,4 eine Ebene durch die Fliche T7 ; ist. Die

verbleibenden Interpolationsbedingungen in Aq im Innern von 7, liefern P "O] = 0 und

damit plT=0l = 0. Mit analogem Argument folgt plT»ml = 0 fir m =1, ..., k, — 2.

Da die drei Flichen T}, _,, T3, -1 und T,,‘f’kn in paarweise verschiedenen Ebenen liegen,
(Tn,kn—1]

folgt Py ~Y(z) = 0 fiir jeden Punkt z € [vp_1,0,Vn-1,1] und jeden Einheitsvektor d der

in der T3k _;-Ebene liegt. Mit der Supersplineeigenschaft in den Eckpunkten von T,
der C'-Stetigkeit iber der Fliche T, impliziert dies nach Lemma 6.1, dass s, =0

‘n Jen—1
fir i = 1,...,4. Also gibt es auch hier ein Polynom glT=#=-11 € P,_5 sodass sich plTrsn-1]
schreiben 1aft als

p[Tﬂ,kn—l](z) = El . E2 . E3 . Ef . q[Tn,kn“l](Z), z € Tn,kn—la

wobei Ej fiir j = 1,...,4 eine Ebene durch die Fliche T, _, ist. Fiir ¢ = 6 folgt aus der

Supersphneelgenschaft im Knoten wy, x,, dass D¥plT kn—ll(w ko) = 0 fiir w =0,...,2. Mit
[ n kn]

der Supersphneelgenschaft in wnk,+1 impliziert dies p ; (Wnk,+1) =0 fiir 5 =0,...,3

kn+1 7

Toinl = 0. Insgesamt ergibt sich daraus D®pTwkn-11 = 0 nach Lemma 2.1

lekp kn+1
und Lemma 2.3. Aus restlichen Interpolationsbedingungen in By folgt daher g(™#n-1] = (.
Fiir ¢ > 7 folgt gl™#s~11 = 0 direkt aus den verbleibenden Interpolationsbedingungen in
B,. In beiden Féllen gilt impliziert dies plTrkn-1l = 0.

Im verbleibenden Tetraeder Tr, folgt aus der C'-Stetigkeit iiber den Flichen 7.2, und

und damit p

Tn k,» der Supersplineeigenschaft in den Knoten v,_1,0, Vn-1,1, Wn s, und wp, i, +1, Sowie den
Interpolationsbedingungen in C, im Innern der Flichen nach Lemma 6.1, dass S =0

nkn

fiir i = 1, ..., 4. Daher gibt es ein Polynom ¢{Tn#=] € Py, sodass sich plTwkn] schreiben 148t
als

p[Tﬂ,kn](z) = El . E2 . E32 . Ef . q[T‘n,kn](z), . A 6 T'n,,kn,)
wobei E; fiir j = 1, ...,4 eine Ebene durch die Fliche Tg,kn ist. Die verbleibenden Interpo-
lationsbedingungen in C, liefern ¢+ = 0 und damit pTr#=l = 0. Insgesamt gilt s = 0.

#

Im Folgenden geben wir zwei Interpolationsmengen fiir trivariate Polynome auf einem ein-
zelnen Tetraeder an, die wir spéter verwenden. Sei ¢ > 6, T = A(vy, ..., v4) ein Tetraeder mit
Seitenflichen T" = A(v;,vj,vx), 1 <1 75 i,j,k < 4 und Kanten e;; = [v;,v;], 1 <,5 <4,
sowie p € P, gegeben, wobei p|_,, [ = 1,...,4 bereits bestimmt sei. Ferner seien die Polyno-
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me auf den benachbarten Tetraedern von T bereits bestimmt, und es gebe Differenzierbar-
keitsbedingungen iiber den Flidchen von 7. Dann definieren wir Punktmengen L?, i = 1,2
wiefolgt

L' : definiere ¢ —4 zu T* parallele Flichen E,, ..., E,_3 in T und lege jeweils (“}') Punkte
in E;, sodass das bivariate Polynom S|; € Pj-1 eindeutig bestimmt ist, falls eine

C'-Bedingung iiber der Fliche T* existiert

L? : Existiert eine C'-Bedingung iiber der Fliche T* und eine C®-Supersplineeigenschaft
im Knoten vy, so definiere die Fliche E,_3 := A(v,, 2422, 24%) sowie ¢ — 4 zu T*
parallele Flachen Ey, ..., E;_4 in T, lege ¢ —4 parallele Strecken [y, ...,l,_3 in E,_3 und
wihle genau j Punkte im Innern von /;. Auferdem wihle fiir j = 2, ...,q — 4 jeweils
(*3!) Punkte in Ej, sodass das bivariate Polynom s s; € Pj-1 eindeutig bestimmt
ist.

Lemma 6.3:
Das in den Punkten von L, i € {1,2} auf T interpolierende Polynom p € P, ist mit den
entsprechenden Differenzierbarkeitsbedingungen eindeutig festgelegt.

Beweis:

Durch die jeweilig geforderte Differenzierbarkeit iiber den Flichen von T und der Superspli-
neeigenschaft im Eckpunkt v, existieren neben den Lagrange-Interpolationsbedingungen in
L', i = 1,2 zusitzliche Hermite-Interpolationsbedingungen. Es ist leicht zu sehen, dass die
Gesamtanzahl der Interpolationsbedingungen der Dimension des trivariaten Polynomraums
P, entspricht. Es reicht daher zu zeigen, dass das homogene Interpolationsproblem nur tri-
vial 16sbar ist. Sei also p € P, gegeben, und es gelte p(z) = 0 fiir alle z € Lf, i € {1,2}.
Ferner seien homogene Hermite-Interpolationsbedingungen iiber den entsprechenden Fli-
chen gegeben. In beiden Féllen gibt es ein Polynom ¢ € P,_s, sodass sich p schreiben 148t
als

p(z) = Ey-Ey- E3- E} - q(2), zeT,

wobel Ej fiir j = 1,...,4 eine Ebene durch die Fliche 77 ist. Fiir L? folgt aus der Superspli-
neeigenschaft in v4 mit den Interpolationsbedingungen auf der Ebene E,_3 aus D¥p(vy) = 0
fir w=0,...,3, dass g(vs) = 0. In beiden Féllen implizieren die restlichen Interpolations-
bedingungen im Innern von 7', dass ¢ = 0 und damit p = 0.

#

Jetzt betrachten wir den Fall, in dem an die Subtetraederzerlegung im Induktionsschritt
eine Halbzelle angehéngt wird. Sei A,_; gegeben und A, _,, fiir k, € {3,5,7,9} eine
Zelle auf dem Rand von €,_; mit Knoten v,_19,...,0n-14, € Vp(Ay_1). Im n-ten In-
duktionsschritt wird eine Halbzelle {T,,;, ¢ = 1,...,k,} bestehend aus den Tetraedern
Thi = A(Un—1,0, Un—1,i Un—1,i+1; Wr,1) Mit einem neuen Knoten wy,; angehdngt. Dann defi-
niere die Punktmenge Ly, wiefolgt: ’
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1.) Wiahle w,; und jeweils ¢ — 4 Punkte im Innern der Kanten [wy,1,vs-1,], 7 =0,...,2.
Auferdem wibhle fiir k£, =

3: (%,°) Punkte jeweils im Innern der Flichen T2, und T2, die eine eindeutige
Interpolation mit P,_s erlauben, (%;%) — 2 Punkte nach Lemma 6.1.1 im Innern
der Fliche T, ; und ¢ — 6 Punkte im Innern der Kante [wn1, vn_1,3)-

5: (%,°) Punkte jeweils im Innern der Fléchen T2, und T2, die eine eindeutige
Interpolation mit Py_s erlauben, ¢ — 5 Punkte im Innern der Kante [wy 1, vp—13),
und jeweils ¢ — 6 Punkte im Innern der Kanten [wy, 1,Vn-1,], § = 4,5.

7: (%3°) Punkte im Innern von T3, die eine eindeutige Interpolation mit P, s
erlauben, jeweils ¢ — 5 Punkte im Innern der Kanten [wy, 1, vn—1], j = 3,4, und
jeweils ¢ — 6 Punkte im Innern der Kanten [wy,1,v-14], 7 =5, ..., 7.

9 : jeweils ¢— 5 Punkte im Innern der Kanten [wp, 1, Vp—1,5], § = 3, ..., 5 sowie jeweils
g — 6 Punkte im Innern der Kanten [wn,1,vn-1,4], j =6, ...,9.

2) a) Wihle genau (?;°) — 1 Punkte nach Lemma 6.1.7 im Innern von T, falls
kn > 5, sowie (qu) —5—(7—g)+ Punkte nach Lemma 6.1.3 im Innern von T, .
fiir m =2,...,k, — 1 und (%) Punkte im Innern von 7}, , die eine eindeutige

n,kn?
Interpolation mit P,_g erlauben.

b) Wihle (*;%) — 3 Punkte nach Lemma 6.1.6 jeweils im Innern der Flichen T}
fiir

m = 2, falls k, =7
~ 1 1,2, falls k, =09,
sowie (";4) — 1 Punkte nach Lemma 6.1.4 jeweils im Innern der Flichen T},
firm=3,..,k, — L.

¢) Fiir ¢ > 7 wihle (%) Punkte im Innern von T3, , die eine eindeutige Interpo-
lation mit P,_7 erlauben.

3.) Wéhle ("f) — 2 Punkte nach Lemma 6.1.2 im Innern von Ty, 1, sodass s|,, | eindeutig
bestimmt ist. ’

4.) Wihle (q;‘o’) Punkte jeweils im Innern von Ty, ,,, fiir m = 2, ..., k, — 1, die eine eindeu-
tige Interpolation mit P,_¢ erlauben.

5.) Fiir ¢ > 7 wihle (‘1;4) Punkte im Innern von T, ., die eine eindeutige Interpolation
mit P,_7 erlauben.

Es gelte ¢ > 6. Sei Ly, eine Lagrange-Interpolationsmenge fiir den Splineraum S;*(A,_;)
und A, = Ap1 U{T,, i =1,..., k,} die aus A,_; entstehende Tetraederzerlegung indem
eine Halbzelle angehéingt wird. Ferner sei LY := L, ;U Ly, .

Lemma 6.4: , :
Sei q > 6. Dann ist LE eine Lagrange-Interpolationsmenge fir den Splineraum 83'3(An).
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Beweis:

Nach Konstruktion gilt #L7 = dim(8}3(A,)). Wir zeigen, dass das homogene Interpo-
lationsproblem nur trivial 16sbar ist. Seien dazu A, \ A,_; und Ly, wie oben definiert,
s € 8g°(Ay) mit 51, = 0 gegeben, und es gelte s5(2) = 0 fiir alle z € Ly,. Wir setzen
T = s, € P, fiir alle Tetraeder T € A, \An »

Wegen der Cl Stetigkeit iiber der Fliche T, 1 und der Supersplineeigenschaft in den Kno-
ten v,_10, ..., Vn_1.2 gilt D¥plTn1l(2) = 0 fiir w = 0,1 und alle z auf dem Rand von Q,,_,
sowie D¥plT "‘](vn 1) =0firw=0,..,3,7 =0,...,2. Wir zeigen zunichst, dass auch
DplT=al(w, 1) = 0 fiir w = 0, ..., 3.

k, = 3 : Durch die Interpolationsbedingungen in 1.) folgt nach Lemma 6.1, dass plT;"I] =0
Tn 1

fir j = 1,...,3. Daraus folgt D¥p{T»-1(w,,) = 0 fiir w = 0,...,2. Die Interp’ola,ti(,)nsbe—
dingungen in 1.) auf der Kante [wy,1,vs_1,3] sowie die Supersplineeigenschaft im Knoten

[Tn,1]

Un—1,3 implizieren damit s, = 0, also insbesondere p,;™"" = 0 fiir einen Einheits-

n,1Yn—1,3]

vektor d entlang der Kante [wy 1, Un—1,3). Nach Lemma 5.1 folgt daraus D¥plT-1l(w,, ;) = 0
firw=20,..,,3.

k, = 5: Durch die Interpolatlonsbedmgungen in 1.) folgt nach Lemma 6.1, dass pl[ =

fiir j = 2,3. Dies 1mphzlert DvplTn-1l(zy, ) = 0, w = 0,1. Zusammen mit der Supersph—

neeigenschaft im Knoten v,_; 5 gilt s = 0 und damit p[ ~1l — 0. Daraus folgt
|[w'n, 1'"Wn—1, ] g

D?plTrrl (4, 1) = 0. Die Interpolationsbedingungen auf den Kanten [wy, 1,vn-1;], j = 4,5
liefern mit den Supersplineeigenschaften in den Knoten v,_ 4 und v,_; 5, dass St im1 5] =
0 fir j = 4,5. Dies impliziert s 3 (wn,1) = 0 fiir zwei Einheitsvektoren d;, i = 4,5 entlang
der Kanten [wy,1, Un—1,;] und nach Lemma 5.1 damit D¥pT*~1)(wy,) = 0 fiir w =0, ..., 3.

k, = 7 : Durch die Interpolationsbedingungen in 1.) folgt nach Lemma 6.1, dass p}T" 1=,

Die Supersplineeigenschaft in den Knoten vy,_; 3 und v,_; 4 zusammen mit den Interpola—
tionsbedingungen in 1.) auf den Kanten [wy, ;,v,-1,], j = 3,4 implizieren s,

wn,l:"’n—l,j] =

fiir j = 3,4 und damit D¥plT-1l(w,,) = 0, w = 0, ...,2. Die Interpolationspunkte in 1.)

auf den Kanten [wp,1,Vn-1,], j = 9, ...,7 und die Supersplineeigenschaften in den Knoten

Un—1,5) -+, Un—1,5 liefern s g =0 fiir j = 5,...,7. Nach Lemma 5.1 impliziert dies
n,1»"n—-1,7

DvplTn-1l(y,, ) = 0 fiir w =0, ..., 3.

k, = 9 : Die Interpolationsbedingungen in 1.) implizieren Sltwa 1ot g) = =0,5=0,...,2und

damit D¥plTn-1l(w, ;) = 0 fiir w = 0,1. Mit der Supersphneelgenschaft in den Knoten
Un-14, J = 3, ..., 5 und den Interpolationspunkten in 1.) folgt Sliwp 1ot g] = 0,7=3,..,5,

also D?plTn-1] (w 1) = 0. Durch die verbleibenden Bedlngungen in 1.) sowie der Superspli-
neeigenschaft in den Knoten v,_1;, j = 6,...,9 folgt Sltwp 1] = =0 fir j =6,...,9. Nach

Lemma 5.1 ergibt sich D¥plT»-1l(w, ) = 0 fir w = 0,...,3. O

Aus der Supersplineeigenschaft in den Knoten v,_;;, j =0, ..., k, und D¥pT»-1l(z,, ;) = 0
fiir w = 0, ..., 3 folgt mit den Interpolationsbedingungen in 2.a) bzw. 2.b) nach Lemma 6.1,
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dass s, =0fiirj=1,.,k, und s, =0 fiir j = 1,...,k, — 1. Da die drei Flichen
n,j n.j

T3 1. —1s T2, und T2 in paarweise verschiedenen Ebenen liegen, gilt pg""‘”] (2) = 0 fiir alle
% € [Wn,1,Vn-1,0] und alle Einheitsvektoren d in der 7;}, -Ebene. Mit den Interpolationsbe-
dingungen in 2.c) sowie der Supersplineeigenschaft in den Eckpunkten von T;:”kn impliziert

dies s, ; =0 nach Lemma 6.1.
n,kn

Sei d jetzt ein Einheitsvektor entlang der Kante [vn_1,9,ws,1] und d; fiir j = 1, ..., k, ein
Einheitsvektor entlang [v,_10,vn-1,5]. Es gilt wie bereits gezeigt sa2q2 (vn—1,0) = 0 fiir m =
1,...,k,. Durch ein lineares Gleichungssystem folgt daraus (vgl. Hermite-Interpolation)
8@dmdmi1 (Un—1,0) =0 flir m =1,..., k,.

Da der interpolierende Spline auf jeder Flidche von T, ; verschwindet, gibt es ein Polynom
g™l € P,_5 mit der Eigenschaft, dass sich p(T»1] schreiben 148t als

p[Tn’l](Z) = El . E2 . E3 . EZ . q[Tn'l](Z), Z € Tn,l;

wobei E; fiir j = 1,...,4 eine Ebene durch die Fliche Tg,l ist. Mit den Interpolationsbe-
dingungen in 3.) folgt nach Lemma 6.3, dass ¢! = 0 und damit pl™»1] = 0.
Im Tetraeder T, gibt es wegen der C'-Stetigkeit {iber den Flichen T2, und T, ein
Polynom ¢/™=2] € P,_¢ mit der Eigenschaft, dass sich pl™2] schreiben 148t als

pT(2) = B, -Ey-E-E}-¢™2(2),  z€ Ty,

wobei E; fiir j = 1,...,4 eine Ebene durch die Fliche Tiz ist. Folglich implizieren die
Interpolationsbedingungen in 4.) nach Lemma 6.3, dass ¢[™2 = 0 und damit p/T~2! = 0.
Mit analogem Argument gilt plT»ml = 0 fir m =3, ..., k, — 1.

Auf dem verbleibenden Tetraeder T, folgt fiir ¢ = 6 aus der C'-Stetigkeit iiber den

Fléachen g,kn, j=2,..,4, dass pTrkal = 0. Fiir ¢ > 7 gibt es ein Polynom g™kl € Py-7
mit der Eigenschaft, dass sich p[T»#-! schreiben 148t als

pTrtnl(z) = By - B3 - Ef - Ef - ¢"iel(z), 2 € T,

wobei Ej fiir j = 1, ..., 4 eine Ebene durch die Fliche T,{,1 ist. Die Interpolationsbedingungen
in 5.) liefern dann ¢{"#=] = 0 nach Lemma 6.3, also ebenfalls p/Tr#:] = 0. Insgesamt ergibt
sich s = 0 und damit die Behauptung.

#

Sei nun A eine in Paragraph 3 konstruierte Tetraederzerlegung und L die Menge aller
Punkte, die im Startteraeder und in den Tetraedern der angehidngten Ketten und Halbzel-
len gewdhlt wurden.

Theorem 6.5:
Sei g > 6. Dann bildet L eine Lagrange-Interpolationsmenge fiir den Splineraum Sq1’3(A).

Beweis:

Der Beweis verlduft induktiv. Die im Starttetraeder Ty = Aq gewdhlten Punkte entspre-
chend der Menge (), und bilden nach Voraussetzung eine Interpolationsmenge fiir P,.
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Angenommen es wurde bereits gezeigt, dass L,,_, eine Lagrange-Interpolationsmenge fiir
8;*(An-y) ist. Entsteht A, aus A,_; durch Anhingen einer Kette, so bildet L, = LX
nach Lemma 6.2 eine Lagrange-Interpolationsmenge fiir den Splineraum S)*(A,). Ent-
steht A, aus A,_; durch Anhéingen einer Halbzelle, so bildet L, = LE nach Lemma, 6.4
eine Lagrange-Interpolationsmenge fiir S8;3(An). Da A nur mit Hilfe dlese beiden Elemente
konstruiert wird, folgt induktiv die Behauptung.

#
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