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i
‘ Zusammenfassung

| In dieser Arbeit behandeln wir die Interpolation mit C!- und C?-Splines auf belie-
bigen, insbesondere nicht-konvexen Quadrangulierungen. Hierfiir verwenden wir eine
Uhterteilung von Lai und Schumaker [15]. Fiir diese Unterteilung konstruieren wir
-eﬁglen kubischen C*-Spline, der fiir jede differenzierbare Funktion f den Funktionswert
und die partiellen Ableitungen in allen Eckpunkten interpoliert. Fiir die Interpolation
mit C2-Splines bestimmen wir einen Interpolanten vom Grad 7.
i

1 Einleitung

Neben Unterteilungsmethoden fiir Triangulierungen wurden in den letzten Jahren zuneh-
mend auch Quadrangulierungen untersucht. Quadrangulierungen haben gegeniiber Unter-
teilungen von Triangulierungen den Vorteil, dass sie weniger Dreiecke und im allgemeinen
einen niedrigeren Polynomgrad benétigen. So beschreibt Lai (14] die Interpolation mit ku-
blschen!C1 Splines auf konvexen Quadrangulierungen. Hierbei wird jedes Viereck durch
Emzelchinen der beiden Diagonalen in vier Dreiecke unterteilt. Gegeniiber einer Triangulie-
rung wird durch diese Unterteilung die Anzahl der Dreiecke nur verdoppelt, und benotigt
somit weniger Dreiecke als eine Unterteilung mit Clouch-Tocher Elementen. Die Interpola-
tion mit|C*- L. und C2-Splines auf konvexen Quadrangulierungen behandeln Niirnberger und
Zeilfelder [16]. Konvexe Quadrangulierungen haben auch Laghchim-Lahlou und Sablon-
niere [12] untersucht. Sie geben einen Interpolanten fiir die Falle p = |3 | und d = 2p +1

an. Fir beheblge Quadrangulierungen beschreiben Lai und Schumaker [15] die Interpola-
tion mlt C?2-Splines vom Grad 6. Fiir ihre Unterteilung konnten sie einen Interpolanten
bestlmmen der optlmale Approximationsordnung besitzt.

Wir behandeln in dieser Arbeit die Interpolation mit C1- und C2-Splines auf beliebigen
Qua.dranguherungen Wir verwenden hier die Unterteilung von Lai und Schumaker [15].
Sei V dié Menge der Eckpunkte der Quadrangulierung, dann beschreiben wir einen Inter-
polanten s, der fiir jede differenzierbare Funktion f das Interpolationsproblem

DYDEs(v) = DyDEf(v), veV,v+u<Tr
16st. Dar;nit liefern wir eine Verallgemeinerung des kubischen Interpolanten von Lai [14]
fiir konvexe Quadrangulierungen.

“ ! . . . 7’ . - .
.~ Fiir unsere Beweise verwenden wir Bernstein-Bézier-Methoden. Im diesem Abschnitt wer-

den deshalb die Grundlagen iiber Bernstein-Bézier-Polynome und bivariate Splines wieder-




holt. Anschlieflend beschreiben wir unsere Interpolationsmethode mit C*- und C?-Splines
auf beliebigen Quadrangulierungen.

1.1 Bernstéin—Bézier—Polynome

Fiir die Bernstein-Bézier-Darstellung werden die baryzentrischen Koordinaten eines Punk-
tes v € R? beziiglich eines Dreiecks T' = A(vy, v, v3) benétigt. Diese Koordinaten erhilt
man al$ eindeutige Losung (A1, A2, A3) des Gleichungssystems

; » v = A1 + Agv2 + A3v3

| =M 4+ X + A3
Fiir einéan Multiindex a = (a1, a2, a3) € Zi mit || := a1 +og+a3 = d heiflt Bg ‘RE S R
definiert durch
’ : d!
d
! Ba(A) = m)\?lxgz)\gs

Bemsteﬁin-Bézz’er-Polynom vom Grad d. Jedes Polynom p € I, hat eine eindeutige Dar-
stellung (vgl. de Boor [4] und Farin [10])

i d
x p(v) = Y caBa(A(v))
; |a|=d

! .
Die Koeéffizienten c, heifilen die Bernstein-Bézier-Koeffizienten von p. Weiter bezeichnen
wir mit '

Q1v1 + QU2 + Q3U3
P, = 7

die Bernstein-Bézier-Punkte eines Dreiecks T = A(v1,v2,v3).

Fiir einen Richtungsvektor z # 0 und eine differenzierbare Funktion f definieren wir die
(nicht-normierte) Richtungsableitung von f durch

D f(v) = zgrad f(v)
Nach Farin [10] gilt nun der folgende Satz.

Satz 1.1. Seien T = A(vy,ve,v3) und T = A(91,D9,73) zwei Dreiecke, p : T — R,
p: T — R zwet Polynome mit der Bernstein-Bézier-Darstellung

p(v) = Y caBa(A())
ja|=d
Av) = Y E@Ba(A())

laj=d

und s : T'U T — R definiert durch

‘ s(v) == {p('u) ve ’1;
p(v) veT\T




(1) Seien 21,22 € R? zwei Vektoren und (1,(a die zugehiérigen baryzentrischen Rich-
tungsvektoren beziiglich T. Dann gilt fir v+ p < d

d!
DiDip= =y S >0 > carsirBE(G)BEG)BTV ()

v —u)!
I a1l

(ii) Es gelte vi = @1 und X, A3 seien die baryzentrischen Koordinaten von U, U3
béziiglich T. Dann ist s in v1 genau dann p-mal stetig differenzierbar, wenn fir
alle la| = d mit ag + a3z < p gilt:

i ‘ =Y Z C(a1,0,0)+8+7B5" (A2) BY*(As)

|8|=az |7|=c3

(iii) Es gelte vi = U1 und va = 9 und )\ seien die baryzentrischen Koordinaten von U3
beziiglich T. Dann ist s iber die gemeinsame Kante U103 genau dann r-mal stetig-
differenzierbar, wenn fir alle |a| =d mit az < r gilt:

Co = Z C(al,a2,0)+5Bga(A)
[Bl=as

Aus diesem Satz erhalten wir die beiden folgenden Aussagen, die den Zusammenhang
zwischen den Bernstein-Bézier-Koeffizienten und den Ableitungen in den Eckpunkten und
an den Kanten beschreiben.

Satz 1.2. Sei T = A(v1,v,v3) ein Dreieck, z; == v; —v1, 1 = 2,3 und p € Iy mit der
Bernstein-Bézier-Darstellung 34— caBI(N).

(i) Firv+p<d gilt
Dy, D% p(v1) = (—d'——— g Z_ (:) <:1> (=1) ey —mkm
(ii) Fiir |o| = d gilt | | :

Satz 1.3. Sei T := N (vy,v2,vs) ein Dreieck, p € 1, in der Bernstein-Bézier-Darstellung
p = Z[al 4€aBL(N) und v < d. Weiter seien z ein Vektor, der nicht parallel zur Kante
e = Dyug verlduft, 0 < Ao < -+ < Ap—1 <1 fiir k < d—v+1undu; == vy + (1= Aj)va.

(i) Es.gilt

47
Zp u] Z Z COH',BBﬁ Od]_ICYQ‘)\Jl(l—AA)

|a| d—v |Bj=v
a3=0




(i)) Sei je Nmit j+k—-1<d-vund I = {(4,d—v—1i,v):i=4,...,5+k—1},
dann gilt fir o € I: :

Za,D P(ui) + Y baCa

1=0 az<=v
agl

mit geeigneten Koeffizienten a;, by.

Satz 1.2 und 1.3 sind fiir die Interpolation wichtig. Sie zeigen, dass man die Bernstein-
Bézier-Koeffizienten direkt aus den Ableitungen in den Eckpunkten und an den Kanten
berechnen kann. Die Abbildung 1 zeigt eine Situation, die fiir Hermite-Interpolanten ty-
pisch ist. Hier werden die mit e bezeichneten Koeffizienten durch Ableitungen in den
Eckpunkten nach Satz 1.2 bestimmt. Die mit * gekennzeichneten Koeffizienten ergeben
sich anschliefend nach Satz 1.3 aus Ableitungen iber die Kanten.

Abbildung 1: Interpolation in den Eckpunkten (o) und an den Kanten ()

1.2 Bivariate Splinefunktionen auf Triangulierungen

Im folgenden sei Q@ C R? ein Polygon und A = {T1,... ,Tn} eine Triangulierung von €.
Wir bezeichnen mit

V;, Ve,V : die Anzahl der inneren, dufieren, aller Eckpunkte
E;, Eg,E : die Anzahl der inneren, dufieren, aller Kanten

N . die Anzahl der Dreiecke

S : die Anzahl der singuliren Eckpunkte

von A. Hierbei heifit ein innerer Eckpunkt singulir, wenn er von zwei sich kreuzenden
Linien gebildet wird. Nach Euler gilt

Ep = Vg
N = Vp+2V7 -2 : (1)
Er = Vg+3V;—3



Fir eine Triangulierung A von € heifit

STH(A) = {s €CT(Q): 5|y, € ﬂd}

der Raum der bivariaten Splinefunktionen vom Grad d auf A. Seien v1,...,vy die Eck-
punkte von A, dann ist fiir p > r durch - '

S7P(A) :={se Sy(A):s € CP(v:),i=1,...,V}

ein Unterraum von SZ(A), genannt Super-Splineraum vom Grad d definiert.

Ist 7; € A ein Dreieck, dann ist s|7; ein Polynom und kann nach Abschnitt 1.1 eindeu-
tig in der Bernstein-Bézier-Darstellung s|z, (v) = 3_|4j=q4 € ct,B2(X\;(v)) geschrieben werden.
Wir kénnen deshalb _]eden Spline s durch die Menge der Bernstein-Bézier-Koeffizienten
{¢, o] =d,i=1,...,N } beschreiben. Analog zum vorherigen Abschnitt setzen wir

P::{P3:|a|=d;n=1,...,N}

fiir die Menge aller Bernstein-Bézier-Punkte der Triangulierung A = {73, ... ,Tn}. Mit
diesen Bezeichnung kénnen wir den Begriff der bestimmenden Menge einfiihren (vgl. Alfeld
und Schumaker [2] und Ibrahim und Schumaker [11]).

Definition 1.4. Eine Menge D C A C P heifit bestimmende Menge von S7”(A) auf A,
wenn fiir alle s € S;°(A) gilt:

¢, =0 YPPeD=c,=0 VP,cA

D heiBt minimale bestimmende Menge von S;”(A) auf A, wenn es keine bestimmende
Menge mit weniger Elementen gibt. '

Die Koeffizienten c, der Punkte einer bestimmenden Menge D legen also alle Koeflizienten
der Punkte aus A fest. Wie Alfeld und Schumaker [2] gezeigt haben gilt der folgenden wich-
tige Zusammenhang zwischen der Anzahl einer bestimmenden Menge und der Dimension
- des zugehorigen Splineraums.

Lemma 1.5. Ist D eine bestimmende Menge von Sy°(A), dann gilt dim S3°(A) < #D
und dim S;*(A) = #D, falls D minimal ist.

Ist D eine minimale bestimmende Menge von s € SP(A), dann deﬁmeren die Koeffizienten
¢, zu den Bernstein-Bézier-Punkten P eD emdeutlg einen Spline s € S;”(A). Es geniigt
deshalb im folgenden, minimale bestimmende Mengen des Sphneraums anzugeben. Mit
" Hilfe der Differenzierbarkeitsbedingungen nach Satz 1.1 kann in der Regel gezeigt werden,
ob eine Menge D eine bestimmende Menge ist. Die Minimalitat einer bestimmenden Menge
folgt nach Lemma 1.5, wenn die Dimension des Splineraums bekannt ist. Hierzu gibt es
zwei wichtige Ergebnisse von Schumaker [20, 22, die wir nun zitieren.

Satz 1.6. Sei v ein Eckpunkt der Dreiecke T1,...,Tn, En die gemeinsame Kante der
Dreiecke Ty, und Tpyy und Ay = {T1,...,Tn}. Weiter gelte 20+ 1 < d.




(i) Ist v ein duferer Eckpunkt, dann gilt

dims;’”(Au) _ (d-2!—2> PV -1) [(d_';H) _2<p—g+1>]

(11) Ist v ein innerer Eckpunkt und e die Anzahl der inneren Kanten mit unterschiedli-
cher Steigung, dann gilt

dim S77(A,) = (”;2) N [(d‘;”) —2<p—;+l>] +o

d-r

o= Y (r+i+l-—ie)y
1=p—r+1

" Mit dem Ergebnis aus Satz 1.6 hat Schumaker [20, 22] eine untere Grenze fiir die Dimension

des Splineraums S”(A) bestimmt.

Satz 1.7. Sei Vi die Anzahl der inneren Eckpunkte, Er die Anzahl der inneren Kanten
von A und e, die Anzahl der Kanten mit unterschiedlicher Steigung im Eckpunkt vn.
Dann gilt fir 20+1<d

amstto= () -[(119)- (5]
B[ R o | ERS
- mit

d—r

Op 1= Z (r+i+1—iey)s
i=p—r+1

2 Unterteilung fiir Quadrangulierungen

In diesem Kapitel beschreiben wir Interpolationsmengen fiir C'- und C?-Splines auf Qua-
drangulierungen. Wir untersuchen eine Unterteilung, die Lai und Schumaker [15] fiir die
Interpolation mit C2-Splines vom Grad 6 verwendet haben. Bei der Unterteilung von Lai
und Schumaker wird jedes Viereck Q; wie folgt in vier Dreiecke T} 1,...,Ti4 unterteilt:

(i) Ist Q; konvex, dann fiigt man beide Diagonalen in Q; hinzu.

(ii) Ist Q; nicht konvex!, dann werden die Diagonale innerhalb von @, sowie zwei Kanten
von den iibrigen Eckpunkten zum Mittelpunkt der Diagonale hinzugefiigt.




Q;: nicht konvex

Q;: konvex —

Abbildung 2: Unterteilung nach Lai und Schumaker

Im folgenden bezeichnen wir mit ¢- die Triangulierung, die wir durch diese Unterteilung
erhalten. Wie Lai und Schumaker [15] wollen wir ausschlieBen, dass es zwei benachbarte
Vierecke {(v1,v2,v3,v4) und &(vi,vh,v3,vs) gibt, bei denen die Kanten v17y und 7301
kollinear, aber die beiden Kanten 7374 und @Z nicht kollinear sind. In diesem Fall kann
man eine Modifikation der Quadrangulierung durch Tauschen von Kanten vornehmen,
indem die Kanten 5797 und 7304 durch die beiden Kanten 7304 und v5vy4 ersetzt werden (vgl.
Abbildung 3). Die neue Quadrangulierung enthalt nun ein konvexes und ein nicht-konvexes
Viereck. Da die Quadrangulierung die gleichen Eckpunkte besitzt, ist diese Methode fiir die
Interpolation mit scattered data keine Einschrinkung, da hier im allgemeinen nur Werte
an den Eckpunkten gegeben sind. Probleme entstehen nur, wenn Interpolationswerte an
den Kanten gegeben sind. v

Fiir die Parameter der Quadrangulierung verwenden wir die folgenden Bezeichnungen:

E$,E%,E° . Anzahl der inneren, aufleren, aller Kanten

Vg, Vg, Ve : Anzahl der inneren, duBeren, aller Eckpunkte

5S¢ :  Anzahl der singuldren Eckpunkte

N§,,N§,N® : Anzahl der konvexen, nicht-konvexen, aller Vierecke

Die Bezeichnungeﬁ ohne Superskript o werden fiir die zugehdrige Triangulierung ¢ ver-
wendet. Es gelten die folgenden Beziehungen (vgl. Lai und Schumaker [15)):

1

B = %(Vg +4VP —4) (2)
By = Vg

!Zur Vereinfachung der Unterteilungmethoden in den folgenden Abschnitten wird ein Viereck mit zwei
kollinearen Kanten als nicht konvex bezeichnet, obwohl es streng genommen konvex ist.
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Abbildung 3: Tauschen von kollinearen Kanten

2.1 Interpolation mit C*-Splines

Zunichst behandeln wir den Fall S(4) und konstruieren eine minimale bestimmende Men-
ge fiir den Splineraum S3 (¢). Aus dieser leiten wir dann ein Hermite-Interpolationsschema

ab.
Lemma 2.1. Sei Q = {(vy,ve,v3,v4) und vs der Punkt im Innern von @), der durch die
Unterteilung entsteht. Man setze T; := A(U,;,Ui+1,v5)2, 1=1,2,3,4.
(1) Ist Q konvez, dann ist
D := {Ploo, Pi1o, Paor, Py 11 =1,2,3,4}
eine minimale bestimmende Menge von Si({T1,...,T4}).
(ii) Ist Q@ nicht konvez und Zv;_1v;vip1 # 180°, 1 =1,2,3, dann ust
D := { Py, Ph1o, Pior> Phiy 14 = 1,2,3,4} \ { P}y }
eine minimale bestimmende Menge von Sy({Th,...,T4s}).

Beweis: Ist Q konvex, dann folgt die Behauptung nach Lai [14].

Sei nun Q nicht konvex und alle Koeffizienten der Bernstein-Bézier-Punkte aus D gleich
0. Wir nehmen zunichst an, dass Zvsvav; # 180° gilt. OBdA kann angenommen werden,
dass die Kanten T505 und 7305 kollinear sind (vgl. Abbildung 5). Die Koeffizienten oo

- berechnen sich direkt aus der C 17~Bedingung an den Eckpunkten von (. Nach Vorausset-
zung sind alle Kanten ;0,11 und T;710;32 nicht kollinear, so dass man die Koeffizienten
cho und 2, aus den C'-Bedingungen iiber die inneren Kanten erhalt.

2; + 1 modulo 4
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Abbildung 4: Bestimmende Menge fiir konvexes Viereck

Somit verbleiben noch vier Koeffizienten, die in Abbildung 5 mit a1, a2, a3, as bezeichnet
sind. Seien \ die baryzentrischen Koordinaten von v; beziiglich 73 und u die baryzentri-
schen Koordinaten von v4 beziiglich 77, dann ergibt sich aus den C 1_Bedingungen iiber
die Kanten 7305 und w305 das Gleichungssystem:

0 —p3 O ay
1 0 —H3 az
—)\3 0 0 as
—>\2 1 —-)\3 a4

=0 (3)

O = O =

Fiir die Koeffizientenmatrix erhalten wir die Determinate —Agug. Da die Kanten 7305 und
7405 kollinear sind gilt 3 > 1. Umgekehrt sind die Kanten 9705 und 0305 nicht kollinear, so
dass Ag # 0 gilt. Also ist die Determinante ungleich 0 und es folgt a; =0 fir ¢ = 1,2,3, 4.
Somit ist D eine bestimmende Menge und wegen

dim S ({11, Ty, T3, Ty}) = 15 = #D
sogar minimal.

Sei nun Zvszvgv; = 180° (vgl. Abbildung 6). Die Koeflizienten choo fiir 1 = 1,2,3,4 und
0612 fiir 7 = 1,2 berechnen sich wie im ersten Fall. Da die Kanten 7105 und 37y kollinear
sind, erhilt man direkt den Koeffizienten ci;; aus der C'-Bedingung iiber die Kante T4U5.
Die verbleibenden drei Koeffizienten cf,, c}go und cdys ergeben sich nun induktiv aus den
C'-Bedingungen iiber die Kanten 7705 und 7405. Also ist D eine bestimmende Menge und
es folgt wiederum aus o

dim S ({T}1, Ts, T3, Ty}) = 15 = #D

dass D minimal ist. . . O
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Abbildung 5: Bestimmende Menge fiir nicht konvexes Viereck

Wir werden nun ein Interpolationsschema fiir S3(4) angeben. Hierzu miissen wir zunéchst
eine geeignete Nummerierung der Vierecke von ¢ wéhlen. Aus Lemma 2.1 wird deut-
lich, daB ein nicht-konvexes Viereck @); maximal drei Kanten zur Teilquadrangulierung
{Q1,-..,Qi—1} haben kann. Andernfalls sind durch die C'-Bedingungen an den Kanten
und in den Eckpunkten alle Bernstein-Bézier-Koeffizienten c, mit a3 < 1 bestimmt. Somit
ist auch der Koeffizient c}}; im Dreieck T;4 bestimmt. Fiir ein nicht-konvexes Viereck Qi
berechnet sich dieser aber nach Lemma 2.1 aus den iibrigen 15 Koeffizienten, so dass das
‘Gleichungssystem im allgemeinen keine Lésung hat.

Wir miissen deshalb eine Nummerierung der Vierecke finden, so dass {Q1,...,Qi—1} fir
jedes nicht konvexe Viereck @; maximal drei Nachbarn von @); enthélt. Zudem miissen wir
nach Lemma 2.1 fordern, dass die zwei anliegenden Kanten in den Eckpunkten v; 1, v; 2 und
v; 3 nicht kollinear sein diirfen. Nur die beiden Kanten im Eckpunkt v; 4 diirfen kollinear
sein. Offensichtlich kann ein Viereck maximal einen Winkel mit 180° haben. Somit ist zu
kliren, ob man eine Nummerierung der Vierecke finden kann, so dass dieser Winkel fiir
ein Viereck Q; immer am Rand der Teilquadrangulierung <; liegt. Dies ist offensichtlich
nicht moglich, wenn die beiden kollinearen Kanten gemeinsame Kanten von zwei Vierecken
Qi und Q; sind (vgl. Abbildung 7). In der Einleitung zu dem Kapitel haben wir gezeigt,
dass man die Kanten tauschen kann, wenn die beiden Diagonalen nicht kollinear sind.
Andernfalls ist v; 4 ein singularen Eckpunkt, so dass die Dimension um eins anwéchst. Wir
kénnen deshalb, den Koeffizienten ¢, im vierten Dreieck zusitzlich wahlen. Mit Lemma
2.1 und Satz 1.7 erhalten wir die folgende bestimmende Menge fiir die beiden Vierecke
(vgl. Abbildung 8). -

Lemma 2.2. Seien Q; = $(v1,v2,v3,v4) und Q; = {(vy,v5,v3,v4) zwei Vierecke, so dass

10
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Abbildung 6: Viereck mit zwei kollinearen Kanten

vq ein singuldrer Eckpunkt in © ist. Dann ist
k k e i ; ; ;
D:= {Psoo,sz,szopPlkn ke {’1,12,31,32}} U {P(;gO’Plz%O’PS%I’PHl}
eine bestimmende Menge fiir S}(4) auf Q; U Q.

Solche Elemente mit einem singuldren Eckpunkt kénnen wir somit in einem Schritt behan-
deln, und wir wéhlen im folgenden eine Nummerierung der Vierecke, so dass die beiden
zugehdrigen Vierecke eines solchen Elements aufeinanderfolgende Indizees haben. Anhand
der minimalen bestimmenden Menge aus Abbildung 8 sieht man, dass sich diese Elemente
wie konvexe Vierecke verhalten. In beiden Fille kénnen wir es zulassen, dass die bestehende
Teilquadrangulierung bereits alle vier Zufleren Kanten des Elements enthilt.

Nach dieser Voriiberlegung kénnen wir somit eine Nummerierung der Vierecke wéhlen, bei
der alle konvexen Vierecke und Elemente von Vierecken mit einem singuldren Eckpunkt
hohere Indizees besitzen als die nicht konvexen Vierecke. Fiir die Untersuchung der nicht
konvexen Vierecke kann deshalb angenommen werden, dass eine Teilquadrangulierung
gegeben ist, die keine solche Elemente mehr enthilt. In diesem Fall ist natiirlich zugelassen,
dass die Teilquadrangulierung Locher enthélt. Fiir diese Quadrangulierungen werden wir
nun zu zeigen, dass man ein Nummerierung der Vierecke finden kann, so dass fiir jedes
Viereck @Q; mit zwei kollinearen Kanten mindestens eine Kante eine duflere Kante von ¢;
ist.

Lemma 2.3. Sei { = {Q1,...;Qn} eine Quadrangulierung, die keine konvezen Vierecke
oder Paare von Vierecken mit einem gemeinsamen singuldren Eckpunkt enthdlt. Dann gibt
es ein Viereck Q; mit mindestens einer duferen Kante e, so dass entweder e eine kollineare
Kante von Q; ist, oder alle Kanten von Q; nicht kollinear sind.

11
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Abbildung 7: Zwei Vierecke mit kollinearen Kanten

Beweis: Angenommen es gibe eine Quadrangulierung, die die Bedingung nicht erfiillt.
Seien {Ri,...,Rm} C & die Vierecke mit mindestens einer dufieren Kante, dann muss R;
zwei kollineare Kanten besitzen, die keine dufleren Kanten von ¢ sind. Die Eckpunkte von
R; seien wieder wie in Lemma 2.1 nummeriert. Es lassen sich nun zwei Félle unterscheiden:

(i) Die beiden Kanten 7703 und 7373 sind duBere Kanten. Die beiden anderen Kanten
sind innere Kanten.

(ii) Nur ein Kante 7703 oder T3v3 ist eine duflere Kante.

Betrachten wir den ersten Fall, dann zeigt sich, dass v; und v3 dulere Eckpunkte zweier
weiterer Vierecke R; und Ry sein miissen. Andernfalls sind die Voraussetzungen nicht
erfiillt, da eine der beiden kollinearen Kanten 717z bzw. T30z eine duflere Kante.wire.
Entsprechende Aussagen erhilt man im zweiten Fall fiir die Eckpunkte v, und v2 bzw. vg
und v3. Wir definieren einen Graphen G = (V, E) mit den Knoten V' = {Ry, ..., R} und
den Kanten E. Hierbei gilt (R;, Ri) € F genau dann, wenn R, und Ry einen gemeinsamen
sufleren Eckpunkt haben. Aus den obigen Uberlegungen folgt, dass jeder Knoten von G
genau zwei Kanten besitzt. Also hat G einen Zyklus R;,,Riy,..., Ri, R;;, so dass die
zugehérige Quadrangulierung ein Polygon P umschlieft (vgl. Abbildung 9).

Wegen der Voraussetzung kénnen die kollinearen Seiten zweier Vierecke R;; und Ry,
nicht zusammenfallen. Somit muss k& > 3 gelten. Also besitzt P einen konvexen Eckpunkt
(vgl. v in Abbildung 9), dessen angrenzende Kanten 7wy und 7wz nach Voraussetzung
keine suBeren Kanten der Quadrangulierung sein diirfen. In allen drei Eckpunkten sind

12




U1

Abbildung 8: Element mit singuldrem Eckpunkt

die Winkel der anliegenden Kanten kleiner oder gleich 180°, wobei mindestens ein Winkel
echt kleiner ist. Fiigt man nun im Eckpunkt ein Viereck Q an, so gibt es zwei Moglichkeiten,
die in Abbildung 10 dargestellt sind.?

Sei P =P \ @, dann entsteht im ersten Fall fiir v ein neuer Eckpunkt v, wahrend v in
dem anderen Fall erhalten bleibt. In beiden Fillen gelten jedoch fiir das neue Polygon P
im Eckpunkt v bzw. ¥ die gleichen Bedingungen wie fiir P. Dies wiederholt man, bis alle
Vierecke von < angefiigt wurden. Schliefllich miissen mindestens zwei Kanten auf der nicht-
konvexen Seite eines Vierecks am Rand von ¢ liegen. Dies steht jedoch im Widerspruch
zur Annahme. ' O

Mit Hilfe von Lemma 2.3 kénnen wir nun eine minimale bestimmende Menge von S3($)
angeben. Hierzu wird zunichst eine geeignete Nummerierung der Vierecke gewahlt. Im
ersten Schritt entfernen wir alle konvexen Vierecke und Paare von Vierecken mit einem
singulidren Eckpunkt aus der Quadrangulierung. Die verbleibende Teilquadrangulierung
' erfiillt somit die Voraussetzungen fiir Lemma 2.3. Nach dem Lemma gibt es nun ein dufle-
res Viereck, so dass entweder alle Kanten paarweise nicht kollinear sind, oder eine kolli-
neare Kante am Rand der Teilquadrangulierung liegt. Dieses Viereck wird entfernt und
anschliefend mit der verbleibenden Quadrangulierung fortgefahren, bis alle Vierecke ent-
fernt wurden. Die umgekehrte Reihenfolge, in der wir die Vierecke entfernt haben, definiert
nun die Nummerierung der Vierécke. Hiermit erhalten wir den folgenden Satz.

Satz 2.4. Sei & = {Q1,...,Qn} eine Quadrangulierung, deren Vierecke nach dem oben

3 Als Sonderfall kann das Viereck @ auch zwei kollineare Kanten in ¥ bzw. w; haben.
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Abbildung 9: AuBere Vierecke einer Teilquadrangulierung

beschriebenen Verfahren nummeriert sind. Wir definieren die Menge D, bestehend aus den
folgenden Bernstein-Bézier- Punkten: '

(i) Sei v ein Eckpunkt von < und T; ein Dreieck von ¢ mit Eckpunkt v. Dann wihle
man die drei Punkte in D1(v) NT;.

(ii) Sei e eine Kante von &, Q; das Viereck mit Kante e, dass den kleinsten Indez be-
sitzt und T;; das Dreieck in Q; mit Kante e. Ist Q; konvem, dann wihle man den

Punkt P111 Ist Q; nicht konvez, dann nummerieren wir die Kanten €i1,€:i2,€i3,Ci4
von Q; entsprechend der aufsteigenden Folge der benachbarten Vierecke von Q;. So-
mit bezeichnet e;1 die gemeinsame Kante zum benachbarten Viereck Q;1 mit dem
niedriegsten Indez, e; 2 die gemeinsame Kante zum benachbarten Viereck Q2 mit

dem ndchst hoheren Index usw. Gilt nun e # e; 4, dann wdhle man den Punkt Pﬁl.

(iii) Es seien Q; und Qi zwei benachbarte Vierecke mit einem singuldren Eckpunkt v.
Dann wdihle man genay einen Punkt Pl’11 in einem Dreieck T; ; mit Eckpunkt v.

Dann ist D eine minimale bestimmende Menge von S}(4) und es gilt:

dim S3(4) = 3V° + E° + S° — Ny

14
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Abbildung 10: Anfiigen eines Vierecks Q

Beweis: Es gilt #D = 3V° + E — N + 5°. Nach Satz 1.7 erhalten wir:

dimS3(4) >3Ve +2Vr + S +1
=10-7Vi+3E;+ S
=10 — 7(Vf + N°) + 3(Er + 4N°) + (S° + Ng)
=3V°+E°+5° - Ny

Also geniigt es zu zeigen, dass D eine bestimmende Menge von Si(4) ist. Es seien alle
Koeffizienten zu den Bernstein-Bézier-Punkten aus D gleich 0.

Betrachten wir zunichst ein einzelnes Viereck Q. Fiir jeden Eckpunkt enthélt D nach (i)
die drei Punkte aus D1 (v) NT; in einem anliegenden Dreieck T;. Aus der C'-Bedingung in
dem Eckpunkt folgt, dass alle Koeffizienten der Bernstein-Bézier-Punkte in D, (v) gleich
0 sein miissen. Ist Q konvex, dann enthilt D nach (ii) fiir jede Kante von @ den mittleren
Punkt Pj;; in einem der beiden angrenzenden Dreiecke. Aus der C 1_Bedingung iiber die
gemeinsame Kante folgt, dass auch der Koeffizient 111 in dem anderen Dreieck 0 sein muss.
Also sind alle Koeffizienten der minimalen bestimmenden Menge aus Lemma 2.1 und somit
auch alle Koeffizienten aus Q gleich 0. Analog folgt dies auch fiir ein nicht konvexes Viereck.
Nach (ii) enthélt D fiir mindestens drei der vier Kanten den Bernstein-Bézier-Punkt Py
in einem anliegenden Dreieck. Besitzt Q) zwei kollineare Kanten, so werden die Punkte
aufgrund der Nummerierung nach Lemma 2.3 in den beiden Dreiecken auf der konvexen
Seite gewahlt. Also sind auch fiir diese Fille alle Koeffizienten der Bernstein-Bézier-Punkte
aus der bestimmenden Menge nach Lemma 2.1 gleich 0. '

Als nichstes betrachten wir zwei Vierecke mit einem singuliren Eckpunkt. Nach (i) werden
fiir jeden Eckpunkt v der beiden Vierecke drei Punkte aus D;(v)NT; in einem anliegenden
Dreieck T; gewshlt. Somit sind wegen der C'-Bedingung im Eckpunkt wieder alle Koeffi-
zienten der Bernstein-Bézier-Punkte in D (v) gleich 0. Nach (ii) enthélt D fiir jede duflere
Kante den mittleren Punkt P;7; in einem angrenzenden Drejeck. Aus der C 1_Bedingung
iiber die gemeinsame Kante berechnet sich wieder der Koeffizient c11; in dem anderen Drei-
eck. Nach (iii) enthslt D einen Bernstein-Bézier-Punkte Pj;; in einem inneren Dreieck des
‘Elements. Damit sind alle Koeffizienten der minimalen bestimmenden Menge gleich 0. 1.
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- Mit der bestimmenden Menge aus Satz 2.4 konnen wir nun einen Hermite-Interpolanten
fiir S3(4) beschreiben.

Satz 2.5. Sei f € C1(Q), dann gibt es einen eindeutig bestimmten Spline s € S3($), der
die folgenden Bedingungen erfillt:

(i) Fir jeden Eckpunkt v; € & gelte:

s(vi) = f(vs)
Dgzs(vi) = Dy f(v5)
Dys(vi) = Dyf('Ui)
(ii) Fiir jede Kante e € { seien Q; und e;1,€;2,€;3,¢€i4 wie in Satz 2.4 (11) definiert.

Ist Q; konvez oder gilt e # e; 4, dann gelte fir einen Punkt v im Inneren der K. ante
e und einen Richtungsvektor z, der nicht parallel zu e verlduft:

D.s(v) = D, f(v)

(i43) Fiir jeden singuldren Eckpunkt v; € { seie € O eine Kante mit Eckpunkt v;. Dann
gelte fiir einen Punkt v im Inneren der Kante e und einen chhtungsvektor z, der
‘nicht parallel zu e verlduft:

D,s(v) =D, f(v)

Beweis: Offensichtlich ist die Anzahl der Bedingungen gleich 3V°+E—Ng +S5°. Nach Satz
1.2 und 1.3 lassen sich die Bernstein-Bézier-Koeffizienten der minimalen bestimmenden
Menge aus Satz 2.4 durch die Interpolationsbedingungen berechnen. Somit ist s eindeutig
bestimmt. ' . |

2.2 Interpolation mit C?-Splines

Fiir C2-Splines haben Lai und Schumaker [15] den schwierigen Fall S3(4) behandelt und
einen Interpolanten beschrieben, der die volle Approximationsordnung besitzt. Wir be-
trachten hier den Splineraum S52(4) und wéhlen den Unterraum

Hy($):= {f € S2(9): f € C*(v),v e O}

Wie im Fall S1(4) beschreiben wir zunéchst eine best1mmende Menge fiir einzelne Vierecke
und fiir Elemente mit einem singuliren Eckpunkt. Die Nummerierung der Eckpunkte
wihlen wir hierbei wie im Fall S3(4).

Lemma 2.6. Sei Q; = O(vi1,...,vi4) ein konveres Viereck mit dem inneren Eckpunkt
vi5 und T; j = A(‘Uz”j,vi’j+l,vi)5)4 die vier Dreiecke in Q;. Dann ist

4 .
D= | ({P¥ : 0n > ¢} U { Pk, Pl Piias Piks, Piiws Pats f) U {vis}
Jj=1 '

eine minimale bestimmende Menge fir Ho({T;1,...,Tia})-

4 +1 modulo 4

16



Beweis: Aus den C! und C?-Bedingungen iiber die inneren Kanten des Vierecks sieht
man sofort, dass D eine bestimmende Menge ist. Nach Satz 1.6 folgt

dimHg({Ti,l, ces ,T1;,4}) =65 = ID'

so dass D minimal ist. O

U1
Abbildung 11: Bestimmende Menge fiir konvexes Viereck
Fiir nicht konvexe Vierecke miissen wir zwei Fille unterscheiden und eine andere bestim-

mende Menge wihlen, wenn die beiden Kanten 7;3v;4 und v;17;4 kollinear sind. Das
folgende Lemma beschreibt diese bestimmende Menge.

Lemma 2.7. Sei Q; = O(vi1,...,vi4) ein nicht konvezes Viereck mit dem inneren Eck-
punkt vi 5 und T; j := O(vij, Vi j+1,vi,5) die vier Dreiecke in Q;. Wir setzen

4 ’ .
D o= ({P¥ : on 2 4} U { P}y, Piha, Piko, Pils, Piar P })
Jj=1 ,

und

P§85' © falls Lv; 3v;4v51 > 180°

D= .
Py, ¢ falls Zvi3vi4vin = 180°

D\
D\

Dann ist D eine minimale bestimmende Menge fiir Ho({Ti1,...,Tia})-




Beweis: Sei Zv; 3v; 4051 > 180° und alle Koeffizienten der bestimmenden Menge D gleich
0, dann ergeben sich alle, bis auf die in Abbildung 12 mit a1, ...,a12 bezeichneten Koeffi-
zienten direkt aus den C"-Bedingungen. Seien A die baryzentrischen Koordinaten von v; 3
bzgl. T; 1, 4 die baryzentrischen Koordinaten von v; 3 bzgl. T; 4 und ~ die baryzentrischen
Koordinaten von v;4 bzgl. T; 2, dann erhalten wir das Gleichungssystem M ¢’ = 0 mit
a = (ay,...,a12) und

2 v -1 0 0 0 0 0 O 0 0 0

0 0 0 v v -1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 ~v 73 -1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 v v -1

2793 A 0 0 0 0 0 0 0 0 0 O
M-— 0 0 0 2vy3 7% O 0 0 0 0 0 0
o 0 0 0 0 0 0 2y 72 0 0 0 O
0 0 0 0. 0 0 0 0 0 2ymy3 7% O

A 0 0 X 0 0 -1 0 0 0O 0 ©

0 0 w 0 0 w O 0 -1 0O 0 0

2x1A3 0 00 X 0 0 0 0 0 -1 0 O©
22 A2 2MA3 0 2XXx3 0 O 0 0 0 0 -1 0

Es gilt nun Ay, Ag, p2, 43,2 < 0 und Az, p1,v3 > 1, so dass
det M = 27278 X2 (Azp2 — A1pz) <0

folgt. Also ist D eine bestimmende Menge.

Fiir den Fall Zv;3v;4v;1 = 180° bendtigen wir kein Gleichungssystem. Wir kénnen die
Koeffizienten schrittweise aus den CT-Bedingungen berechnen. Zunéchst ergeben sich al-
le, in Abbildung 13 mit x gekennzeichneten Koeffizienten aus den Differenzierbarkeitsbe-
dingungen an den Kanten und in den Eckpunkten. Anschlieend lassen sich alle mit o
bezeichneten Koeffizienten aus den C*- und C%-Bedingungen an den inneren Kanten be-
stimmen. SchlieBlich erhalten wir die iibrigen, mit * gekennzeichneten Koeffizienten. Also
ist D wieder eine bestimmende Menge. ‘ ‘

In beiden Fillen gilt nach Satz 1.6
dimHQ({’I%’l, N ,Ti,4}) =63 = !D‘

SO dass D minimal ist. k O

Wie im Fall S3(4¢) miissen wir den Fall zweier Dreiecke mit einem singuldren Eckpunkt
noch gesondert behandeln. Wir wihlen fiir ein Dreieck Q; die gleiche bestimmende Men-
ge wie in Lemma 2.7. Da der innere Eckpunkt des Elements singuldr ist, kénnen wir
fiir das andere Dreieck die bestimmende Menge so erginzen, dass wir eine vollstindige
C2-Interpolationsbedingung an den #ufleren Kanten erhalten (vgl. Abbildung 14). Damit

lassen sich diese Elemente wieder wie konvexe Vierecke behandeln.

Lemma 2.8. Seien Q; = {(v1,v2,v3,vs) und Q; = O(v1,vh,v3,v4) zwei Vierecke, so dass
vy ein singulirer Eckpunkt in 4 ist. Weiter sei D; die minimale bestimmende Menge nach
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’

Abbildung 12: Bestimmende Menge fiir nicht konvexes Viereck

Lemma 2.7 und
Dj = {PL: a1 2 4} U{me,Pé“m,Pg"sQ ke {jlan}}
U {P§23,P3’“04,.P2’“05 ke {j17.j2:j37j4}}
 Dann ist D := D; UD; eine minimale bestimmende Menge fur Hy($) auf Q; U Q5.

Wir wihlen nun fiir die Quadrangulierung wieder die Ntfmmerierung nach Lemma 2.3.
Fiir diese Nummerierung erhalten wir den folgenden Hermite-Interpolanten. ‘
Satz 2.9. Sei f € C5(Q), dann gibt es einen eindeutig bestimmten Spline s € Hy($), der
die folgenden Bedingungen erfillt:
(i) Fir jeden Eckpunkt v; € O und p+v <3 gelte:
D4 Dy s(vi) = DEDy f(vi)
(ii) Fir jede Kante e € & seien Q; und e;1,¢€i2,€i3,€i,4 Wi€e in Satz 2.4 (1) definiert.

Weiter sei z ein Richtungsvektor, der nicht parallel zu e verlduft und vy, vq,vs dres
Punkte auf e mit vo # vs. Dann gelte

-Dzs<v1) = sz(vl)
D2s(v3) = D2 f(v)
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Abbildung 13: Viereck mit zwei kollinearen Kanten

Ist Q; konvez oder-e; 3 und e;4 nicht kollinear oder e; 4 # e, dann gelte zusatzlich

D25(v3) = D?f(v3)

(111) Ist Q; konvez oder e;3 und e; 4 nicht kollinear, dann gelte fir j = 1,2,3,4:

D3 . D? s(vs5) = D3 D? s(vi j)

Vi,5=Vi,5 7 Vi j+1 Vi Vi, 5=Yi,5 7 Vi j+1 7 Vi,j
Sind e; 3 und e; 4 kollinear, dann gelte:

D3 D? s(v;;) = D3 D2 s(v35) j=1,2

Vi, 5 Vi i Vi1 TV Ui, Vi, Vi1V

D3 D2 S(Ui’j) = Dg{vs_viijgiA‘Ui,js(piaj) ] = 13 3

Vi,5—Vi,j " Vi,4—Vi,j

(iv) Ist Q; konvez oder e;3 und e; 4 kollinear, dann gelte fiir p = 4,5 und 7 =1,2,3,4:

Dﬁi,s _'Ui,j S(Uzy‘]) = Dgij _Ui,j f(v'b,])

Ist Q; nicht konvez und e; 3 und e; 4 nicht kollinear, dann gelte

D‘f)‘iys—-’ui‘js(vi,j) = D‘l‘ll‘iys—vi,jf(vi,j) /l = 47 5 'U;nd] = 17 27 4
Dy, .y i5(vi3) = Dy, o, f(vi3)
20
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Abbildung 14: Element mit singuldrem Eckpunkt

(v) Ist Q; konvez, dann gelte
s(vis) = f(vis)

Beweis: Mit Satz 1.2 und 1.3 sieht man leicht, dass durch die Interpolationsbedingungen
alle Koeffizienten der bestimmenden Menge aus Lemma 2.6 - 2.8 bestimmt sind. Bezeich-
net M die Anzahl der Interpolationsbedingungen und N<D> die Anzahl der Vierecke mit
kollinearen Kanten, dann folgt mit (2):

M =10V® + BE® — N8) + 4N® + (8NZ + TN$x + N§) + Nk
=36 — 26(V;" + NO) + 13(EY +4N®) + S® + 3Ng + Ny

Also folgt dim H,(4) = M nach Satz 1.7, so dass s eindeutig bestimmt ist. o
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