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Einleitung

Die L?-Spurformel von Arthur beschreibt den Lefschetzcharakter der Wirkung eines Heckeope-
rators auf der L2-Kohomologie einer Shimuravarietit zu einer reduktiven Gruppe G durch die
geometrische Seite der allgemeinen Spurformel von Arthur zu G. lhre Besonderheit liegt darin,
daB auf der geometrischen Seite nur die Konjugationsklassen elliptischer halbeinfacher Elemente
auftreten und so alle Terme dort einfache Interpretationen haben. Wir erinnern daran im ersten
Kapitel unserer Arbeit. Die L?-Spurformel gibt so eine endliche, geschlossene Formel fiir den Lef-
schetzcharakter. Motiviert ist unsere Arbeit durch die Frage, ob man auf diese Weise Aussagen
iiber die zweite Kohomologie der Gruppe GSp(4) erhalten kann.

Die Vereinfachungen auf der geometrischen Seite in der Spurformel finden ausschlielich an der
unendlichen Stelle statt. Ausdruck hierfiir sind die gemittelten diskrete Serie Charaktere ®ps(y, )
auf der geometrischen Seite der L2~Spurformel. Harish~Chandra hat fiir sie allgemeine Formeln im
Fall M = G angegeben, Herb konnte Rekursionsbedingungen fiir die im Fall M # G auftretenden
Patchingfaktoren herleiten. In Teil 2 unserer Arbeit filhren wir diese Berechnungen fiir die Gruppe
G Sp(4) und ihre beiden in Frage kommenden Levifaktoren L(e) und L(f) explizit durch. In (3.28),
(4.31) und (5.30) geben wir die Ausdriicke fiir ®gsp(4)(7, ), Pr(a)(7, T) und ®r(py(7, T) respektive
fir eine allgemeine Darstellung 7 an. In (6.8) haben wir diese Charaktere fir eine eindimensionale
Darstellung = berechnet, wo sie sich stark vereinfachen.

Inhaltsverzeichnis
TEIL 1
KaPITEL 1  Die L2-Spurformel von Arthur ....................c..oooiiiiiiiiai. 1
1A Berechnung der Lefschetzzahl eines Heckeoperators auf der L?~Kohomo-
logie durch die geometrische Seite der Spurformel ...................... 1
1B Das Integral J5 (7, fu) - eveeeenminaaate e e 5
1C  DasIntegral @ar(q, 7) - cveenern e 7
1D Die L2-Spurformel . ... .. ... ... .. 9
KAPITEL 2 Die Gruppe GSp(4) ..ot 11
2A  Die Levifaktoren einer reduktiven Gruppe..................... ool 12
2B Levifaktoren in der Gruppe GSp(4) ... .vvivviiiiiii i 13
TEIL 2 DIE GEMITTELTEN DISKRETE SERIE CHARAKTERE
AN DER UNENDLICHEN STELLE
KAPITEL 3  Der Faktor Ba(q, 7) o vurrienr e 17
KaPITEL 4 Der Faktor @ra)(7, T) «ovvvvvininii 25
KAPITEL 5  Der Faktor @15y (7, 7) ..o ooieiii 36
KaPITEL 6  Die Charakterformeln ®ps(7, 1) im Fall einer eindimensionalen
Darstellung ............ . PR 45
LITERATUR oottt it ettt et e et ettt et e et 48

ol



Teil 1




Kapitel 1 Die L?2—Spurformel von Arthur

Die invariante Spurformel [ArITF] von Arthur wurde von ihm in [ArL2] auf das klassische Pro-
blem angewandt, die Spur eines Heckeoperators auf einem Raum automorpher Funktionen zu
berechnen. Ziel dieses Abschnittes ist es sein Resultat darzustellen.

1A Berechnung der Lefschetzzahl eines Heckeoperators auf der .?— Ko-
homologie durch die geometrische Seite der Spurformel

Seien dazu im folgenden G eine zusammenhangende, liber Q definierte, reduktive algebraische
Gruppe, Ag der maximalzerfallende Torus im Zentrum von G und K/, = K - AL(R) fiir eine
maximalkompakte Teilgruppe Ko, von G(R). Fiir eine endlichdimensionale irreduzible Darstellung
(,V) von G(R) sei F,, die lokalkonstante Garbe

Fu=G(Q\(V x G(Aq))/ K¢
uber
Xk = G(Q\G(AQ)/ Ko = G(Q\(X x G(/AQ)fin)-

Nach einem Resultat von Harish-Chandra [Wa I, 1.3.3.3, p.99], [Wal, p.58f ] sind alle fundamen-
talen Tori einer halbeinfachen Liegruppe liber den reellen Zahllen zueinander konjugiert. Daher
existiert in einer reell reduktiven Gruppe héchstens eine G(R)—Konjugationsklasse iiber R. defi-
nierter, maximaler Tori von (G, die anisotrop modulo Ag sind.

Existiere weiter in G ein iber R definierter, maximaler Torus B = B(G), der anisotrop mo-
dulo Ag ist. Sei B so gewahlt, da8 B(R) in K, liegt. Unter diesen Voraussetzungen ist die
L?—Kohomologiegruppe

H&)(XK»]:;:) = eanOH(qz)(XK,f#)

nach einem Satz von Borel und Casselman endlichdimensional. Jedes Element g in G(/AqQ)fin
operiert auf dem H(‘IZ)(X x, Fu) zugrundeliegenden Komplex gebildet von den R&umen Agz) der

glatten und quadratintegrierbaren g—Differentialformen w auf Xx mit Werten in F,,, die invariant
sind unter einer offenen, kompakten Teilgruppe von G(/Aq)yin und fiir die dw quadratintegrierbar
ist. Diese Operation kommutiert mit dem Differential d. Folglich definiert jedes Element g aus
G(/AQ)yin einen Operator

Hiy)(9, Fu) = ®¢20H(y)(9, Fu)

auf H(*z)(XK, Fu). Diese Darstellung ist zuldssig und glatt. Fiir jedes Element h aus dem Raum
C>(G(/AQ)sin) der glatten Abbildungen mit kompaktem Trager auf G(/AQ)yin st

H. (h,F :/ h{(g)H?, (g, F.)dg
(" F) GUAQ)sin Do 7)

ein Operator mit endlichem Rang auf H(‘IZ)(X k,Fy). Die L?—Spurformel von Arthur driickt die
Lefschetzzahl

L) =Y (~Dex(Hfy (k7))

in termini der geometrischen Seite der Spurformel aus. An dieser Stelle sei zunachst daran erin-
nert, da die L2—Kohomologie identisch ist mit der relativen Liealgebrakohomologie des Raumes
der glatten Vektoren im diskreten Spektrum der rechtsregularen Darstellung von G(/Aq) auf
LY(G(Q)\G(/AQ)). Sei praziser £ = £(u) der Quasicharakter auf Ag(R), so dafl

pzz) = €71 (2).p(2)
fir alle z in AZ(R) und alle z in G gilt.




Sei L2(G(Q)\G(AqQ),&) der Raum aller Abbildungen f auf G(Q)\G(/Aq) mit
f(zz) = €(2).f(=)
fir alle z in Az(R) und alle z in G(/Aq). Die Gruppe G(/Aq) operiert durch Rechtsmultiplikation

auf diesem Raum. Sei II(G(/Aq),€) die Menge der Aquivalenzklassen irreduzibler Darstellungen
von G(/Aq) in II(G(/Aq)) mit m(zz) = £(z).7(z) fiir alle z in A% (R) und alle z in G(/Ag). Fiir jede
solche Darstellung 7 bezeichne mais.(7) die Vielfachheit, mit der 7 diskret als direkter Summand
in LZ(G(Q)\G(/Aq) €) auftritt. Sei weiter 7 = o @ Tyip Mit 7 einer irreduziblen Darstellung
von Goo und 7y;, einer irreduziblen Darstellung von G(/AqQ)sin. Da Goo/AL(R) eine kompakte
Cartanuntergruppe enthalt, gilt nach Resultaten von Borel und Casselman

HYy(h, Fu) = ®(maisc(r).dimH? (LieG, K&y, Too ® p)) T pin(h).
Dabei lauft die direkte Summe iiber alle Aquivalenzklassen in II{G(/Aq),£). Setzt man
x(1)(Too) = Z J(~DIdimH(LieG, Kl Teo ® 1),

dann ist

i

L)y =3 (mdisc(”)X(#)(Wm))tr("'fin(h))-

Dabei l3uft die Summe iiber alle Aquivalenzklassen in II(G(/Aq), ). Auf diese Weise ist x()(7oo0)
sinnvoll definiert fir jede Darstellung von G, die eine endliche Kompositionsreihe besitzt. Als
additive Funktion, die nur vom Bild einer solchen Darstellung in der Grothendieckgruppe abhangt,
braucht x(x) dann aber nur noch auf einer Basis der Grothendieckgruppe berechnet zu werden,
wie sie von den Standarddarstellungen gebildet wird. Dabei bestehen die Standardarstellungen
genau aus den Darstellungen, die parabolisch von irreduziblen und modulo Zentrum temperierten
Darstellungen von Levifaktoren induziert werden. Jede Standardadrstellung ist entweder induziert
oder gehort zur Menge Hiemp(Goo) der modulo A%(R) temperierten Darstellungen in II(Gw).
Nach Standardresultaten der Liekohomologie verschwindet x(x) auf den temperierten Standard-
darstellungen. Bezeichnet ji die fiir alle z in Go, durch ji(z) =tu(z~!) definierte kontragradiente
Darstellung, gilt sogar

W= [0 BTt
0 sonst
- Dabei ist
(1.1) q(G) = —dlm( (R)/KL,).
N
1 Nach dem Paley-Wiener Satz von Clozel und Delorme gibt es eine Abbildung f, aus dem Raum

Hae(G(R), €71) aller der glatten, K., —endlichen Abbildungen auf G(R)) mit modulo A% (R) kom-
;g“fpaktem Trager, die sich unter Ag (R) mit dem Charakter £~! transformieren, so daf gilt

a(rea() =ir([ Sl Ten(a)de) = {C0r@ i e in M)
Da die Standaddarstellungen eine Basis fiir die Grothendieckgruppe von G, bilden, gilt somit
tr (oo (fu)) = X (1) (7e0)
fir alle 7 in I(Geo,&71). Sel fu @ h die fir alle ¢ = 2o @ Zjin in G(/Aq) durch
(fu ® W) (oo ® Zgin) = fu(zoo)-h(zsin)

gegebene glatte Abbildung auf G(/Aq). Dann ist tr(n(fu ® h)) = tr(meo(fy)) tr(msin(h)) fiir alle
7 in II(G(AAq),§). Folglich gilt

(1.2) LR = Y (maise(m)tr(x(fu @ b)).

Dabei lauft die Summe tiber alle Aquivalenzklassen 7 in II(G(/Aq), €).
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Auf den Ausdruck der rechten Seite kann jetzt die invariante Spurformel von Arthur angewendet
werden. Genauere Inspektion zeigt, daf ihre in [ArITF II, Theorem (7.1)(a), p.538] beschriebene
Spektralseite ansgewertet an der Stelle f, ® h mit £(u)(h) identisch ist.

Die geometrische Seite der Spurformel hat nach [ArITF II, Theorem (3.3), p.513] die Gestalt

(1'3) I(fu ®h) = ZM Ilwvé)(;'l Z S s IM(7: fu ®h)

Wir erklaren kurz die Bedeutung der einzelnen Terme. Dazu sei G im folgenden allgemeiner liber
dem Zahlkorper F' definiert.

Die erste Summe lauft tiber alle die Standardlevifaktoren M iiber F' von G, die einen fixierten
minimalen Levifaktor My enthalten und fiir die My, stabil unter der zu K, korrespondierenden
Cartaninvolution von G ist. Die Gruppe W ist die eingeschriankte Weylgruppe N, (Mp)/Mg.
Die zweite Summe lauft iiber alle (M,S)—Aquivalenzklassen 7 in My. Dabei ist zunichst S

* Vereinigung der unendlichen Stellen Sy, von F mit einer fixierten endlichen Menge Sy;n endlicher

Stellen von F, die eine nur von f, ® h abhangige Stellenmenge Sy enthalt, sonst aber beliebig
ist. Bezeichne weiter Fg das Produkt der Komplettierungen von J7 an den Stellen aus S. Die
(M, S)— Aquivalenzklassen in M (F) sind dann fiir jedes halbeinfache Element ¢ in G(F') und jede
unipotente Konjugationsklasse U im Zentralistor Cg(0)(Fs) gegeben durch

{97 oug : g in M°(F) und u in U N M°(F)}.

Insbesondere sind die halbeinfachen (M, S)—Aquivalenzklassen genau die halbeinfachen M°(F)—
Konjugationsklassen.

Die Gewichtungsfaktoren a™ (S, ) verallgemeinern die Tamagawazahlen des Zentralisators von ¥
als Gewichtungskoeflizienten im Fall der klassischen Spurformiel. Sie werden nach [ ArFD, p.208]
im wesentlichen bestimmt durch den halbeinfachen Anteil ¢ von v, sie kommen aber von den
unipotenten Konjugationsklassen [ArMUYV, pp. 1269ff |. In dieser Situation hat Arthur induktiv
gezeigt, daB Gewichtsfaktoren a™= (S, u) fiir Junip existieren, konnte aber nur im Fall u = 1 eine
explizite Formel fiir sie angeben. Fiir die Klasse halbeinfacher Elemente, die in der L?—Spurformel
auftreten, iibersetzt sich dies aber zu einer expliziten Formel fiir a™ (S, 7). Dazu die

(1.4) Definition: Ein halbeinfaches, F'—rationales Element 4 aus einem Levifaktor M von G
heifft F—elliptisch in M, wenn sein Zentralisator in M einen maximalen F'—Torus von M enthalt,
der anisotrop modulo A}, ist.

Sei weiter i () die Zahl der Zusammenhangskomponenten von M., die F-rationale Punkte ent-
halten. g

(1.5) Satz: Fur ein ein F-rationales, halbeinfaches Element yaus dem Levifaktor M von G gilt

vol(M°(F VA% (Fea \MS(F)(AF)Y),

aM(S,7) = sy vol(My (F)\MJ(F)(AF)') =

1
M(y) ( ) M(7)
wenn vy ein F-elliptisches Element in M ist . In allen anderen Fillen ist a™ (S,v) Null.
Dies ist [ArFD, Theorem (8.2), p.208].

Im vorliegenden Fall besteht die Hauptarbeit darin, zu zeigen, dafl die invariante Distribution
Ine (v, fu ® k) fiir die oben gewahlte Abbildung f, ® h nur fiir Q-elliptische Elemente v in M nicht
verschwindet.

Um dies zu prazisieren fahren wir mit der Diskussion der invarianten Distribution Ins(7, f) im
allgemeineren Kontext einer iiber F' definierten Gruppe G fort. Hierfir sei allgemeiner f zunachst
das Tensorprodukt einer Abbildung aus C°(G(Fs,)*) mit den charakteristischen Abbildungen der
maximalkompakten Teilgruppen K, von G(F,) fir alle v nicht in Sy. Sei dariiberhinaus f links~
und rechtsendlich unter der maximalkompakten Teilgruppe K = I, K, von G(/Ar).
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Wir gehen jetzt zuriick zur nichtinvarianten Cutoff-Spurformel. Deren geometrische Seite ist

1) =5, LS ¥ sms )

mit den bis auf Jys gleichen Termen wie in der oben angegebenen invarianten Spurformel (1.3).
Die Distribution Jar(S,v) ist fir y reguldr nach [ArLBWOL§ 6] ein —verallgemeinertes— ge-
wichtetes Orbitalintegral. Aus diesen gewichteten Orbitalintegralen entsteht Jps(S,7) durch eine
verschachtelte Limesbildung, wenn v nicht regulir ist. Die Spektralseite der nicht invarianten
Cutoff-Spurformel hat die Gestalt

1we| M ,
J(f a” (m)Jp (7, f)dm
D=3 0 S [T oy V. )
Wesentlich hierin sind die in [ArIOR] definierten und untersuchten gewichteten Charaktere
Jum(w, f). Nach skalaren Paley-Wiener Satzen von Clozel-Delorme im archimedischen Fall sowie
Berstein—Deligne-Kazhdan und Rogawski im nichtarchimedischen Fall gibt es zu jeder Abbildung
f wie oben Abbildungen ¢ (f) aus C°(M(Fs)) mit modulo Zentrum kompaktem Trager, so dafl

tr(n(dar(f))) = Ina(, )

fiir alle Darstellungen = in (M (/Ap)) gilt, die bis auf Twisten mit einem Charakter temperiert

sind. Diese Abbildungen sind eindeutig bis auf Abbildungen mit skalarer Fouriertransformation

Null. Sie seien so gewahlt, daBl ¢ {(f) = f gilt.

Wir sagen weiter, daf} eine invariante Distribution I von Charakteren getragen wird, wenn I(f) =0

fur alle Abbildungen f wie oben ist, falls tr(x(f)) = O fir alle temperierten Darstellungen 7 in
[I(G(/AF)) gilt. In diesem Fall gibt es nach [ArITF I, Proposition (1.1), p.329f ] eine eindeutig

durch I bestimmte Distribution [ auf dem Paley— Wlener Raum mit

I(f) = I(ém(£))-

Es ist ein weiterer Satz [ArITF II, Theorem (5.1), p.523; Corollary (5.3), p.529 ], da8 inva-
riante, von Charakteren getragene Distributionen Iy = I$ induktiv durch Rekursion iiber die
Levifaktoren L, die M enthalten, wiefolgt definiert werden

CIM=gY und  Jp(-, f) —ZDM (-, er(f)).

Dabei ist I nach [ArLBWOI, p.224, p.234f, p. 254f] ein ungewichtetes Orbltahntegral auf M.
Auf dessen genaue Form fiir ¥ halbelnfach kommen wir unten zurick.
In unserer Situation vereinfacht sich Ins(7y, fu ® h) weiter zu

IM(%f# ® h) = IJ?J(V:fu)j%(7)¢M(h))-

Dabei wird I§(7) als Distribution auf G(R) aufgefat und I3/ ist ein Orbitalintegral auf G(Qs,;,)-
Sei ndmlich b = Iyes,;, hy mit by in H(G(Fy)). Induktiv kénnen wir Syin = {v, w} voraussetzen.
Nach [ARrITF I, Proposition (9.1), p.368] spaltet sich Ipr(7y, fu ® h) auf zu

In(r fu @b =3 o 4 (L L) (v, 6 (Fu @ o)) iz (7, 8- (b))

Da f, ® h kuspidal an der unendlichen Stelle ist, verschwindet ¢r(f, ® h,) nur fiir L = G nicht.
Weiter ist d$;(G, L*) = 1 fir L* = M und verschwmdet fiir alle anderen Levifaktoren L*, die M
enthalten. Deshalb gilt in einem ersten Schritt

(16) LI = 30, LS ot (5.9)15 20 A (1 6 (1)

Dabei luft die erste Summe wieder iiber alle Standardlevifaktoren M iiber Q, die My enthalten.
Die zweite Summe lauft jeweils iiber alle (M, S)—Aquivalenzklassen v in M(Q).

4
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1B Das Integral 1§ (v, f.)

Der Beitrag If,, (7, fu) an der reellen Stelle verschwindet nur fiir halbeinfache, F—elliptische Ele-
mente v nicht. Fir diese Elemente kann er explizit als Summe von Charakteren der p—diskreten
Serie berechnet werden. Dies reduziert die Summe in (1.6) auf halbeinfache Konjugationsklassen
7, fiir die alle ihre Summanden explizite Darstellungen haben und vereinfacht somit die Spurformel
fir £(u)(h) entscheidend.

Um dies zu prazisieren sei im folgenden £ ein Quasicharakter auf A%(R). Fiir jede Darstellung
7 in II(G(R),£71) sei # die kontragradiente Darstellung. Sei weiter G/Ag eine fixierte kompakte
reelle Form von G/Ag. Vorausgesetst ist hierbei, daf8 ein Paar (G, 1) mit G einer reell-reduktiven
Gruppe und 7 : G — G einem tiber den komplexen Zahlen definierter Isomorphismus fixiert ist, so
daf} n? on fiir alle o in Gal(C|R) ein innerer Automorphismus von G ist. Mittels 7 identifizieren wir
Ag mit dem maximalzerfallenden Torus iiber R im Zentrum von G. Der Quotient G(R))/Ag(R.)
sei kompakt. Die Darstellungen in II(G(R)) sind dann alle endlichdimensional.

Nach der Langlandsklassifikation ist ILg;,(G(R)) disjunkte Vereinigung von endlichen Teilmengen
I4isc (7). Diese werden parametrisiert von den irreduziblen Darstellungen 7 in I4,.(G(R)). Die
Elemente jedes dieses Pakete Ig;;.(7) werden wiederum parametrisiert durch die Kosets in

(1.7) D(G, B) = W(G(R), B(R))/W(G(C), B(C)).

dabei ist W(G, B) = W(G(C), B(C)) die relative Weylgruppe von G beziiglich des oben fixierten
maximalen Torus B und W(G(R), B(R)) ist die Teilgruppe der von G(R) induzierten Elemente.
Auch die oben fixierte Darstellung u fassen wir durch Pullback mit n als Element von G(R)) auf
und erhalten insbesondere die endlichen Pakete I g;se(1t) und as,s0 ().

Wir nennen eine Abbildung f aus Hq.(G(R),€) stabil kuspidal, wenn die fiir alle temperier-
ten Darstellungen 7 durch © — tr(#(f)) gegebene Abbildung ihren Triger in der Teilmenge
Naisc (G(R), €) hat, die aus allen modulo Ag(R) quadratintegrierbaren, temperierten Darstellun-
gen in Miemp (G(R), §) besteht, und konstant ist auf allen Paketen Il4;c(7) mit 7 einer Darstellung
aus II(G(R),€). Die oben fixierte Abbildung f, ist nach Konstruktion ein Beispiel einer stabil
kuspidalen Abbildung.

Sei im folgenden M einer der Levifaktoren, die My enthalten und stabil sind unter der zu K
korrespndierenden Cartaninvolution. Fiir jedes Element v in M mit Jordanzerlegung v = ou sei

(1.8) DM (y) = det(1 — Ad(c)|LieM/LieM?).
Im Fall M2 = G ist |
(1.9)  D(y) = D(GIM)()DM(y) mit  D(G|M)(y) = det(1 — Ad(c)|LieG/LieM).

Enthalte M zusatzlich einen maximalen, iber R definierten Torus T' = B(M), so daB T(R)/A$,(R)
kompakt ist. Nach [ArIOR. II, Theorem (6.4), p.89 ] gilt dann fiir alle in G regularen Elemente
v in Treg(R) zunschst

— im(Am\Ac IDG(7)| o (5
(1.10) In(y, ) = (—1)dim(4r\a >V01(TV(R)/AMR)) Y O (a(f)).

Dabei lauft die Summe iiber alle Klassen 7 in H4;,.(G(R), £) und ©, bezeichnet den Charakter von
7. Es ist ein weiterer Satz von Arthur, dafi Ip(7, f) fur jedes Element v in M(R) im wesentlichen
durch diese Formel gegegben ist. Wir setzen zur Vereinfachung

1
(1.11) Pum(y, f) = iTMGﬂIM(%f)

fir alle ¥ in M(R) und
(1.12) Su(y,7) = (D' OVIDGIM)A)] Y

fir alle ¥ in Tr.4(R) und alle 7 in M4 (G(R), €).

O« (V)tr (7(f))

1€M4i5(G(R),E)
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Mit diesen Bezeichnungen schreibt sich (1.10) als

1
(T(R)/A3,(R))

Dabei lauft die Summe iiber alle 7 in II(G(R),£). Weiter ist tr(#(f)) fiir alle 7 in Hg;sc(7) gleich.
Wir schreiben tr(#(f)) fiir diese Zahl.

Sei auf G(R) ein Haarsches Maf fixiert, das induziert wird von einer Differentialform w hochsten
Grades auf G(R). Diese wird duch Pullback zu einer Differentialform héchsten Grades auf G(R).
Auf diese Weise definiert jedes Haarsche MaB auf G(R) genau ein Haarsches Mafi auf G(R.).
Beztiglich dessen wird vol(T(R)/AS,(R)) berechnet. Nach [ArL2, Theorem (5.1), p.275 ] gilt

(1.13) Omly, f) = (—1)dim<AM\AG>Vol Y. em(y, D Dt (#(5)).

(1.14) Satz: Ist f aus Hae(G(R), ) stabil kuspidal, dann gilt
D(M3|B(M))
(~1D)"Mvol(T(R)/ A3, (R

@11(, f) = (~1)im(Ar\da) 5 2, @uln D ()

fir alle y in M(R). Dabei liuft die Summe dber alle Darstellungen T in I(G(R.), €). Insbesondere
verschwindet ®p (7, f), wenn v nicht halbeinfach ist.

Wir kommen spater darauf zuriick, daB ®ps(-,7) zu einer stetigen Abbildung auf ganz M(R)
fortgesetzt werden kann und beschreiben im folgenden kurz die Idee des Beweises von Arthur
dieses Satzes. Dabei setzen wir zur Vereinfachung voraus, dafl alle auftretenden Zentralisatoren
zusammenhangend sind.

Sei v = ou die Jordanzerlegung von y. Grundlegend fiir den Spezialfall M = G und v = u ist
ein Resultat von Harish-Chandra, nach dem es zu jedem unipotenten Element w in G(R) ein
harmonisches Polynom h,, vom Grad }(dim(G/B) - dim(G/G.)) in der symmetrischen Algebra
S(LieB(C)) uber LieB(C) gibt, so daf fiir jedes regulire Element H in LieB(R) gilt

Sg(w, f) = lim ((ahu).F}B)(H) mit Ff?(H) = AG(H) f(z™ exp (H)z)dz.
H=0 B(R)\G(R)
Dies heifit speziell, daB jedes unipotente Orbitalintegral Limes von Orbitalintegralen iiber halbein-
fache Elemente ist. Als Konsequenz gilt damit

®g(u, f) = (0(Ah).FF)(0)  mit Ahuzmznww)e(s)(s.hu)-

Dabei ist ¢(s) das Signum von s. Das harmonische Element h zu € ist daher gegeben durch das
Produkt der Kowurzeln zu den positiven Wurzeln. Da dimG,, kleiner ist als dimG, hat h, kleineren
Grad als h und transformiert sich somit unter W (G, B) nicht mit dem Charakter ¢. Deshalb ist
Ah,, identisch Null, wenn u nicht Eins ist.

Fiir v = 1 zeigt die Plancherelformel

®6(L, ) = f(1) = Y _(dm)(#(£)),
Dabei lduft die Suumme iiber alle 7 in l4i;c(G(R),€). Nach Rechnungen von Shelstad gilt

L 1
= 4 G A5 (R)

fiir alle 7 im Paket Ig,.(7). Wegen deg(#) = deg(r) = tr(r(1)) und |D(G, B)|tr(#(f)) =
o ren(@(ry¢) t1(F(S)) folgt somit

|D(G, B)|
(-1)4G)vol(G(R)/A%(R))

®(1, f) = >, 8L, ) (=)D tr(7()).
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Kombiniert man diese Formel mit der oben angegebenen Formel fiir Ins(y, f) mit v reguldr in
B(R), erhalt man

ID(G, B)|
(—1)®@vol (G(R)/A% (R))

dabei wird der Limes gebildet iiber kleine Elemente in B,.4(R). Die restlichen Fille werden durch
altere Resultate von Arthur auf diesen Fall zurtickgefiihrt.

de(1, f) = VOI(B(R)/A (R)) ilﬁrnl ®a(y, f).

1C Das Integral &, (y,7)

Wir erinnern daran, dafl wir oben einen maximalen, liber den reellen Zahlen definierten Torus B
in G fixiert hatten, der anisotrop modulo Ag ist und zusatzlich die Eigenschaft hat, dafl seine
reellen Punkte in der Gruppe K., = Ko AL(R) liegen. Nach einem Lemma von Harish-Chandra
ist B(R)) das Produkt seiner Zusammenhangskomponente B°(R) mit dem Zentralisator Z(B) der
Zusammenhangskomponente G°(R) in K. Da G°(R) Zariski-dicht in G liegt, ist Z(B) gleich
dem Schnitt von K, mit dem Zentrum von G.

Wir fixieren eine Ordnung der Wurzeln von (G, B) und definieren 2pp wie liblich als die Summe
dieser positiven Wurzeln :

1
(1.15) pB = §Za>o o

Sei A(¢) fir den Quasicharakter & auf A%(R) die Menge aller Paare (g, f) mit g in Z(B)*
Hom(Z(B),C") und f in LieB(C)* = Hom(LleB(C) C), fir die durch

Z(B)xexp(LieB(C)) ——C
(z,exp(H)) — g(2)exp ((f — p)(H))

ein Quasicharakter auf B(R) mit € als seiner Restriktion auf A% (R) definiert ist. Sei Apeg(€) die
Teilmenge aller der Paare (g, f) in A(£), fur die f regular ist, also < f,a&" > nicht verschwindet
fir alle Kowurzeln «¥. Beide Mengen sind unabhéngig von der gewahlten Ordnung der Wurzeln.
Auf beiden operiert die Weylgruppe durch Pullback mit Ad (s7%).

Die endlichdimensionalen Darstellungen 7 in II(G(R), £) werden durch die W(G, B)—Orbiten in
Areg(€), die Darstellungen in der diskreten Serie werden durch die W(G(R), B(R)) —Orbiten in
Areg(€) parametrisiert. Jedes Paket Ilg,.(7) korrespondiert somit zu der Partition eines gegebenen

W (G, B)—Orbits von Arey(€) in W(G(R), B(R))—Orbiten.

Fir 7 in I(G(R), ¢) fixiert sei (g, f) aus Areg(€) dasjenige Element im korrespondierenden Orbit,
fiir das f positiv ist auf allen positiven Kowurzeln von (G, B). Fiir jeden regularen Punkt

Y = z.expH mit z in Z(B) undH in LieB(R)

(1.16)

gilt dann

@11 () = 61) = gt Xy (DR DD)

mit

(1.18)  AZ(H) =Uaxo exp(@) — exp (_9_‘@) und ¢(s) = det(Ad s|LieB(C)).

Auf allen anderen maximalen Tori in G werden die Werte der Charaktere bestimmt durch die
Funktionen
&Q*, RY)

mit ganzzahligen Werten, die wir im folgenden zunachst diskutieren. Sie sind allgemein definiert
fiir jedes Wurzelsystem R, dessen Weylgruppe W (R) die —1 enthalt. Dann seien R* ein positives
Wurzelsystem in R und Q% ein positives System fiir die Kowurzeln @ = RY zu R. Zu Rt
korrespondiert dann eine positive Weylkammer a(R*) im von @ erzeugten reellen Vektorraum und
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zu Q1 korrespondiert eine positive Weylkammer a(Q*) im von R erzeugten reellen Vektorraum.
Fiir jede Wurzel o in R ist die Menge R(«) aller zu o orthogonalen Wurzeln in R ein Wurzelsystem
des gleichen Typs wie R. Dessen Kowurzelsystem ist mit @(a) = Q(a") identisch. Die Funktionen
¢(@T, RT) sind dann eindeutig durch die folgenden Eigenschaften bestimmt

(1.19)  Fiir alle s in W(R) ist ¢(s.Q*,s.R*) =¢(Q*, RY).

(1.20)  Nur wenn ¢(X) negativ ist fir alle X in a(R*) und alle ¢ in a(Q*), verschwindet
&(Q*, R*) nicht.

(1.21)  Fiir jede zu einer Wurzel « in R korrespondierenden Spiegelung s() in W(R) gilt

e(QF, BY) +2(s().Q*, RY) = 2(Q" N Q(e), B* N R(a)).

(1.22)  #Q+,0)=1. ‘

Sei jetzt T = B(M) ein maximaler, iiber den reellen Zahlen definierter Torus im Levifaktor M,

der anisotrop modulo Aj,(R). Wie oben bemerkt ist T bis auf Konjugation durch Elemente aus

M(R) eindeutig bestimmt. Sei R die Menge der reellen Wurzeln von (G, T). Dann enthalt W(R)
ein Element, das wie —1 operiert. Fiir jedes regulare Element H aus LieT = Lie T(R) setzen wir

(1.23) RY(H)={c€ R:a(H) > 0}.

Fiir jeden Homomorphismus ¢ von LieT(C), so daB8 ¢(a") reell und ungleich Null ist fir jede
Kowurzel oY in Q = RY | sei

(1.24) QY (¢) = {a" € R: ¢(a") > 0}.

Wir fixieren eine Ordnung der Wurzeln von (G,T), die kompatibel ist mit einer Ordnung der
eingeschrankten Wurzeln von (G, Apr). Seien Rt die beztiglich dieser Ordnung positiven Wurzeln
in R. Fir jedes regulare Element in LieT ist dann

VID(GIM)(exp H)| _ er(H)
AZ(H) - A (H)

(1.25) mit  ep(H) = (—1)/BTENERN)

Sei y aus G(C) mit
(1.26) (Ady)(Lie B(C)) = Lie T(C).

Ist T so gewahlt da T' = (TN B) A gilt, kann y aus dem Zentralisator von Lie (BNT)(R) gewahlt
werden. Wir schreiben ¢ — y.¢ fiir den durch Pullback mit Ady~! definierten Isomorphismus
(Ady=1)* : Lie B(C)* — LieT(C)* zwischen den Dualrdumen. Nach Harish-Chandra gilt dann

(1.27) Satz: Sei (g, f) in Areg(€) zu 7 in I(G(R),€) so gewdhlt, daff y.f positiv ist fir alle
positiven Kowurzeln von G beziiglich T = B(M). Dann verschwindel die Abbildung ®pr(y, ) nur
auf den reguldren Punkten vy in Tr.q(R) nicht, zu denen es Elemente z in Z(B) und H in LieT(R)
gibt mit vy = z.exp (H). In diesem Fall ist

Buuleexp H,1) = THELAD Yy ) COEQH ), R exp (0. £)(ED)

Eine einfache Konsequenz dieses Satzes ist dann

(1.28) Korollar: Die auf Trey(R) definierte Abbildung ®p(-,7) kann zu einer stetigen und
W (M, T)—invarianten Abbildung auf ganz T(R) fortgesetzl werden. Insbesondere ist ®p(-, T)
auf jeder Zusammenhangskomponente von {y € T(R) : a(y) # 1 fir alle @ in R} eine endlicke,
W (M, T)—invariante Linearkombination von Quasicharakteren auf T(R).
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Ist das Element vy aus M(R) in M(R) zu ¢ aus dem AbschluB von T,.,(R) N Z(B)exp (Lie T(C))
in T(R) konjugiert, setzen wir

<DM(7: T) =@y (0, T)'
Andernfalls sei ®p7(7y,7) = 0. Auf diese Weise haben wir ®5s(-,7) zu einer M(R)-invarianten

Abbildung auf M(R) fortgesetzt, die ihren Tréger in den M (R.)-elliptischen Konjugationsklassen
von M(R) hat.

Wir setzen weiter formal @p7(-, 7) = 0, wenn der Levifaktor M von G nicht kuspidal ist, also nicht
rangM (R) = rangM (R) N K., gilt oder dazu dquivalent M(R) keinen maximalen Torus iiber R
enthalt, der anisotrop modulo Ap(R) ist. '

1D Die L?-Spurformel

Um eine Formel fiir £(x)(h) zu erhalten, setzen wir im folgenden die beiden Resultate (1.6) und
(1.14) zusammen. Dazu bemerken wir, daf} fiir jede der dort auftretenden Levifaktoren M nach
der Produktformel

IDM (M)leo DY ()]0 = 1DM (MlooMoesyin DM (M)lw = 1

fiir alle (M, S)—Aquivalenzklassen v in M(R) gilt, wenn S hinreichend grofl gewahlt wurde. Indem
man (1.6) auf beiden Seiten durch die Wurzel aus diesem Ausdruck teilt, erhalt man

M
LG = X, Tt 22, (S, i) (1)

hae(7) = \/IDM (N5 Iag (Stin, 7, $a1 (h).

Weiter ist f, aus Hqo(G(R),£71), so daB fiir alle 7 in II(G(R),£¢~!) nach Konstruktion

mit

1) i (5 {1 T=H
: (=1) tr(T(F“)) {0 sonst
gilt. Nach (1.14) ist daher

D(M3|B(M))

(7, fu) = (—1)dim(4m\4c)

Sy, 1)

(=1)*™vol (M5 (R)/ A3, (R))

Dariiberhinaus verschwindet dieser Ausdruck nur fiir 4 halbeinfach nicht. Da die (M, S)—Aquiva-
lenzklasse eines halbeinfachen Elementes nach Konstruktion mit seiner Konjugationsklasse iden-
tisch ist, lauft die zweite Summe in der Formel fir £(p)}(R) tatsichlich nur iiber die Konjugations-
klassen halbeinfacher Elemente in M(R). Wie in (1.5) angegeben verschwinden a™ (S, v) aber nur
fiir M (R)—elliptische Elemente v nicht und ist dann gegeben durch

aM(S,7) = My )vol(M°(Q)\M (Q)(Aq)') = My )V°1(M°(Q)AM(R)\Mé’(Q)(/AQ)I)-

Dabei ist ™ (y) die Anzahl der Zusammenhangskomponenten des Zentralisators von v in M,
die Q-—rationale Punkte enthalten. Fir ein halbeinfaches Element v aus M(Q) kann weiter-
hin I} (Syin, 7, #a(h)) explizit angegeben werden. In diesem Fall sei nimlich P = M Np eine
standardparabolische Teilgruppe iber Q von G mit M als Levifaktor und mit unipotentem Ra-
dikal Np. Sei ép der Modulushomomorphismus von P. Bezeichne weiter K i, das Produkt iiber
alle endlichen Stellen v der maximalkompakten Teilgruppen K, = G(Z,) von G(Q,), so daB
G(/Aq) = (K P)(/Aq) gilt. Dann ist

B (Spins 7, d11(B)) = \/IDM (D)ls,en / hp (m™ ym)drin
M (AQ)sin\M(IAQ)sin
hp(m \/(5})(

Zusammenfassend erhalten wir damit

mit
/ h(k~ mnk)dn dk.
Kiin Np(/AQ)!,'n



¢

(1.29) Satz: Seien u eine endlichdimensionale, irreduzible uber Q definterte Darstellung von G
und h ein Element aus H(G(/AQ)sin). Dann gill fir die L%-Lefschetzzahl von h die Formel

im(An\ac) V6| (=1 ™)vol (M2 (Q) A3, (R)\M; (AQ) in)
/'L)(h’) Z ( 1)d (Aarh )WGlz VOI(MO(R)/A (R))

><<I>M'r/1\/6p7m/ / /
0 4) O Ksin INp(IAQ)sin IMSUAQ)1in\M(IAQ)sin

Dabei liuft in der ersten Summe M iber alle kuspidalen Standardlevifaktoren M idber Q, die
invariant sind unter der zu K. korrespondierenden Cartaninvolution. In der zweiten Summe ldufi
v dber alle Konjugationsklassen halbeinfacher Elemente in M(Q), die Q-elliptisch in - M(Q) sind
und deren unendliche Stelle R~elliptisch in M(R) ist.

h(k~'m~Yymnk)dm dn dk.

Fir jede Darstellung 7, in H(G(R), £) bezeichne myj (oo, Ko) die Multiplizitit, von 7 in der
Darstellung von G(R.) auf

LY(G(Q)\G(Aq)/Ko,€) = &7, L* ((G(R) N G(Q)z: Koz ') \G(R), £)

mit z; = 1, x2,...,Z, Reprasentanten aus G(/Aq)sin von G(Q)\G(Aq)/ Ko und Kj einer offenen,
kompakten Teilgruppe von G(/AQ)yin. Ist h biinvariant unter Ko, sei Rgisc(Too, h) der von h auf
der meo—isotypischen Komponente von L2(G(Q)\G(/Aq)/Ko,&) induzierte Operator, eine Matrix
aus M(mgise(7o, Ko), C). Als Konsequenz der L?-Spurformel fiir £(¢)(h) erhilt man dann das

(1.30) Korollar: Seien das Hichstgewicht von p reguldr und h biinvariant unter der kompaki-
offenen Teilgruppe Ko von G(/AQ)sin. Dann gilt

Zwmendm(i)tr(Rdisc(wm, ~1)9(®) Z 1)dim(4a\0) llvv[{//OG I|
<*1>“M*)vol(M°( Q) A3 (R\M (AQ)sin)
XZV vol(M3(R)/A3(R)) @pr (y, w)hna (7).

Dabei lduft in der ersten Summe M iber alle kuspidalen Standardlevifakioren M uber Q, die
invariant sind unter der zu K/ korrespondierenden Cartaninvolution. In der zweiten Summe lduft
v uber alle Konjugationsklassen halbeinfacher Elemente in M(Q), die Q-elliptisch in M(Q) sind
und deren unendliche Stelle R—elliptisch in M(R) ist.
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Kapitel 2 Die Gruppe GSp(4)

Sei im folgenden K ein Korper. Die Chevalleyform iiber K der symplektischen Gruppe ist die fiir
jede kommutative K—Algebra A durch

(2.1) Sp(2n)(A) = {a € M(2n, A) :*aJa= ]}
mit

0 E.\
(2.2) J = ("‘En 0 )

gegebene affine algebraische Gruppe iber K. Die Gruppe GSp(2n) ist die fir jede kommutative
K-Algebra A durch

(2.3) GSp(2n)(A) = {a € M(2n,A) :'a.J.a = paJ mit p, in A*}
gegebene Gruppe iiber K. Die Abbildung
(2.4) pa : GSp(2n)(A)—(Gm)a, ar— g
ist dann ein Gruppenhomomorphismus. Die Sequenz
(2.5) 1 Sp(2n) GSp(2n) £ Gp——1
1st exakt. Eine Matrix

v = A B

“\C D

liegt genau dann in GSp(2n)(A), wenn gelten
(2.6) uc="(4.c), 'WB=(DB), und wY)E,='A.D-'C.B.
Sei 14 die fur alle a in M (2n, A) durch
(2.7) Ia)=I4(a)=J -ta-J7}

gegebene Involution auf M(2n, A). Wegen J~! ='J = —J ist dann
Sp(2n)(A) = {a € M(2n, A) : I4(a).a =1},
GSp(2n)(A) = {a € M(2n, A) : I4(a).a = p(a).1}.
Die Involution I ist trivial auf dem Zentrum von M (2n, A). Fiir alle Matrizen aus M(2n, A) ist

(6 5)=1(C )=t )

A='D, B=-'B und C=-'C.

Der Raum aller I-invarianten Elemente in M (2n, A) hat daher die Dimension 2n(n — 1) iber A.
Sei allgemeiner B eine zentrale, einfache Algebra tiber K der Dimension (2n)2. Sei I eine Involution
auf B, die trivial auf dem Zentruin K von B ist. Der Raum der I-invarianten Elemente von B
habe die Dimension 2n(n — 1). Fir alle kommutativen K~Algebren A ist dann die durch

(2.9) Sp(A) = {z € Bk A :z.(I®ida)(z) = 1}

gegebene algebraische Gruppe Sp eine K~Form von Sp(2n) und die durch

(2.10) GSp(A)={z € B®k A:2.(I®ids)(z) € B®K A}

gegebene algebraische Gruppe GSp eine K-Form von GSp(2n). Die so definierten Zuordnungen
(2.11) (B, I) — Sg und (B, I) — GSg

parametrisieren die K-Formen von Sp(2n) und GSp(2n) respektive.

Im Rest dieses Abschnittes wollen wir die Standardlevifaktoren beziiglich des maximalzerfallen-
den K-Torus in der GSp(4) bestimmen. Hierfiir geben wir zunéchst einen Abri8 der releventen
allgemeinen Resultate aus [BoTi, III, IV, V |.

(2.8)

dquivalent zu
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2A Die Levifaktoren einer reduktiven Gruppe

Sei im folgenden G eine zusmmenhingende, reduktive algebraische Gruppe tiber dem Korper K.
Sei bemerkt, daB in jeder solchen Gruppe ein liber K definierter, maximaler Torus existiert.

Eine abgeschlossene Untergruppe P von G heifit parabolisch, wenn sie eine Borelgruppe von G
enthalt. Sei H eine Untergruppe von G. Ein Levifaktor von H ist dann eine abgeschlossene,
reduktive Teilgruppe L von H, so da8 H das semidirekte Produkt von L und dem unipotenten
Radikal R,(H) von H ist.

Unser erstes Ziel besteht jetzt darin, ein Vertretersystem fiir die iber X definierten parabolischen
Teilgruppen und ihre Levifaktoren zu konstruieren.

Seien dazu im folgenden weiter S ein zerfallender K-Torus.in. G maximalen Ranges, der im maxi-
malen Torus T von G enthalten sei. Die unten beschriebene Theorie ist identisch mit der absoluten
Theorie, wenn S ein maximaler Torus in G ist. Seien ®x die Wurzeln aus ® = (G, T)), die iiber K
definiert sind. Wir fixieren eine Ordnung auf ®x und bezeichnen die korrespondierenden einfachen
Waurzeln von &g mit Ag oder A, die positiven Wurzeln mit <I>I"} und die negativen Wurzeln mit
®5. Fir jede Teilmenge I von Ag bestehe die Teilmenge [I] von $x aus allen Wurzeln in @k,
die in der von I erzeugten abelschen Gruppe liegen. Wir setzen

w(I)=[[Ju®}k und  A(l) = (®x - [I])N&L.
Nach Konstruktion haben diese die Eigenschaften
()~ = —=(I) und =) n=(l)".

Nach Konstruktion ist

(2.12) S(I) = (N{ker(e) : a € I})°
ein Torus in G, der liber K definiert ist. Als Zentralisator des Torus S(I) in G ist
(2.13) Ls(I) = CG(S(I))

nach [Hu, p.140, Theorem und p.159 Corollary A ] eine zusammenhangende, reduktive Teilgrupppe
von G. Da S tber K definiert ist, ist sie iiber K definiert. Jede Wurzel aus @k, die auf S(I)
verschwindet, ist eine ganzzahlige Linearkombination von Elementen aus I. Somit besteht [I] aus
den Elementen von ®g, die auf S(I) verschwinden. Daher ist speziell die Liealgebra von Lg(I)
die direkte Summe der Liealgebra von T und der direkten Summe der Eigenraume zu den Wurzeln
aus [[]. ‘

Fiir alle Wurzeln aus ®k sei U, die zu o assoziierte unipotente Einparametergruppe in G. Sie ist
dadurch charakterisiert, daf es einen Isomorphismus f, : G,—U, gibt mit

t.fu(2) 17! = fola(t).z)

fir alle ¢ in T und z in U,. Mit « ist auch U, uber K definiert.

Da globale und infinitesimale Zentralisatoren von Tori nach [Hu, p119, Proposition (18.4)A] kor-
respondieren, ist speziell Lg(I) die von T und den Einparameteruntergruppen U, mit o aus (1]
erzeugte Teilgruppe von G. Sei Us(I) = U(I) die von den zu allen Wurzeln « aus A(J) korrespon-
dierenden Einparameteruntergruppen U, erzeugte Teilgruppe von G. Mit den Uy ist auch U(I)
liber K definiert. Die standard-parabolische Teilgruppe Ps(I) = P(I) ist dann die von T
sowie U(I) und allen U, mit « in [I] , also die von L(I) und U([), in G erzeugte Teilgruppe.
Alle standardparabolischen Teilgruppen sind iiber K definiert. Weiter sind alle maximalen Tori,
die S enthalten in Cg(S) konjugiert. Daher kann speziell T durch einen maximalen K—Torus aus
Cg(S) ersetzt werden, wenn P(I) das semidirekte Produkt von L(I) und U(I) ist. Aber nach
Konstruktion enthalt P(I) nur die zu Wurzeln aus w(I) korrespondierenden Einparameterunter-
gruppen U,. Weiter normalisiert L(I) die Gruppe U(I). Somit ist L(I) ein Levifaktor in P(I).
Die Gruppe U(I) ist das unipotente Radikal von P(I).

Die Gruppe P = P({) ist eine minimale, iiber K definierte parabolische Untergruppe von G. Die
Gruppe P(A) ist ganz G und ist identisch mit ihrem Levifaktor. Insbesondere ist Ps({) eine iiber
K definierte Borelgruppe in G, wenn S ein maximaler Torus in G ist.
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Daf auf diese Weise tatsichlich ein Reprasentantensystem fiir iiber K definierte parabolische Un-
tergruppen und Levifaktoren von G konstruiert werden kann, folgt aus den Hauptresultaten von
[BoTi].

Seien namlich P eine tiber K definierte parabolische Untergruppe von G und § ein zerfallender
Torus maximalen Ranges, der in ihrem Radikal liegt. Dann gibt es eine Ordnung der K—Wurzeln
®x von S in G, so dafl P = PS(Q}) gilt. Die iiber K definierten Levifaktoren in P sind sind
die Zentralisatoren in G der zerfallenden K-Tori maximaler Dimension in R(P). Insbesondere ist
P genau dann minimal, wenn ihr Radikal einen zerfallenden K-Torus maximalen Ranges in G
enthalt.

Je zwei minimale, tiber K definierte parabolische Untergruppen sind iiber K konjugiert; sogar durch
die iiber K definierten Elemente der Weylgruppe eines festen zerfallenden K-Torus maximalen
Ranges im Radikal einer fixierten minimalen, uber K definierten Parabolik. Als Konsequenz sind
je zwei zerfallende K—~Tori maximalen Ranges in G iiber K konjugiert.

Set jetzt Py eine fixierte, minimale, iber K definierte Parabolik in G und S ein maximalzerfallender
K-Torus in R(Pp). Dann ist jede iiber K definierte Teilgruppe parabolische Teilgruppe P in G,
die Py enthalt, iiber K zu genau einer der standard-parabolischen Teilgruppen Ps(I) konjugiert.
Die iiber K definierten Levifaktoren einer uiber K definierten Parabolik sind iber K konjugiert.
Wir schlieflen so, dafl jeder uber K definierte Levifaktor iber K zu genau einem der Standardlevi-
faktoren Lg(I) konjugiert ist. Hier wie im folgenden stehe dabei ‘Levifaktor’ kurz fiir ‘Levifaktor
einer parabolischen Teilgruppe von G’.

Insbesondere ist es fiir die Konstruktion eines Reprasentantensystems der G(K)-Konjugations-
klassen iiber K definierter Paraboliken und Levifaktoren unerheblich, welcher maximalzerfallende
Torus S und welche Ordnung auf ®(G, S) gewahlt wurde.

2B Levifaktoren in der Gruppe GSp(4)

Im folgenden wollen wir ein System von Standardlevifaktoren in G = G'Sp(4) berechnen. Sei dazu
T = Typir der zerfallende maximale K-Torus. Fiir jede kommutative K—Algebra E bestehen
dessen E-wertigen Punkte aus den Diagonalmatrizen

2.14 diag(a,b,ca™?, eb™? mit a,b,¢in E*.
(2.14) g

Um die Wurzeln von (G, T) zu berechnen bestimmen wir zundchst die Liealgebren von G und T
sowie die Eigenwerte der Operation ad von LieT' auf LieG. Genau dann liegt eine Matrix aus
M(4,E) in LieG, wenn

wron (5 )= (e (6 B (5 B) (oG B))
(5§ B25)

iber der Algebra Ele] der dualen Zahlen gilt. Daher besteht Lie G(E) aus allen Matrizen in
M (4, E) der Form

(2.15) (é ol tA) mit @ in E, B ='B, C ='C.
o

Ein Element H von Lie G(E) liegt genau dann in Lie T'(E), wenn es
Es+ eH = diag(z + ez’ y + e/, (a+ ead’)(z + ez') 7L (a +ed' )y + €)™ )

erfiillt. Beachtet man (a + eb)™! = a=! + ¢(—ba~2), folgt somit, dal LieT(E) aus allen Matrizen
der Form

(2.16) H = diag(a,b,c—a,c—b) mit a,b,c inF
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besteht. Mit £j; den Standardbasiselementen von M (4, E) gilt dann
adH(E’u - E33) = adH(Ezz bt E44) = adH(Ess + E44) = 0, ‘

adH(Em - E43) = (CL - b)(Elg - E43), a,dH(Els) = (2(1 _ C)E13,
adH(Ezl - E34) = —(a - b)(E21 - Esq), adH(E31) = -——(2& - C)E31,
adH(E14 + E23) = (a +b-— c)(E14 + Ezs), adH(E24) = (21) - C)E24,

adH(Es2 + E41) = —(a + b — ¢)(E32 + Ea1), adH (E4g) = —(2b ~ ¢) Ess.

Explizites Rechnen zeigt, dafl die Eigenvektoren von adH auch Eigenvektoren fiir Ad sind. Als
Whurzeln von (G, T') erhalten wir die fiir alle a,b, ¢ aus E* durch

o (diag(a,b,ca™?, cb™ 1)) = ab~1, az(diag(a,b,ca™t, cb1)) = b2cL,
oy (diag(a, b, ca=t, cb™1)) = a’c™?, a4(diag(a,b,ca™?, cb™1)) = abe™!.

gegebenen Morphismen «; : T—G,, und ihre Inversen. Sie sind alle iber K definiert. Wir
wahlen aj,as, a3, a4 als positive Wurzeln. Die Relationen 2¢ — ¢ = 2(a — ) + (2b — ¢) und
a+b—c=(a—>b)+(2b- c) in additiver Notation zeigen, dal die Wurzeln ¢ = o; und 8 = a3
dann die primitiven Wurzeln A fiir diese Ordnung sind. Sei h = diag(a,b,ca™?,cb™1) aus T(E)
fixiert. Genau dann ist a(h) = 1, wenn a = b gilt. Somit ist

(ker(a))(E) = {diag(a,a,ca™*,ca™) : a,cin E*}.
Genau dann ist 8(h) = 1, wenn b2 = ¢ ist. Daher gilt
(ker(8))(E) = {diag(a,b,ba,d) : a,b in E*}.

Die einzigen echten, nichtleeren Teilmengen von A sind {a} und {B8}. Fir sie ist [o] = {a, —a}
und (8] = {8, ~B}. Deshalb ist L{«) der Zentralisator in G von ker(a) und L(#) der Zentralisator
in G von ker(f). '

Wir berechnen zunéchst L(a). Jedes Element aus M (4, E), das (ker(a))(E) zentralisiert, ist von
der Form diag(A, B) mit A, B aus M(2, E). Genau dann liegt diag(A4, B) in G, wenn B = c'A™!
fir ¢ in E* ist. Daher gilt

(2.17)

_ A 0 Ain GL(2,E)
(2.18) @@ ={(§ wi ) oo e}
fiir jede kommutative K—Algebra E. Weiter ist die fiir jede kommutative K—Algebra E durch
(2.19) bo : GL(2,E) x (Gp)k(E)—L(a)(E), (A, c)— (4,c471)

gegebene Abbildung ein Isomorphismus iiber K definierter algebraischer Gruppen. Folglich ist
L(c) isomorph zu GL(2) X (Gm)k . Fiir jedes Element diag(A4,cA™!) aus L(e)(E) gelten

(2.20) I(diag(A,c'A™Y)) = diag(cA™?, *4)  und  I(diag(A,0)) = diag(0,*A).
Wir berechnen jetzt L(f). Genau dann liegt ein Element
A B
x=(5 )

aus GL(4, F) in L(f), wenn

HA HB \_y(H 0 \_(H 0 \,_(AH ¥BH™
pH-'C »H-'D)T "\ 0 #H')T\0 82H)"T\CH ¥DH?

fiir alle Diagonalmatrizen H = H(a,b) = diag(a,b) aus GL(2, E) gilt. Daher sind A und D
Diagonalmatrizen. Aus

52 e teyr aleis = 2 a”? 0 €11 Ci2
b=lcar b7legs 0 bt €21 €22

_f[er ez a 0\ _ [aciy ci2b
T \ca ca 0 b)) \aca ca2b
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fiir alle a, b ungleich Null folgt ¢;; = ¢13 = ¢3; = 0. Daher hat X die Form
X = diag(ay, a2, dy, da).
Die Relation

apdy 0 _tap _trn
(0 agdz—bc)—AD CB=d F,

ist genau dann erfiillt, wenn d = asds —bc und d = a,d; gelten. Daher ist die fiir jede kommutative
K~-Algebra E durch

@5 : GL2)(E) x (Gm)k (E) —— L(B)(E)

z~1 det (Zfi) 000

2.21 .
( ) ((a b),a:)»——-» 0 aQb
c d 0 0z0
0 c0d

gegebene Abbildung ein Isomorphismus liber K definierter algebraischer Gruppen; L(f) ist iiber
K z2u GL(2) x (Gm)k isomorph. Fir jedes Element aus L(B) ist

(2.22) ros((28)e)) =ae (e B)as("(2 1) o).

Die oben angegebenen allgemeinen Resultate der Theorie reduktiver Gruppen zeigen daher

(2.23) Lemma: Sei M ein dber K definierter Levifaktor in G = GSp(4). Dann gilt genau eine

der folgenden Mdéglichkeiten

(1) M ist ein zerfallender mazimaler K -Torus in GSp(4) und es gibt ein Element g aus G(K),
so daff Adg aus der Weylgruppe von T,piy in G ist und M = Adyg (Tspm) =g Tspir 971 gilt.

(2) M ist durch ein Element aus G(K) entweder zu L(c) oder zu L(B) konjugiert.

(3) M ist identisch mit GSp(4).

Wenn M dber K konjugiert zu L(a) oder L(f) ist, dann ist M insbesondere tber K zur algebrai-

schen Gruppe GL(2) x (G, )k tsomorph.

Als néchstes sollen fiir den maximalzerfallenden Torus T' = Typi; in G Reprasentanten der Weyl-
gruppe W(G,T) = Ng(T)/T berechnet werden. Mutatis mutandis reicht es hierfiir nach [Knapp,
pp.102-103] die Weylgruppe der Liealgebra zu berechnen. Hierzu versehen wir den Vektorraum
Lie T mit dem fir alle X, Y aus LieT durch

<X, Y >=tr(XY)

gegebenen inneren Produkt und identifizieren Lie 7" = Hom(Lie T, K) tiber < , > mit LieT. Die
Weylgruppe von Lie T wird dann erzeugt von allen durch

2< fia>
<o,ua>

s(@)(f)=Ff o mit & in ®(G,T)
gegebenen Spiegelungen s(«) von LieT™* in sich. Ist H(a) aus LieT mit < H, H(a) >= o(H) fiir
alle H in LieT, dann gelten < f,a > @ = a(f)H(a) und < a,a >=< H(a), H{a) >. Allgemein
gilt

tr(diag(z, yz — =,z — y) - diag(a, b,c — a,c — b)) = 2z¢c — z(a + b) — c(z + y) + 2za + 2yb

fiir alle Elemente diag(z, y, z — z, z — y), diag(a, b,c — a,c — b) aus LieT". Explizites Rechnen zeigt
dann folgendes abschlielende
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(2.24) Lemma: Die Weylgruppe W(GSp(4), Tspiiz) besteht aus der identischen Abbildung und
den fir alle Elemente diag(a,b,ca™!,cb™!) aus Typi: wiefolgt gegebenen Abbildungen

0 1
(1) (diag(a,b,ca™?, cb™1)) = Int 1.0 0 1 (diag(a, b,ca™?, cb™1))
1 0
= diag(h,a,cb™ !, ca™?),
0 0 1
s(az)(diag(a,b,ca‘l,cb‘l)):Intv 2 (1) 8 o (diag(a,b,ca'l,cb"l))
YR
= diag(ca™,b,a,cb™?),
-1
s(as)(diag(a, b, ca™t, cb™!)) = Int 8 (1) é (diag(a, b, ca™?,cb™1))
1 0 0
= diag(a, ¢!, ca™t,b),
1
s(as)(diag(a,b,ca™?,cb™!)) = Int 1 1 )(diag(a,b,ca‘l,cb"l))
. ,

= diag(cb™*, ca”

s91(diag(a, b,ca™t,cb™1)) = Int (diag(a,b,ca™t,cb™1))

-1
= diag(cb™?,a,b,ca™?),
1 0
s3, (diag(a,b,ca™?,cb™")) = Int 1 0 0 1 (diag(a, b, ca™?, cb™1))
0 -1
. = diag(ca™t,cb71, a,b),
vl
0 0 !
sy, (diag(a,b,ca™!,cb™!)) = Int ‘E) 1 0 (diag(a, b,ca™t, cb™1))

0 0 -1
= diag(b,ca™!,cb™!, a).

Dabei ist 551 = s(z) o s(a1) und (Intg)(z) = gzg™!. Insbesondere ist die Weylgruppe isomorph
2u der von den Elementen a und b mit

at=e, b =e und ba = a3b

erzeugten achtelementigen Gruppe Dg.
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Teil 2

Die gemittelten diskreté Serie
Charaktere an der unendlichen Stelle




Crea

Kapitel 3 Der Faktor &s(y,7)

Wir diskutieren in den folgenden Abschnitten die Funktionen ® (%, 7) fiir die Standardlevifaktoren
M iiber dem Korper Q der rationalen Zahlen L(a), L(8) und G der Gruppe G = GSp(4). Ziel

dieses Abschnittes ist es, eine Formel fiir ®¢(7, ) anzugeben.

In diesem Fall ist der Torus Aps identisch mit dem Zentrum der algebraischen Gruppe G. Insbe-
sondere ist damit die Zusammenhangskomponente A%(R) der reellen Punkte von Ag gerade

(8.1) ¢(R) = {diag(a,a,a,a): a > 0}.

Sei B ein iiber Q definierter Torus in G, dessen reellen Punkte gegeben sind durch

a 0560

(3.2) B(R):{c _Obggg ca? 402 =224+4? =1 und c#O}.
0 —y0«z

Dann ist |

(3.3) Z(B) = {diag(e, €, €,€) 1 € = £1}.

An dieser Stelle erinnern wir daran, dafl wegen der Iwasawazerlegung G(R) = Ko A(R)N(R) gilt
2(G) = 1dim(Keo Ac(R)\G(R)) = dim(Ag(R)\A(R)N(R)). Jetzt ist Ag(R)\A(R) zweidimen-
sional. Weiter bilden die Matrizen Eig — E43, E13, E14 + E23 und Ey4 eine Basis der Liealgebra

von N(R). Folglich gilt
(3.4) q(GSp(4)) = 3.

(3.5) Berechnung von Lie B: Wir berechnen zunéachst die Liealgebra und die Weylgruppe von
B, um dann insbesondere die Langlandsparametrisierung von 7 explizit machen zu kénnen. Genau

dann liegt ein Element

_ A B . a) a bl bz c1
H_<C /\Ez—tA> it (as a4>’<bz b4)’<62

in Lie B(R), wenn gilt

22> aus M(2,R) und A aus R
4

14 ¢€a; €ay eby €bs
cas 1+ €aq €ba €ba
€cy €co 1+ ¢e(A—ay) —eag
€Co €cq —€ay 14+ e(A —~ aq)
a+ae 0 b+ be 0
’ /
:E4+€H=(IL+N’€) —(b—(i)—b’e) :E-ibz‘f a+0a/€ y+0y€
0 —(y+ve) 0 z+2'c
ap +e(p'a+a'p) 0 b+ e(pb’ + p'b) 0
0 pz + e(pz’ + zp') 0 py + e(py’ + yu')
—bp + e(—(p'b+ ' p)) 0 pa + e(pa’ + p'a) 0
0 —py +e(—(py’ +yp')) 0 pz + €e(pz’ + zp')

A priori sind as = a3z = ¢z = b = 0. Aus der Gleichung ¢bs = py + e(py’ + ypu') folgt y = 0. Aus

14 ¢(A—aq) = pz + e(pz’ + zy') und

I}
1:det<_1'+136 y+y’€) :(1?2+y2)+6(213.’13’+2yyl)

(y+ye) z+ae
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folgt x = +1 und pp = z. Aus 2z2’ = 0 folgt ' = 0. Somit ist A — aq = zy'. Wegen eb; =
pb+e(ub’+bp’) ist b = 0 und by = zb’. Aus 1+€(A—a1) = pa+e(pa’+ap') folgt zusammen mit der
Determinantenbedingung 1 = (a® +b%) + ¢(2aa’ + 2bb’) wie oben o’ = 0 und @ = z = 1. Somit ist
A—ay = zp'. Aus l+eaq = pr+e(pa’+zp’) folgt ag = zp'. Wegen ecy = —py+e(—(py’ +yp')) ist
co = —py = —zy. Auszp’ = ay = A—zp’ erhalten wir A = 2zp'. Wegen 1+ca; = pa+e(pa’+ap’)
gilt a; = zy’. Die Gleichung ec; = —pb + e(—(ub’ + bu')) impliziert ¢; = —zb’. Folglich gilt

z 0al
0 z 00
—a 0 z0
0 b0z
In einem ersten Schritt wollen wir exp H(z, a, b) fiir komplexe Zahlen z, a, b berechnen. Da zE4 im
Zentrum von M (4, C) liegt, ist zunédchst H(z,q,b) = expz exp H(0,a,b). Fir jede nichtnegative
ganze Zahl k folgt induktiv

2k 2k+1
0 a a®* 0 0 a 0 a?k+1
(_a 0) - (-1)7" ( 0 a2k> und (_a 0) = (—l)k <_a2k+1 0 ) .
Deshalb ist

0 a)_~—= (-1)f fa®* 0 (=1)* 0 a?®*1\ /[ cosa sina
exp <—a 0)—Zk=0 2k! 0 a% +(2k+1)! —a2k+1 0 “ \ —sina cosa

Fiir alle komplexen Zahlen z,a, b erhalten wir somit insbesondere

(3.6) LieB = {H(G)(z,0,0) = ‘a,b,cin R} =< By, Bis ~ Fa1, Fas— Fay > .

cosa 0 sina 0
0 cosb 0 sinbd

—sina 0 cosa 0
0 —sinb 0 cosbh

(3.8) Berechnung von ad H(G)(z,a,b): In einem nédchsten Schritt berechnen wir jetzt die
Whurzeln und die Weylgruppe von (G, B). Explizites Rechnen zeigt, dafl fir alle z,a,b in R. gilt

adH(G)(z, a,b)(Fy) = adH(G)(z,a,b)(E13— E31) = adH(G)(z,a,b)(Faq — F43) =0,
adH(G)(z,a,b)(Era+ E23) = a(Egy1 — Es4) + b(E12 — Ea3),
adH(G)(z,a,b)(E3g + F41) = a(E13 — E43) + b(E21 — Es4),
adH(G)(z,a,b)(E12 — FE43) = (—b)(E14 + Ea3) + (—a)(Esz + Ea1),
adH(G)(z,a,b)(Ea — E34) = (—a)(E14 + E23) + (—b)(E32 + Eq1),
adH(G)(z,a,b)(Ev1 — E33) = (—2a)(E13 — E31) + (—4a)Es;,
adH(G)(z,a,b)(Es1) = a(E11 — Es3),
adH(G)(z,a,b)(E42) = bEq4 + (~b)(E11 — Fa3) + (—2b)(Ezz + Eua),
adH{G)(z, a,b)(E3s + F44) = a(E13 — E31) + b(E2a — Es2) + (2a)E31 + (20) Fag.
Beziigl.ich der so angeordneten Basis von Lie G hat adH(G)(z, a, b} die darstellende Matrix

(3.7 exp (H(G)(x,a,b)) = expz

000 006 0

000 —2a0 0 a

000 000
00—b—a
00—a -b
adH(G)(z,a,b) = ba 0 0
ab 0 0

0 a-b 0

—4a0 0 2a

0 2b

-2 0
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Die Eigenwerte von adH(G)(z, a, b) sind daher die Nullstellen des Polynoms

~-X 0 b a
3 0 —-X a b X =-a (X =b
Xodet | o x o |9ty x il x
a

(3'9) X3 4 2 2 2 2 2\2 2 2 2 2
= X3 (X* +2(a® + 69 X? + (a® +b%)?) (X? + 40?) (X? + 4b%)

= X3(X — i(a +8)) (X +i(a+)) (X — i(a - ) (X + i(a— 1))
(X — 2ia) (X + 2ia) (X ~ 24b) (X + 2ib)
Ingbesondere hat B(R) keine reellen Wurzeln.

(3.10) Positive Wurzeln: Als positive Wurzeln seien die fiir alle komplexen Zahlen z, a, b durch
Br(H(G)(z,a,b)) = 2ib, Ba(H(G)(z,a,b)) = 2ia,
BH(G)(w,0,0) =i(a—b),  Pa(H(G)(z,a,b)) = i(a+D)

definierten Funktionen fi, ..., B4 auf Lie B(C) gewahlt. Wegen 2ia = 2ib+2i(a—b) und i(a+b) =
2ib + i(a — b) sind By, B2 die einfachen Wurzeln.

(3.11) Berechnung von W (G, B): Bezeichnet y den Ahnlichkeitscharakter von GSp(4), dann
ist By = B Nker p ein maximaler Torus in Sp(4), dessen Liealgebra Fi3 ~ E3; und Ey4 — E49 als
Basis hat. Die fiir alle X,Y in Lie By(C) durch f1(X,Y) = — £tr(X.Y) definierte Spurform ist
ein inneres Produkt auf Lie By (C). Wegen

tr((a(E1s — Es1) + b(E24 — Ea2).(z(E13 — Ea1) + y(E2a — Eg2))
= tr(diag(—az, —bz, —az, —bz)) = —2(az + by)

ist By positiv definit auf Lie By (R.). Wir versehen Lie B(C) mit dem fiir alle H(z, a,b), H(z',d’, V)
aus Lie B(C) durch

(1) Bo(H(z,a,b),H(z', o', ¥')) = zz’ + B1(H(0,a,b), H(O, ', V")) = zz’ + aad’ + bb’

gegebenen inneren Produkt. Dessen Restriktion auf Lie B(R) ist positiv definit, so daff das Paar
(Lie B(R), Bg) ein Euklidischer Vektorraum ist. Mittels Pullback induziert By ein Skalarprodukt
auf Lie B(C)* und Lie B(R)*. Die Weylgruppe von Lie B(C) wird erzeugt von allen durch

(2) s(a)(f) = gzgi’ a))a mit « in ®(G, B)

gegebenen Spiegelungen s(a) von Lie B(C)* in sich. Fir H(a) aus Lie B(C) mit Bo(H, H(a)) =
a H) fir alle H in L1e B(C) ist dann Bo(f, @) = a(f)H(«) und Bo(a, ) = Bo(H(a), H(«)). Die
Kowurzel zu e ist ¥ = 2By (H (o), H(a))~ 1H(o:) Sei s; die zu den Wurzeln f; korrespondierenden,
fiir alle H in Lie B(C) durch

(3) si(H) = S(ﬂ,)(H) =H - 23_0?%?%{1'—)11’. mit H; = H(ﬂ)

gegebenen Spiegelungen in Lie B(C). Explizites Rechnen zeigt, daf sie fiir alle komplexen Zahlen
z, a, b gegeben sind durch

(4) 51(H(G)(z,a,b)) = H(G)(=,a,~b), s2(H(G)(=,a,b)) = H(G)(z,b,a),
s3(H(G)(z,a,b)) = H(G)(z, —a,b), s4(H(G)(z,a,b)) = H(G)(z, —b, —a).

Als Kowurzeln ) zu den Wurzeln §; erhalten wir weiter die Vektoren
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Wir rechnen weiter 7
s(H(z,a,b)) = (s3054)(H(z,a,b)) = ss(H(z,—b,—a)) = H(z, b, —a),
s*(H(z,a,b)) = s(H(z,b,—a)) = H(z,—a, —b),
s (H(z,a,b)) = s(H(z, —a, —b)) = H(z,-b,a),
s*(H(z,a,b)) = s(H(z,—=b,a)) = H(z, a,b).

Um die Abbildungen s; explizit als innere Automorphismen von Lie B(C) darzustellen, notieren
wir zunachst

(3 D)= DS OGE D=0 )
(D5 =(5 )

fur alle komplexen Zahlen a,b. Deshalb ist insbesondere
s1 = Int(diag(v=T, -1, V=T, 1)) und sy =Int(diag(~1, v, 1, V- )).

Dariiberhinaus rechnen wir fiir idempotente und symmetrische Matrizen A in GL(2, C) und alle
Matrizen B in M(2,C), daf§

(8 D% D)=(¢ D5 D D-(he )
Folglich ist
o (8- 2)

Wegen s4 = 51 0 83 0 83 ist weiter

o1 = ot [ing(— T, T, VT, v g [ (00), (01)]] = 1o [ [(ﬂ o) ()]

und wegen s = s; o §3 haben wir

s = Int [diag(\/—_l,—l,\/—_l,l)diag[((l)(l)),((1)(1))”:Int [diag[(_ol 0‘1 ((1"/0‘—1>”

Wegen , .
() = w000 = (5 7)

€ €

und

fir € = 31 erhalten wir somit

(3.12) Lemma: Die Weylgruppe W(G, B) von G beziglich B besteht aus der identischen Abbil-
dung von Lie B(C) und den fur alle komplezen Zahlen z,a,b durch

s1(H(z,a,b)) = H(z,a,—b) = (Int diag(v/~1, -1, /-1, 1)) (H(z, a, b)),
(

sa(H(z,0,8)) = H(z,b,a) = (Int diag(<(1’ 0) ( )))
(

s3(H(z,a,b)) = H(z, —a,b) = (Int diag(—1,v~1,1, vV~1)) (H(z,a,b)),

H(z,a,b)),

s4(H(z,a,b)) = H(z,—b,—a) = (Int diag(— ((1) (1]> , ((1) é))) (H(z,a,b)),
s(H(z,a,b)) = H(z,b,—a) = (Int diag(<_01 */0‘_1> : (1) \/()q)))(H(x,a,b)),

s?(H(z,a,b)) = H(z,—a, —b) = (Int diag(—E>, E»)) (H(z, a,b)),
s3(H(z,a,b)) = H(z,—b,a) = (Int diag((\/(i—l é) (\/0_—1— —01>)> (H(z,a,b))
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L8

gegebenen Automorphismen von Lie B(C). Dabei ist
H(l’, a, b) = H(G)(.’L‘, a, b) =zFEs+ a(E13 - E31) + b(Foy — E42)
und (Int g)(X) = gXg~'. Insbesondere ist W(G(R), B(R)) vierelementig und besteht aus der

identischen Abbildung, s, s4, und s2.

Beziiglich der geordneten Basis Fy,e3 = F13 — E3; und ey = Eq4 — E4 von Lie B(C) haben diese
Automorphismen die Matrizendarstellungen

1 1 1 1 1
s = 10 ], sp= 01], s3= -1 , Sa4= 0 -1}, s= 01}].
0-1 10 1 -1 0 -10

Deshalb folgt insbesondere die

(3.13) Bemerkung: Es gilt det(s;) = det(sg) = det(s3) = det(s4) = —1 und det(id) = det(s) =
det(s?) = det(s®) = 1. :

Wir bezeichnen mit 3, (E13—FE31)" und (Eg4—E42)" diezu E4,e3 = E13—FE3; und €3 = Egg—Eys
duale Basis von Lie B(C). Insbesondere ist in den Bezeichnungen von (3.10) dann

B1 = 2i(E2q — Eg)", Bz = 2i(E13 — F31)",

B2 = i(E1s — Ez1) —i(Eas — Ea2)",  Ba = i(E13 — E31)" +i(Eas — Ea)".
In der von e; und ey aufgespannten Ebene im dreidimensionalen reellen Vektorraumm Lie B(R))

liegen die nicht reguldren Elemente von Lie B(R) auf den von ey, €2, e3 ~ 1 und e; -+ ey erzeugten
Teilvektoraumen. Formaler gilt somit die

(3.14) Bemerkung: Genau dann ist fir kompleze Zahlen z,a,b ein Element H(G)(z,a,b) aus
Lie B(C) regulir, wenn a und b beide ungleich Null sind und a # b ist.

Sei jetzt f = a1 B} + a2(E13 — E31)" + az(Eaq — E43)" ein lineares Funktional auf Lie B(C). Wir
berechnen die Werte von f auf den Kowurzeln zu den positiven Wurzeln §; wegen (3.11)(5) als
f(ﬁ;’): f(H(O: Oa _7')): —’1:0,3, f(ﬁ%/): f(H(O) _217')): Z(a3 - a2))

Folglich ist f nur dann positiv auf alle positiven Kowurzeln, wenn es positive reelle Zahlen b9, b3
gibt mit ay = ibs, az = ibs. In diesem Fall ist —i(ap + ag) positiv und iag — tag = —bs + by. Wir
haben damit gezeigt

(3.15) Bemerkung: Genau dann ist ein lineares Funktional
f=a1E} + ay(E13 — E31)" + az(Ez4 — Eg2)"
auf Lie B(C) positiv auf den positiven Kowurzeln 8Y, By, B3, 5y, wenn es reelle Zahlen 0 < b3 < b,
gibt mit ag = iby und a3z = ibs .
Die halftige Summe der positiven Wurzeln von (G, B) ist

1 : . .
(3.16) pB = §(ﬁ1 + Ba + Bs + Bs) = 2i(E1z — Es1)" + i(Eaq — Eq2)".
Fiir alle komplexen Zahlen z, a, b rechnen wir somit (f — pg)(H (2, a, b)) = (a1 E} +i(ba — 2)(E13 —
E31)"+i(b3—1)(E24— Es2)")(H(z,a,b)) = ayz+i(by—2)a+i(bs—1)b Daher ist durch exp (f—pg)
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‘ein Quasicharakter auf exp Lie B(R) definiert. Dessen Restriktion auf A%(R) ist fiir alle positiven

reellen Zahlen x gegeben durch

(317) exp ((f — o)) (H(,0,0)) = exp(a12).

Fiir einen Quasicharakter g auf Z(B) = {£1}ist 1 = g(1) = g(—1)g(—1), sodal g zum einen durch
die Zahl g(—1) bestimmt ist und zum anderen g(—1) eine der Zahlen —1 oder 1 ist. Folglich ist g
entweder der triviale Charakter oder der durch g(—1) = —1 definierte Signumcharakter auf Z(B).
Die komplexe Zahl a; und der Charakter g sind so zu wahlen, daf}

(3.18) (cx) = g(e) exp (a12)
fiir alle e = +1 und = > 0 gilt.

(3.19) Die Gruppe H: An dieser Stelle sei ein kurzer Exkurs eingeschoben. Wir bezeichnen
mit A die iiber den ganzen Zahlen definierte Teilgruppe von GSp(4), deren A-wertigen Punkte
fiir jeden kommutativen Ring A gegeben sind durch

gog 0 (CCL 3) , (: g)) aus GL(2, A)
(3.20) H(A) = 2Ry
c0d0 i+ d ab —d Ty
020w mit det cd) = et w
und in der B als maximaler Torus enthalten ist. Vergleicht man Dimensionen, folgt, dafl die
Vektoren E4, E13 — E31, E24 — E42, E11 - E33, ESl) E42, E33 -+ E44 eine Basis von Lie H(C) bil-
den. Beziiglich dieser Basis hat fir Y = zF4 + a(F13 — Fa1) + b(EF24 — E42) aus Lie B(C) der
Endomorphismus adY von Lie H(C) die Matrizendarstellung

000—2a0 b a
000 0 0 0 b
000 0 e—-b 0
—4a0 0 2a

0 2b

-2b 0

adY =

Das charakteristische Polynom von adY ist somit
det(X — adY|Lie H) = X3(X — 2ia)(X + 2ia)(X — 2b)(X + 2ib).

Die Wurzeln von (H, B) sind daher £y, 83 und ihre Inversen. Die Weylgruppe von (H, B) enthilt
die Reflektionen sy, s3, also auch s; o s3 = s3 0 §; = 52. Zusammenfassend gilt also das

(3.21) Lemma: Die Wurzeln von (H, B) sind (1,03 und thre Inversen.. Die Weylgruppe
W(H, B) ist vierelementig und besteht aus den Reflektionen id, sy, s3 und s?2.  Die Gruppe
W (H(R), B(R)) ist zweiclementig und besteht aus der Identitdt und s2.

Das Zentrum von H besteht aus den Matrizen diag(a,a,bd,b) mit a? = b%2. Folglich besteht
A% (R) aus den Matrizen diag(a,a,a,a) mit einer positiven reellen Zahl a. Die Liealgebra von
(Ko N H)A%(R) hat somit die Vektoren E4, E13 — E3i1, Eoq — E42 als Basis. Der Quotient von
Lie H nach diesem Teilraum ist vierdimensional. Folglich gilt

1
(3.22) 9o(H) =3 dim(H /(Ko N H)AL(R)) = 2.
Wir beenden hier den Exkurs.

(3.23) Berechnung von ®¢(v, r) fiir regulare Elemente y: Wir haben alle Voraussetzungen,
um fiir ein regulares Element H = H(z,a,b) in Lie B(R) den in (1.27) angegebenen Ausdruck fiir
®c (7, 7) zu berechnen. Dabei sei in der Notation oben (g, f) der normalisierte Langlandsparameter
von 7. Zunéachst ist

AG(H(G) @, a,8) = (¢ — e (¢ = e™) (4o — o=4(040) (cha=) - (=50
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Fﬁl’ f = alE’Q + ibz(El;; - E31)A + ib3(E24 - E42)A mit 0< b3 < b2 ist welter

D rew(a.m) det(t)exp (f ot~ )(H(G)(x,,0))
= det(id) exp (f(H(G)(z, a,b))) + det(s)exp ((f o s} (H(G)(z, a,b)))
+ det(s?) exp ((f o s*)(H(G)(z, a,b))) + det(s®) exp ((f o s)(H(G)(z,a,b)))
+ det(sy)exp ((f o 51)(H(G)(z, a,b))) + det(sz) exp ((f o 52)(H(G)(z, a, b)))
+ det(ss) exp ((f o s3)(H(G)(z, a,b))) + det(ss) exp ((f o s4)(H(G)(z, a,b)))
= exp (F(H(G)(2,0,5))) + exp (F(H(G)(z, ~b,0)))
+ exp (f(H(C)(z, ~a,~b)) + o (F(H(G)(z, b —a))
~ [exp (F(H(G)(a,a,~b) + exp (/(H(G)(, b))
+ exp (f(H(G)(z,~a,))) + exp (F(H(G)(z, b, ~a)))]
exp (a1z)[ exp (ibsa + ib3b) + exp (—ibsb + ibza) + exp (—ibsa — ibzb) 4 exp (ibab — ibza)
— exp (tbga — ibgb) — exp (ib2b + thsa) — exp (—iba + 1b3d) — exp (—ibyb — ibsa)]
exp (a1z)[(exp (ib3b) — exp (—ibsb)) (exp (ibra) ~ exp (—ibza))
— ((exp (ib2b) — exp (—ibsb)) (exp (ibsa) — exp (—ibsa))].

Fir H(z,a,b) reguldr und z = %1 gilt damit

I

®g(z.exp(H(z,a,b)),7)
= ¢(2) (a12) (ibsb — mibab) (gitaa _ gmibaa) _ (gibab _ g=ibab) (gibsa _ gibsa)
= g(2z) exp(a1z (eia — e——ia) (eib — e—ib) (eg(a+b) _ e"%(a+b)) (e%(a_b) — 6_%(a_b)) .

Wir bemerken, dafl der Exponentialausdruck auf der rechten Seite symmetrisch in a und b ist und
dariiberhinaus nur von den Betragen von a und b abhangt. Wir setzen daher im folgenden a und
b als nichtnegativ voraus.

(3.24) In einem nichsten Schritt wollen wir das Verhalten dieser Abbildungen beim Passieren
der singuléren Hyperebenen analysieren. Dazu ist fiir positive reelle Zahlen b, ¢ das Limesverhalten
von ( exp (ibz)— exp (—ibz))(exp (icz)— exp (—icz))~! mit z > 0 gegen Null zu untersuchen. Nach
der Regel von PHopital ist aber

13

- i 5P (2tbz)—1 b i <P (2ebz) b
o—0 exp (2icz) —1 ~ c=z—0 exp(2icz) ¢

Damit haben wir das

(3.25) Lemma: Fur positive reelle Zahlen b, c gilt

. exp(ibz) — exp(—ibz) b
lim - — = =
=0 exp (icz) — exp(—icz) ¢

(3.26) Berechnung von ®¢(v, 7) fur singulire Elemente : Deshalb gilt

Qg(z.exp (H(z,0,8),7)
~ (ebab — g=i0ab)py — (¢ibsb — =ibst)p,
= ~9(2) exp(a1z) (0 — e-it) (e3b — e~ 30 (e~ 30 — e3Y)
(6935 — g=#bab)pg — (e#0sb — emibsd)p,
= —g(2) exp(aiz) (e — e—it) (2 — et — e—30)
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und analog
O (z.exp (H(z,a,0)),7)
B (ezbga . e-—zbga)bs _ ( thza __ —-ibaa)bz
g(Z) exP(alz) ( _e—za)(eza_e_%a)(eza__e % )
ezbza —'6_“)20')1)3 _ ( ibsa _ —-zbaa)b

= —g(Z) exp (alz) (e,;a _ e_ia) (2 eta C““‘)

Wir untersuchen jetzt, ob der Limes a gegen b von @ (2.exp (H(z, a, b)), 7) existiert. Dazu notieren
wir zunachst

(eibsb — e-—ibsb) (eib;a — e—-ibza) _ (eibqb . e—ibgb) (eib3a - e—ibaa)

lim

a—b e3(a=b) _ o= £(a=b)
= lim iby (eitst — e—ibab) (efb2e 4 e—z’b:a) - iba(eiézb — gmibab) (gibsa 4 g=ibsa)
aé—»b (2/2) . (ei(a—b) + e—%(a—b))

g

- ll-l-g b;(es’bab _ e—ibgb)(eibga + e—ibga) _ bs(eib,b _ e—ibzb) (eibaa 4 e—ibsa)

wegen lim,_;(i/2) - (€302 4+ ¢~ 5(a-8)) = {. Somit gilt
il_r’r}J @ (z.exp(H(z,a,b)),7)
by (eibsd — ¢ ibab) (gibsb | g=ibab) _ by (eibad  =ibab) (gibsh 4 gmibsb)
(exp (ib) — exp (—ib))3 .

Wir untersuchen, ob der Limes a gegen —b existiert. Dazu notieren wir

= g(2) exp (a12)

i (eibab _ e-—ibsb) (eibga . e—ibga) _ (eibzb _ e—ibgb) (eibaa _ e—ibaa)
a2 (i — gia) (git — =) (e3(a+h) e~ 3040 (3(a=0) — ¢~ 3(a-0))
_ hm (eibab __ e_?'b:‘b) (e—'ibga '_ eibga) _ (ez;bzb _ e—-ibgib) (e—ibaa _ ejbaa)
a—b (e—-za — e:a) (ezb _ e“b) (65(—a+b) _ e—;(—a+b)) (65(—a—b) _ 6—5(—-4-—17))
. -1 (eib;,b _ e—ibab) (eib,,a _ e—ibga) _ (eib,b _ e—ib;b) (eibga _ e—ibaa)

T (-1)3 i (eia — e—ia) (eib — e~ib) (e3(a+D) — g=5(a+D)) (¢3(a=d) _ g=3(a=))

Deshalb gilt ®¢ (z.exp (H(z,b,b)), 7) = @ (2.exp (H(z, —b, b)), 7) fiir alle reellen Zahlen b.

(3.27) In einem letzten Schritt wollen wir jetzt z, |a| und ]| fir reelle Zahlen z, ¢ und b durch
die Eigenwerte von exp H(G)(z, a,b) ausdriicken. In der Notation von (3.20) ist aber

s = exp H(G)(z,a,b) = expz [( cosa sma) ( CO.Sb smb)] = [s1, s2).

—sina cosa —sinb cosb

Sei y = expz. Die Eigenwerte A, u von s; sind dann y(cos a % isin a), die Eigenwerte «, # von
sy sind y(cosb & isinb). Ihr Produkt ergibt jweils y?, also das Quadrat des Ahnlichkeitsfaktors
y = p(s) von s. Weiter haben wir A + p = 2ycosa und A — p = +2iysina. Folglich gelten
cosla| = (A + p)/2y und sin|a] = |A — p|/2y. Analoge Darstellungen ergeben sich fiir cos|b| und
sin |b] in Termini von o und

Wie oben bemerkt ist ®¢(s, 7') symmetrisch in |a| und |b|. Es reicht also zur Berechnung dieses
Wertes festzulegen, welche Eigenwerte von s konjugiert komplexe Zahlen sind. Erreicht wird dies
beispielsweise durch die Forderung Ay = of = p(s)?. In diesem Fall wird dann z durch die
Gleichung exp (2z) = Ap bestimmt.

Rechnet man die Exponentialausdriicke in ®¢ (s, 7), wenn sinnvoll, mit Hilfe von exp (iz) = cosz+
isin z in trigonometrische Funktionen um, erhdlt man so zusammenfassend den abschlieBenden
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(8.28) Satz: Ser B ein modulo dem Zentrum von G = GSp(4) mazimal anisotroper Q-Torus
in G. Sei (g, f) ein normierter Langlandsparameter fir die Darstellung T und gelte f = b1 Ep +
iba(E1a— Eg1)" +1b3(Eas— Eap)" fir reelle Zahlen by, by mit 0 < by < by und einer komplezen Zahl
by. Seien H aus Lie B(R) und z aus Z(B) = {£1}. Seien A, u, a und B mil Apy = aff = p(s)?
die Eigenwerte von exp H, so daf

z: epo ~ dla'g()‘a o, i, ﬁ)
uber den komplezen Zahlen gill. Seien weiter z, a und b die reellen Zahlen

A+u 1A= u
z =log(\/Ap), a= arccos — | = arcsin EWovllE

b = arccos ot h = arcsin lo— Bl .
2V p 2V/2u

Dann st exp z der Anteil von exp H aus der Zusammenhangskomponente des Zentrums von G(R).
Ist H reguldr in G, sznd also a und b verschieden, dann gilt

sin(bb) sin(baa) — sin(b2a) sin(bsb)
= al o= Bl (ot BT = A+ 4)
Sei H singuldr in G, so daff ab = 0 oder a = b gili. Ist a von Null verschieden, dann gilt
by sin(bsa) — bs sin(b2a)

A —ul- (VA=A +pl)’

b2 sin (bgb) — by sin(b2b)
(2\/_)2 g(z)exp(blx) (\/— Ia_’_m)

@g(z-expH, 1) = 2\/_)3 z)exp (brz) -

@z expH, 1) = = - (2\/)\71)2 -g(z)exp (b1z) -

l\:l»—l Do =

(1)(;(2- exp H, 7') =

gilt, wenn b von Null verschieden ist. Fira=1% ist
ba sin (bab) cos(b3b) — ba sin(bsd) cos(b2b)

O (z- exp H, 1) = A — uf?

-(2v2n)? - g(2) exp (baz)

[ SRR
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Kapitel 4 Der Faktor &p((y,7)

Ziel dieses Abschnittes ist es fiir den Levifaktor M = L(«) eine Formel fiir ®1(4)(7, 7) anzugeben.
Sei zunachst daran erinnert, da8 fiir jeden kommutativen Ring R die R-wertigen Punkte von L(«)
gegeben sind duch

_ _ A 0 ~Ain GL(2,R)
(4.1) L(e)(R) = M(R) = { ( 0 c‘A-l) “ein GL(L,R) I
Der Torus Aps ist identisch mit dem Zentrum von M. Seine R-wertigen Punkte sind

(4.2) ‘ Am(R) = {diag(a,a,ca™?,ca™?) : a,c inGL(1, R)}

Insbesondere besteht damit die Zusammenhangskomponente A, (R) der reellwertigen Punkte von
Ap aus allen Matrizen diag(a,a,ca™?,ca™?) mit a und ¢ positiven reellen Zahlen. Folglich ist

(4.3) dim(Ag\AM) =1.

Sei schliefllich T' = B(M) ein iiber den rationalen Zahlen definierter maximaler Torus in M, dessen
reellwertigen Punkte gegeben sind durch

ab
(4.4) T(R) = { ¢ (—ba> 0 ¢, din GL(1,R)

0 d‘l<ab> L oat4b=1 } = (R*SO(2,R)) x R.
c

—ba

(4.5) Berechnung von Lie M: Wir berechnen zunichst wieder die Liealgebren von M und 7.
Wir notieren hierfiir zunachst, dafi

-1
-1 _ -1 -1 14 ¢€a; €ay _ 1 —eay —€ag
(¢ +eb)™ =a™" +e(-ba™) und ( €as  l+eaq T\ —eaz 1-—caq

in der Algebra der dualen Zahlen {iber den komplexen Zahlen gelten. Weiter liegt ein Element der
Liealgebra von GSp(4) genau dann in der Liealgebra von M, wenn es D in GL(2, Cle]) und eine
Einheit d + ed’ in Cle] gibt mit

A B D 0
E4+E<C cEg—’A> _<0 (d+6d’)‘D”1>'

Insbesondere ist dann B = C = 0 und es gilt

L +eay €ay
D= ( €as 14 €y ) '
Wir erhalten das Gleichungssystem

1+ e(c—ay) —eag _ NI
( —eay 1+6(c~a4))—(d+6d)D

_ n[l—ea; —eag \ _ [d+e(d —ard) —e(aad)
= (d+ed) ( —€ay 11— ea4> - ( —e(agd) d+e(d —aqd) )~

Dies zeigt d = 1,d’ = ¢. Folglich besteht Lie M (E) fir den Kérper E der reellen oder komplexen
Zahlen aus allen Matrizen der Form

0 cE,-A
und hat die Matrizen E4, E33 -+ E44, E12 - E43, E21 - E34 und E11 - E33 als Basis.

(4.6) (A 0 ) mit A in M(2, E) und ¢ in E
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(4.7) Berechnung von LieT: Allgemein ist jetzt weiter

det (a+ea’ b+ et

ct+ed d+ ed’) = (@489 + 2e(ad’ )

genau dann Eins, wenn a?4-b% = 1 und aa’+bb’ = 0 gelten. Um die Liealgebra von T zu bestimmen
ist das durch

14 e€a; €ag

€as 1—eaq 0
0 1+ e(g —ar) —eas
—€az 1+e(g—as)/
, a+ea b4V : -
_ (c+€c)<—(b+eb’) a+ea 0
Y ad+ead  b4+eb 7!
0 (d+ ed)(c + e¢’)™? (_*(Heb,) a+w,)

gegebene Gleichungssystem zu 16sen. Dabei gelten

, a+ead b+ eb
(c+€c)<—(b+€b’) a+6a’)
_ [ ac+e(dc+acd) be+ e(be+ be)
T\ ~(be+e(Vc+ b)) ac+ e(a’c + ac)

und

/ ne1lf a+ead b+4eb -1
(d+ed)(e +ec) (—(b+€b’) a+6a’)

t / 1N\ =1
. -1 /-1 ’,~2 a-+ e€a b+€b
= (de™ + e(d'e dc'c™?)) (—(b+€b’) a+€a’) .
Aus dem ersten Gleichungssatz folgt sofort ac = 1 und b = 0. Aus der Determinantenbedingung
1 = (a? + b?) + 2¢(aa’ + bb') folgt jetzt a = 1 und a’ = 0. Daher gelten weiter ¢ = a,as = b'c =
ba = —aa sowie a; = ac’ = aq. Wir erhalten deshalb

‘( a+ ea b+6b')‘1_ a e
—(b+eb) a+ed T\ —ed @
und wegen a = ¢ = ¢! folglich

-1 fo=1 1.2 a €'\ _ [d+e(d—-dca) edb'a
(dc +e(de de'c )) <—6b’ a > - ( —edb'a d+e(d —dda) )

Hieraus folgen d = 1,a; = db'a = ¥a und g = a; — ac’ + d’. Die Liealgebra von T iiber E hat
deshalb die Matrizen E4, E11 + Eos — (E33 + E44) und Eyg — g1 + E34 — 43 als Basis und besteht
aus den Elementen

1 01 be
-10 —cb
+c 01 =aF4+ ¢

-1 -10 —c—b

Der Schnitt (Ko N M)(R) hat den Vektor Ei13 — Fq; + E34 — E43 als Basisvektor seiner Lieal-
gebra. Die Liealgebra von AS,(R) hat E4 und Ej; + Ez2 — (E33 + Ea4) als Basisvektoren. Der
Quotient der Liealgebra von M nach dem von diesen Teilalgebren erzeugten Unterraum ist daher
zweidimensional. Folglich gilt

(4.8) H=HM)a,bc)=aEs+b _1

(4.9) ¢(L(a))= %dim(L(a) /(Ko N L{e)(R)A}(R)) = 1.

Wir wollen jetzt weiter exp H(a, b, c) fiir komplexe Zahlen a, b, ¢ berechnen. Der Vektor H(a,b,0) =
aEy + b diag(1,1,—1,—1) ist aus dem Zentrum von M(4, C). Daher kommutiert insbesondere -
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H(0,0,c) mit diesem Vektor. Somit ist exp H(a,b,c) = exp a exp H(0,5,0) exp H(0,0,¢). In-
duktiv gelten

2% 2k41
0 =z z2 0 0 =z 0 g2k+1
<—:D 0) = (—l)k ( 0 .'E2k> und (—-1: 0) = (_1)1"’ (—$2k+1 0 )

fir alle nichtnegativen ganzen Zahlen & und jede komplexe Zahl z. Deshalb ist

ex 0 z\ _ [ cosz sinz
Pl_z 0) T \—sinz cosz /"
Fir alle komplexen Zahlen a, b, d erhalten wir daher

exp (H(M)(a) b, d))

= exp (a) diag(exp (b)Ea, exp (—b)E>) diag(( cos d Sind> , ( cos d sind))

~sind cosd —sind cosd
(4.10) cosd sind
eXp(a_f.b)<—sind cosd> 0
- cosd sind
0 ' exp (a — b) (—sind cosd)

(4.11) Berechnung von ad H(M)(a,b,c¢): Die adjungierte Darstellung von Lie T'auf Lie G ist
gegeben durch

ap az b ba
az a b b
adH(M)(a, b, c) cf c;‘ d ~2a1 _;3
Cy C4 —a2 d— [+ 7} :
C(ag -+ a3) c(a4 — al) Q(blb + bgc) 2bzb + C(b4 - bl)
_ c(a4 - al) —-C(az -+ (13) 2b2b -+ C(b4 — bl) 2(b4b — bQC)
- 2(020 - Clb) C(C4 - 61) — 2¢9b —C(a; + a3) c(a1 — a4)
clea —c1) —2e2b  —2(cqc + cqb) c(a; — aq) c(az + as)

Somit gelten
adH(E4) = adH(E 1 + E2o — (Ess + Ea4)) = adH(E15 — E31 + E34 — Ey3) = 0,

adH(F3) = (20)E13 + (—c)(E1a + Eas),

adH(E14 + Eaz) = (2¢)E13 + (20)(E14 + Fa3) + (—2¢) Eaa,
adH (E34) = ¢(B14 + Eo3) + (20) Ea,

adH(E31) = (—2b)E3) + (—c)(E32 + Ea1),

adH(E3z + E41) = (2¢)E31 + (—2b)(E32 + Ea1) + (—2¢) B2,
adH(E42) = ¢(E3z + Eq1) + (—2b) Eqa,

adH(E11 ~ F33) = ¢(E12 — E21 + Ess — Eu3) + (—2¢)(E12 — Es3),

adH(E13 — Es3) = (—¢)(E11 + Eaz — (B33 + Ea4)) + (2¢)(E11 ~ Es3).
Bezuglich der so angeordneten Basis von Lie G hat adH die Matrizendarstellung

000 0 ©
000 0 —¢
000 ¢ 0

2b 2¢ O
—c 2b ¢
1) adH(M)(a,b,c) = 0 —2¢2b
—-2b 2¢ 0
—c —2b ¢
0 —2¢-2b
0 2¢
~2¢ 0
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Fur komplexe Zahlen A, B ist

X-4A-2B 0
det( B X-A -B ) = (X - A)[(X - A)® +2B?] - B[-2B(X — A)]
0 2B X-4

= (X — A)(X? — 24X + A? + 4B?)
= (X - A)(X —(A+2B))(X — (A~ 2iB)).

Das charakteristische Polynom von adH(a, b, ¢) ist daher

det(X — adH(a,b,c))
(2) = X3(X — 2b) (X = 2(b —ic)) (X — 2(b +ic)) (X + 2b)
(X +2(b+1c)) (X +2(b — ic)) (X — 2ic) (X + 2ic).

Die Vektoren Ey, E11 + Ea3 — (Eaz + Eaa), E12 — E91 ++ E34 — Ey3, E11 — E33, E12 — E43 bilden eine
Basis der Liealgebra von M. Bezliglich derer hat ad H(a, b, ¢) die Matrizendarstellung

000 0 O
000 0 —c
(3) adH(a,b,c)= 1000 ¢ 0
0 2¢
—2¢ 0
und es gilt
(4) det(X — adH(a, b, ¢)|Lie M) = X3(X — 2ic)(X + 2ic).

Die Wurzeln von (G, Ap) erhdlt man, indem man in den Rechnungen oben ¢ = 0 setzt. Fiir
H = adH(a,b,0) aus Lie Aps(C) ist genauer

adH(Els) == (2b)E13, adH(qu) =
a.dH(Eal) = (—2b)E31, adH(E42) =

2b)E24, adH(EM + Ezs) = (2b)(E14 + E23),

®) —20)E43, adH(Esy+ Ea1) = (—2b)(E3z + Eq1).

(
(
Alle anderen Basiselemente von Lie G(C) liegen im Kern von adH.

(4.12) Positive Wurzeln: Als positive Wurzel von Lie Apr(C) wahlen wir die fiir alle komplexen
Zahlen a, b durch

(1) ¢(H(M)(a,b,0)) = 2b

gegebene Abbildung. Als positive Wurzeln von Lie T(C) wihlen wir die fiir alle komplexen Zahlen
a,b, ¢ durch

Bi(H(M)(z,a,b)) = 2b+ic), Ps(H(M)(z,a,b)) = 2ic,

@) B2(H(M)(z,a,b)) = 2(b — ic), ¢(H(M)(z,a,b))=2b

gegebenen Abbildungen. Die beiden Ordnungen sind dann kompatibel. Die reellen Wurzeln von
T sind

(4.13) R=R(T)={x¢4¢} und R* = {4}

ist die positive reelle Wurzel von T'. Fir reelle Zahlen a, b, c ist H(a, b, ¢) genau dann regulér in G,
wenn b und ¢ von Null verschieden sind. Wir erhalten damit das
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(4.14) Lemma: Fir reelle Zahlen a,b, ¢ ist
H = H(M)(a,b,¢) = aBy + b(E11 + Ezz — (Es3z + Ea4)) + ¢(E12 — Ea1 + E3q4 — Ey3)

genau dann reguldr in G,wenn b und ¢ beide von Null verschieden sind. In diesem Fall ist

R+(H):{aeR:a(H)>o}={ﬁ}¢} Zzg
und
er(H) = (=1)IRT IR {1_1 Z z g

(4.15) Die Kowurzeln und Spiegelungen zu den positiven Wurzeln: Wir berechnen
weiter die Kowurzeln zu den positven Wurzeln von (G,T). Auf LieT(C) definieren wir fiir alle
komplexen Zahlen a,b,c,a’, ¥, ¢’ durch

Bi(H(a,b,c), H(d',¥,c")) = %tr(H(a,b,c), H(d' ¥, c"))

!
= %tr (diag(ad’, bb’ — cc’, bb’ — cc’, bb’ — cc’, bb' ~ cc')) = -C-Lf— + bb — cc’

eine Bilinearform, deren Restriktion auf Lie T dort ein inneres Produkt definiert.
Fir alle reellen Zahlen a, b, c gilt genau dann 2b = ¢(H(a,b,c)) = 2 +bb' —cc’, wenn o’ =¢' =0
und b’ = 2 sind. Somit ist H(¢) = H(0,2,0). Wegen By (H(¢), H(¢)) = 4 gilt

11 1 1

(1 8 = H() = H(0,5,0) = diag(5, 5,5, 3)

Insbesondere ist die Spiegelung s(¢) zu ¢ fiir alle komplexen Zahlen a, b, ¢ gegeben durch
s($)(H(a,b,¢)) = H(a,b,c) — 26H(0,1,0)

= H(a,~b,c) = (Int (ng %“‘)) (H(a,b,c)).

Fiir alle reellen Zahlen a, b, ¢ gilt genau dann 2b+2ic = B1(H(a,b,c)) = “T“'+bb’ —cc’, wenn a’ = 0,

(2)

b = 2 und ¢’ = —2i sind. Somit ist H(f8,) = H(0,2, —2¢). Wegen By (H(B:), H(f1)) = 8 ist
(3) gY = %H(O, 1, —i).

Analog ergibt sich

(4) B = TH(O,1,9).

T'ir alle reellen Zahlen a, b, ¢ gilt schlieflich genau dann 2i¢c = B3(H (a, b, ¢)) = “T“' + bb —cc’, wenn
o’ = b = 0 und ¢/ = —27 sind. Somit ist H(fs) = H (0,0, —2i). Wegen By (H(B3), H(B3)) = 4 ist

() gy = %H(0,0,—i).

Folglich ist die Spiegelung s(f3) zu B3 fir alle komplexen Zahlen a, b, ¢ gegeben durch
s(Bs)(H(a,b,c)) = H(a,b,c) — 2¢H(0,0,1)

(6) _ _ : 0 1 0 1
= H(a,b,—c)= (Int diag ( 1 00421 o )(H(a,b,c)).
Die Wurzeln von (M, T) sind +f;5. Deshalb erhalten wir insbesondere das

(4.16) Lemma : Fir den Levifakior M = L(a) ist W(M,T) = W(M(R),T(R)). Sie wird -
erzeugl von der Spiegelung s(B3) zur Wurzel (5.
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(4.17) Berechnung von Z mit AdZ(LieT(C)) = Lie B(C): Wir wollen im folgenden ein
Element Z aus GSp(4) berechnen mit AdZ(LieT(C)) = Lie B(C) oder dazu dquivalent mit

AdZ < Ey1 + E33 — (B33 + Ea4), E12 — E91 + E34 — E43 >=< E13— E31, Eaqg — Eg2 > .

Sind @ und b komplexe Zahlen, gilt zunachst

X0-a0
0X 0 -b
a0 X 0
06 0 X

= X(X3 4 b2X) + (—a)(=a)(X? + b2) = (X — ia)(X + ia)(X — ib)(X + ib).

det (X — H(G)(0, a,b)) = det

Als normierte Eigenvektoren von H(G)(0, a,b) berechnen wir

1 1

t(—'\/LTO’ljg’O) mit Eigenwert ta, 1(0,—.£,0,1———2—) mit Eigenwert b,
t, 1 t i
—=,0,—,0 mit Eigenwert —ia, (0, —,0, —= mit Eigenwert — 2b.
(0 gp?) e 0730 i mEe
Die Matrix
-1 0140
1 0 —:0¢2
T= Vv2l1o010
0 101
ist aus G.Sp(4)(C). Nach Konstruktion gilt
: 010
1 0 ¢ 01
-1 _ o _
m=T-= 51 -1 010
0 —:01
Weiter ist
a 0
-1 0 b N .
Ad(T™) 0 :dlag(za,}b, —ia, —b).
0 —b
Die Matrix .
(1 . 11 =
S_<z ) mit S _2<—z 1)
erfiillt
s(¢ 0 S‘l_l a b 1 —iN\_1( a+b —i(a—1b)
0 b 2\ia b ~7 1 2 \i(a —b) a+b
und

fur alle komplexen Zahlen a,b. Insbesondere gilt somit

Ad (S 0 )diag(ia,ib,—ia,—z’b)

0 S!
1. ifla+b) a-—2b —i(a+b) a-—-b
= gdiag (<—(a —b) i(a+b)) ) ( ~(a=b) —i(a+b) )
Das Gleichungssystem 2z = i(a+b) und 2y = a —b hat a = y— iz und b = —(y+iz) als Losungen.
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Fir die Matrix

1 -1 1 1
— S 0 1 t 1 1 1
4, 1 -1
(4.18) z (0 5—1>T 9B | —i—11 —i
—1—i—i1
gilt deshalb
be c—1b 0
—cb 1 0 ~(e+1b)
(4.19) AdZ be|T3|ib—c 0
—e ....b ! 0 C + 'Lb
fur alle komplexen Zahlen b, c. Fiir alle komplexen Zahlen a, b, ¢ ist daher insbesondere
(4.20) AdZ(H(M)(a,b,c)) = H(G)(a,c — ib, —(c + ib)).

(4.21) Berechnung von (Ad Z)(BY): Als Bilder unter AdZ der Kowurzeln zu den positiven
Wurzeln von (G,iT) erhalten wir

AdZ(H(M)(0,%,0)) = H(G)(0,-%,—%)
AdZ(%H(M)(O, 1,-i))= :H(G)(0,-2:,0) —-—(E13 — E31),

AdZ(LH(M)(0,1,7) = 1H(G)(0,0, -—22') —-%(EM — Ea2),

AdZ(3H(M)(0,0,—i) = $H(G)(0,~%,%) = —5(Eia — Ea1) + 5(Eaa — Ea2).

(4.23) Berechnung von (fos™!oAd Z)(H(M)(a,b,c)):  Sei (g, f) ein normierter Langlands-
parameter fiir die Darstellung 7 und gelte f = by E} + iba(E13 — Es1)" + tbg(Eag — Eg)" fiir
reelle Zahlen bg,b3 mit 0 < bs < by und einer komplexen Zahl b;. Genau dann ist f positiv auf
einem Vektor iz(E13 — E31) + ty(F4 — E43) mit reellen Zahlen z,y, wenn —byz — bgy > 0, also
boz + bsy < 0 gilt. Diese Bedingung ist wegen 0 < b3 < by fiir alle vier Bilder der Kowurzeln unter
AdZ erfiillt. Der normierte Langlandsparameter (g, f) bleibt daher unverandert. Fiir ein reguléres
Element

H =H(M)(a,b,c)=aEs+ b(E11 + E3 — (E33 + Ea4)) + c(Fr2 — E91 + E3q4 — Ey3)

aus Lie T(R) berechnen wir im folgenden fiir ¢ in W(G, B) die Terme (f o t=! 0 AdZ)(H). Dazu
libernehmen wir die Bezeichnungen von (3.12). Es gilt f(H(G)(z,y, 2)) = b1z + ibay + b3z nach
Konstruktion. Wir rechnen

(foid™ o AdZ) (H(M)(a,b,c))
(fosT!oAdZ)(H(M)(a,b,c))
(fosy'oAdZ)(H(M)(a,b,c))
(fosstoAdZ)(H(M)(a,b,c))
)
<))

2(E13 — E31) — $(E24 — Eg2),

(4.22)

I

It

F(H(G)(a,c —ib,—(c +1b))) = bra + b(by + bs) + ci(bs — b3),
F(H(G)(a,c— ib,c+1ib)) = bra+ b(by — b3) + ci(bs + b3),
)
)

I

f H(G ((1., —(C-I- Zb), c— Zb)) = bia + b(bg + b3) — Ci(bg — bg),

(

(

(
F(H(G)(a,ib— ¢, —(c+ib))) = bia — b(by — b3) — ci(ba + bs),
F(H(G)(a,c+1ib,ib— c)) = bra — b(ba + b3) + ci(bz — b3),
(
(
£(
-1

(fosz'oAdZ)(H(M)(a,b,c)
(fos™!oAdZ)(H(M)(a,b
(fos 20AdZ)(H(M)(a, b ,€))

f H(G)(a c+ib,c— ’l.b)) =ba— b(bz - b3) =+ Ci(b2 -+ b3)
F(H(G)(a,ib—c,c+ zb)) = bra — b(by + b3) — ci(bs — b3),
(fos 3o AdZ) (H(M)(a,b,c)) = fF(H(G)(a,—(c+ ib),ib— c)) = bra+ b(bs — b3) — ci(bz + b3).

(4.24) Berechnung von Q*(fos™!oAdZ): Wir diskutieren jetzt die Patchingfaktoren ¢ zu
T. Aus den gerade berechneten Formeln erhalten wir insbesondere wegen (4.22) fiir die Kowurzel

v = H(M)(0,1/2,0) die Bilder

Il

(foid ' o AdZ)(¢") = 3(b2 +b3), (fosi'oAdZ)(¢¥) = —3(bz+b3)
(fos1 0AdZ)(¢V) = L(ba —b3), (fos 'oAdZ)(¢Y)=—3(b2—b3),
(f 08y oAdZ) (¢V) = 1(bz + b3), (f os %o AdZ) (d)v) = —%(bz + bs),
(f oszt o AdZ) (qSV) = ———(bg bs), (fo 5730 AdZ) (¢V) = 5(b2 — ba)
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Wir erinnern daran, daf fir ein lineares Funktional A auf Lie T(C), das auf den Kowurzeln @ zu
R nicht verschwindet, Q*(h) definitionsgemaf aus allen den Kowurzeln in @ besteht, auf denen A
positiv ist. Da insbesondere by — b positiv ist, erhalten wir deshalb

(4.25) Lemma: Sei f = blEé\ + ib2(E13 - E31)A -+ ibg(E24 - E42)A fur reelle Zahlen bz,bs mil
0 < b3 < by und einer komplezen Zahl by ein normierten Langlandsparametler. Dann gelten

QY (foid ' 0AdZ) = QT (fosi'0AdZ) = QF (fos; ' 0AdZ) = Q¥ (fos 30 AdZ) = {4},
Q"’(fo sgl oAdZ) = C)'F(fo.‘s,;1 oAdZ) = Q+(fos_1 oAdZ) = Q“"(fos_2 oAdZ) ={-¢"}.

(4.26) Die Patchingfaktoren ¢ zu 7: Im folgenden wollen wir die mdglichen Werte der
Patchingfaktoren ¢ bestimmen. Da R* aus ¢ und Q% aus ¢V besteht, gilt wegen ¢(¢v) = 2
zunachst

a(R*) = {ag" : ¢(ag”) > 0} = {ad" : a > 0}, a(Q*) = {a¢ : (ag)(4¢¥) > 0} = {ad : a > 0},
a(R7) = {a¢? : (=¢)(a¢") > 0} = ~a(R*),  a(Q7) ={ad: (ag)(-¢") > 0} = —a(Q")
gilt fir R~ = {¢} und Q= = {—¢"}. Fir eine Wurzel « in R sind definitionsgemaB in R(«) alle
Whurzeln 8 in R mit By (H(a), H(f)) = 0 zusammengefafit. In unserer konkreten Situation ist aber
H(—¢) = —H(¢). Daher sind R(¢) und R(—¢) beide leer. Fiir jede Kowurzel av zu einer Wurzel
in R besteht analog @{«") aus allen zu ¢¥ orthogonalen Kowurzeln in @. Die Bemerkung oben

zeigt auch, daBl Q(¢Y) und Q(—¢") beide leer sind.

Fir Y = +¢Y und h = +¢ verschwindet &(Y, k) nach (1.20) nur dann nicht, wenn h(Y’) negativ
ist. Deshalb gilt a priori €(¢Y,¢) =&(—¢¥, —¢) = 0.

Zu berechnen sind daher nur die Werte ¢(4", —¢) und ¢(~4¢", ). Wir bemerken hierfiir zunachst
s(#)(—4¥) = ¢". Tolglich ist 5(s(#)(—4"), #) = &(s(~#)(—4"), #) = (4", 6) = 0.

Weiter gilt ¢ o s(—¢) = —¢. Folglich ist e(s(—¢).(—¢"), s(—¢).¢) = €(¢¥,—¢) Andererseits gilt
e(s(—¢).(—¢Y), s(—¢).¢) = e(—¢", ¢) nach (1.19). Deshalb ist &(—¢", ¢) = ¢(¢", —¢).

Wie oben bemerkt sind Q(+¢") und R(+¢) beide leer. Nach (1.21) und (1.22) ist daher
a(~¢",¢) =e(~=¢",6) +(s(¢).(—0"),8) = 2e({-¢"} NQ(¢"), {#)} N R(¢)) = 2¢(0,0) = 2.1 = 2.

Zusammenfassend haben wir daher sogar gezeigt

(4.27) Lemma: Ist T fur den Levifakior M von G ein mazimaler Torus dber Q, sodaf T'(R)
anisotrop modulo A%, (R) ist, und sind +¢ die reellen Wurzeln von (G,T), dann gelten fir die
Patchingfaktoren t(Qt, RY) von T

o¢¥,4)=2(~¢",~¢)=0  und T¢",—¢)=7(-¢",¢)=2.
(4.28) Berechnung von ®, (v, 7) fir regulére Elemente y: Wir erinnern daran, daf§ 83 die
einzige positive Wurzel von (M, T') ist, und daher definitionsgemafl
A (H(M)(a,b,c)) = e — e™%°
fiir alle regularen Elemente H = H(M)(a,b,¢) = aEs+b(E1y + E2s — (Eaz+ Eaa)) + c(E12— Ear +
Fs4 — E43) aus Lie T(R) gilt. Weiter sind

wn={{, 120 e aon =m0 220

Wir haben alle Voraussetzungen, um fiir z aus Z(B) = {1} nach (1.27) die Charakterformel

ER(H)
AY (H)

fir ®pr(z.exp H, ) zu berechnen. Wir unterscheiden dabei die Falle &6 > 0 und b < 0.

g(z) ZEW(G’B) e()e(QF(fot™ 0o AdZ), RT(H)) exp (fot™! 0 AdZ)(H))
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(4.28.1) Der Fall b > 0: Sei zunachst b > 0. In diesem Fall ist R*(H) = {¢} und eg(H) = 1.
Deshalb-lduft die Summe iiber ¢ in W(G, B) mit Q*(f ot=! 0 AdZ) = {~¢"}, also iiber s3,54,5
und s?. Nach (3.13) ist det(s3) = det(s4) = —1 und det(s) = det(s?) = 1. Daher gilt

Y tew(amye)E(QF(f o t7t 0 AdZ), R*(H)) exp ((f ot~ 0 AdZ)(H)
=2 [exp (b1a — b(bs — b3) + ci(bs + bs)) + exp (bra — b(bs + bs) — ci(by — bs))
— exp (b1a = b(ba — bs) — cilba + b)) — exp (b16 — b(ba + bs) + ci(bs — bs)) |
= 2exp (b1a) ((exp (~b(b2 — b)) [exp (ic(by + bs)) — exp (—ic(b; + bs))]
— exp (=b(b + ba)) [exp (ic(by — bs)) — exp (—ic(bs — b3))] ).

Im Fall b > 0 ist also

2g(z)exp (bla)
exp (2ic) — exp (—2ic)

Op(z.expH,7) =
i

X (exp (—b(b2 — b3)) [exp (z’c(bz + b3)) — exp (——ic(bg 4+ bg))]

— exp (—b(ba + b3)) [exp (ic(bs — b3)) — exp (—ic(by — b3))])

(4.28.2) Der Fall b < 0: Sei jetzt b < 0. In diesem Fall ist R*(H) = {~¢} und ep(H) = —1.
Deshalb lauft die Summe tiber ¢ in W(G, B) mit Q*(f ot~ 0 AdZ) = {¢"}, also iiber id, 51, 52
und s3. Nach (3.13) ist det(s;) = det(s2) = —1 und det(id) = det(s®) = 1. Daher gilt

Y tew @B E)E(QF(fot™! 0 AdZ), R (H)) exp ((f ot™! 0 AdZ)(H))
=9 [exp (bya + b(by + bs) + ci(bz — bs)) + exp (bra + b(bz — bs) — ci(by + bs))
~ exp (bya + b(by — bs) + ci(bs + b)) — exp (bra + b(by + bs) — ci(by — ba))]
= 2exp (b16) { exp (b(ba + b3)) [exp (ic(ba ~ ba)) — exp (—ic(bs — b3))] |
— exp (b(bz — b3)) [exp (ic(ba + bs)) — exp (—ic(ba + bs))])~
Im Fall b < 0 ist also

2g(z)exp (b1a)
exp (2ic) — exp (—2ic)

Sp(z.expH,7) = —

x (1) (exp (b(b2 - 63)) [exp (ic(bz + b3)) — exp (—-ic(bz + b3))]

— exp (b(bz + b3)) [exp (ic(bz - b3)) — exp (—ic(bz - b3))])

In beiden Fillen hangt ®5r nach Konstruktion nur vom Betrag von ¢ ab. Weiter ist —|b| = b fiir
b < 0 und —[b] = —b fiir b > 0, Daher ist

Bpr(z.exp H,T)
—[bj(ba—ba) ( pilel(Batbs) __ o—ilel(batb3)) _ o—1bl(ba+bs) (pifcl(ba—ba) _ o—i|e[(ba—b3)
e e e e e e
= 2¢(z) exp (b10) ( e2i]c|)_ e—2ilc] ( )

fiir alle regularen Elemente H in Lie T(R), also allen Elementen, in denen b und ¢ beide von Null
verschieden sind.

(4.29) Berechnung von &y (v, ) fiir singulére Elemente 7: Wir untersuchen die Limiten
der Abbildung ¢ps fiir ¢ und b gegen Null. Zuerst ist fiir alle ¢ ungleich Null
(ei|c|(b2+ba) _ e—ilc[(b:+bs)) _ (ei!cl(bz—bs) _ e—i|c|(b;—b3))

e2ilel . g=~2i|¢|

®pr(z.exp H(a,0,¢),7) = 2g(z) exp (b1a)
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Nach Lemma (3.25) ist fiir positive reelle Zahlen B, C weiter

i SXP (iBz) — exp(—iBz) _ B
z—0 exp (iCz) — exp(—iCz) ~ C’
Fir alle reellen Zahlen a, b ist deshalb

®p(z.exp H(a,b,0),7) = g(2)exp (bla) ((b2 -+ b3)e"'b‘(b"”3) — (bg — bg)e_lbl(b"""bs)).

(4.30) In einem letzten Schritt wollen wir die oben berechneten Charakterformeln in invarianter
Form schreiben. Dazu sei

. cosc sine cos¢ sinc
s_epo(M)(a,b,c)_dlag(exp(a+b)(_Sinc cosc)’eXp(a_b)<—sinc cosc))

in der Notation von (4.10) mit reellen Zahlen a, b und c. Seien A, y und «, B die beiden Paare
konjugiert komplexer Eigenwerte von s. Dann ist a eindeutig durch die Gleichung Apaf = exp (4a)
festgelegt. i,

Wir nehmen an, da8 X, p die Eigenwerte exp(a + b)(cosc + isinc) der ersten Matrix auf der
Diagonalen von s sind. Als Konsequenz sind «, f# die Eigenwerte exp(a — b)(cosc £ isinc) der
zweiten Matrix. Wir rechnen Ap(efB)~! = exp (4b). Vertauscht man die Rollen von {, u} und
{«, B}, erhdlt man exp (4(—b)) als Quotienten.

Wir haben weiter A+ p = 2exp (a+b)cosc und [X — p| = 2exp (a +b)sin [c|. Wegen exp (a+b) =
Vg folgt cose = (A + p)/2+/Ap und sin je| = [A — p|/2+/Ap. Diese Ausdriicke bleiben als ganzes
unverandet, wenn man die Rollen von {A,z} und {«, B} vertauscht. Beachtet man exp (iz) =
cosz + isinz und sin(2a) = 2sin ¢ cos @, erhalt man somit zusammenfassend den abschlieBenden

(4.31) Satz: Sei T = B(L(wa)) ein modulo dem Zentrum von L(«) mazimal anisotroper Q-
Torus in L(c). Sei (g,f) ein normierter Langlandsparameter fir die Darstellung v und gelte
[ = b1E} + iby(E13 — E31)" + ibg(E24 — Eag) fur reelle Zahlen by, bz mit 0 < bz < by und einer
komplezen Zahl by. Seien H aus LieT(R) und z aus Z(B) = {£1}. Seien A, p und «, B die
beiden Paare konjugiert komplezer Eigenwerte von exp H, so daf

z-exp H ~ z - diag(}, y, o, b)

uber den komplexen Zahlen gilt. Seien weiter a, b und c die reellen Zahlen

_ 1 Au
exp (4a) = Aupap, b= 1 ’log (aﬂ) ‘ ,

¢ = arccos A+ p = arcsin A — 4] = arccos | & + 0 = arcsin ———-————la — 4l .
2V A 2V/u 2vap 2/aB
Dann ist speziell expa der Anteil von exp H aus der Zusammenhangskomponente des Zenirums

von GSp(4)(R). Ist H regulir in GSp(4), sind also b und ¢ von Null verschieden, dann gilt

e(®3=52) gin ((by + ba)c) — e~ (2+b2)b sin((by — b3)c)
[A+ul- (A= 4l .

®r(a)(2- exp H,7) = (2¢/2n)* - g(2) exp (b1a) -
Sei H singuldr in GSp(4), gelte also be = 0. Dann st
QL(G)(Z - exp H’ 7-) - g(z) exp (bla) . ((b2 + bs)e—(bz—ba)b _ (b2 _ ba)e_(b:z"‘bs)b)

im Fall e = 0.
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Kapitel 5 Der Faktor ®p(s)(y,7)

Ziel dieses Abschnittes ist es fiir den Levifaktor M = L(f) eine Formel fiir ®1(g)(7, 7) anzugeben.
Sei zunachst daran erinnert, daf fiir jeden kommutativen Ring R die R~wertigen Punkte von L(f)
gegeben sind duch

a b

(5.1) L(ﬁ)(R):{ b a b :<ac Z) in GL(2, R) mitD:det(c d)}
ot z in GL(L, R)

Der Torus Aps ist identisch mit dem Zentrum von M. Seine R-wertigen Punkte sind gegeben
durch

(5.2) Apm(R) = {diag(a’z™!,a,z,a) : ¢,z inGL(1, R)}

Insbesondere besteht damit die Zusammenhangskomponente A, (R) der reellwertigen Punkte von
A aus allen Matrizen diag(a?z~1, a,z,a) mit a und z positiven reellen Zahlen. Folglich ist

(5.3) dim(Ag\Am) = L.
Sei schlieflich T'= B(M) ein iiber den rationalen Zahlen definierter maximaler Torus in M, dessen
reellwertigen Punkte gegeben sind durch
alz=1
ab ac| a,zin GL(1,R)
z b2 4c2=1
—ca ba

und fiir den T = (T'N B)Am gilt. Wir berechnen zunéchst wieder die Liealgebren von M und 7.

(5.4) TR) = { } = (R*SO(2,R)) x R

(5.5) Berechnung von Lie M: Wir notieren hierfiir zuerst, daf§

1+ea €b

(a+ €b)"1 =q 14+ 6(—ba‘2) und det ( cc 1+ ¢(d ~ a)

):1+6d

in der Algebra der dualen Zahlen iiber den komplexen Zahlen gelten. Um die Liealgebra von M’
zu berechnen, ist das durch

14 ¢€a; e€as eby €bs

eas 1+ eas €by €by CBte <A B )
€cy €cz 1+e(d—ay) —eag - e C dE;-'A
€cy €cq —€ay 1+ e(d — aq)
det()(z+ey)™t 0 0 0

_ 0 Ay + eBy 0 Ax+e¢€By

- 0 0 z+ey 0

0 Az+eBs 0 As+eBy

gegebene Gleichungssystem zu 16sen. Dabei sind notwendigerweise a3 =az =by =ba=c1 =ca =
Ay =A3=0,A; =A4 =1, ag = By, By = by, B3 = ¢4, z = 1. Insbesondere ist daher

- A1 +€By A, +€B
1 1 1 A 2
(2 + ey)™" det <A3+€Bs Aq +€B4>

= (z + ey)~ ! det (1 +cas cbq

€cy 1+6(d—a4)> =(1+ed)(1-ey) =1+ €e(d~y).
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Somit ist 1+¢(d—y) = 14€ay, also d—y = a;. Weiter erhalten wir y = d—a; aus 1+¢(d—a;) = z-+ey
und d — a4 = By. Folglich besteht Lie M (E) fiir den Korper E der komplexen oder reellen Zahlen

aus allen Matrizen der Form

(5.6) (é, dEzB—’A) =

(5.7) Berechnung von LieT: Weiter n

d

oS ow
o o O

det a+ea’ b+ eb
€ c+ed d4ed

genau dann Eins ist, wenn a? + b2 = 1 u
bestimmen ist das durch

mit Elementen y,a,b,¢,d in E

0
0
-Y
0

0
b
0

d

a

otieren wir, dafl
) = (a® 4 b%) 4 2¢(aa’ + bb')

nd aa’ + bb' = 0 gelten. Um die Liealgebra von T' zu

l+ear j 0: 0 0
0 1 + 6d4 0 €b4
0 0 1+ e(d—-ay) 0
0 €cq 0 1+ e(d—aq)
((a+6b)2(m+cy)'1 0 0 0
_ 0 (a+ eb)(z + ¢2') 0 (a+ eb)(w + ew’)
- 0 0 z + ey 0
0 —(a + eb)(w + ew') 0 (a + eb)(z +€2')
(a® + €(2ab))(z~! + e(—yz~2)) 0 0 0
_ 0 az + e(az’ + bz) 0 aw + e(aw’ + dbw)
- 0 0 T+ ey 0
0 —(aw + e(aw’ + bw)) 0 az + e(az’ + bz)

gegebene Gletchungssystem zu losen. So folgt az = 1 und a4 = az’+bz. Aus eby = aw+e(aw’+bw)
folgt w = 0 und by = aw’. Aus e€cs = —(aw + €(aw’ + bw)) folgt ¢4 = —aw’ = —by Wegen
1+ ¢e(d—as) =az+e(az +bz)ist ag =d—(az' +ba"1). Wegen 1 +¢(d—a;) =z +eyist z =1
und y = d — a;. Subtrahiert man die zwei Ausdriicke fiir a4, erhilt man d = 2(az’ + ba~?). Weiter
ist 1+ eay = (a? + €(2ab))(z! + e(—yz~2) = (a® + €(2ab))(1 — ey) = a® + e(—a’y + 2ab). Somit
ist a = £1 und a1 = 2ab—y. Wegen a1 =d — y = 2ab— y + 2az’ ist 2/ = 0. Wir rechnen

z+ e wtew' | a ew'\ _ o _
(—(w+ew’) z+ez’>_det<—ew’ a )70 =1

Die Liealgebra von T iiber E besteht deshalb aus allen Matrizen

(5.8) H= H(M)(a, b, C) —aFy+ ((1 - b)(Eu - E33) + C(E24 - qu) =

0 0
b 0
02—a
—-c 0

OO O R
G"O('}O

C
mit a, b, cin E.

(5.9) Rechnungen in Lie M: Der Schnitt {KoNM)(R) hat den Vektor Fg4~ E49 als Basisvektor
seiner Liealgebra. Die Liealgebra von A%, (R) hat E 1~ E3ss und Egy+2F33+ 44 als Basisvektoren.
Der Quotient der Liealgebra von M nach dem von diesen Teilalgebren erzeugten Unterraum ist
daher zweidimensional. Folglich gilt

(5.10) o(L(B))= 5 dlm( (8)/ (Ko N L(B) (R) A3 (R)) = 1.

Wir wollen in einem néachsten Schritt exp H(a, b, ¢) fiir komplexe Zahlen a, b, ¢ berechnen. Jetzt
liegt bE4 im Zentrum von M (4,C) und weiter ist (E1y — E33).(Fas — E42) = 0. Daher ist
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exp H(a,b,c) = exp b.exp(a— b)(E11 — Es3).exp ¢(E24 — E42). Folglich reicht es die beiden
letzten Exponentialausdriicke zu berechnen. Induktiv gelten hierfiir zunachst

2k 2k+1
0 =z 2% 0 0 0 g+
(—x 0) = (-1F ( 0 xzk) und <__£ g) = (-1)* <_$2k+1 0 )

fiir alle nichtnegativen ganzen Zahlen k& und jede komplexe Zahl z. Deshalb ist speziell

ex 0 z\_ [ cosz sinz
Pl-z 0/ \—sinz cosz /"
Fir alle komplexen Zahlen a, b, d erhalten wir daher

exp (H(M)(a,b,d)) = exp (bEs + (a — b)(E11 — Es3) + (B2 — E42))

(5.11) expla—b) 0 0 0
. _ 0 cos(c) 0 sin(e
= exp (b) 0 0( exp (b — a) 0( )

i 0 —sin(c) 0 cos(c)

(5.12) Berechnung von ad H(M)(a,b,c): In einem nachsten Schritt berechnen wir die adjun-
gierte Darstellung von Lie T'auf Lie G und ihre Wurzeln. Hierfiir notieren wir allgemein

ay Qg b1 bg
az a b b
adH(M)(a,b,c¢) c? c: d —2a1 _23
Cy C4 —a9 d— [¢7}
0 chby + ag(a - b) 2b1(a — b) bz(a — b) — cay
as(b ~ a) + ceo c(ba + ca) ba(a —b) — caq (d - 2a4)c
2¢1(b —a) ea(b—a) — ase 0 az(a —b) — cey

(b—a)ea —caz  —c(2aa+d) as(b—a)—cby  —c(bs+ca)
Fir H = H(M)(a,b,c) gelten somit
adH (B, — Ess) = adH(Eyy + 2Ess + Eaq) = adH(Bas — Egy) = 0,
adH(E\2 — Es3) = (a — b)(E12 — E43) — ¢(E14 + Eq3),
. adH(Ev4 + E23) = ¢(Ey2 — E43) + (a — b)(E14 + E23),
adH (E3; + E41) = (b — a)(E3z + Ea1) + ¢(Ea1 — E3a),
adH (B9 — E34) = (—c)(E32 + Ea1) + (b — a)(Eo1 — Eaq),
adH(Ea3 + Ea4) = ¢(Ea4 — Ea2) + (2¢) Eg2,

adH (E42) = ¢(E22 + 2E33 + E44) + (—2¢)(E3s + Eaa),
adH(Ela) = 2((1 — b)E13,
adH (E3;) = (~2(a — b))E3;.
Beztliglich der so angeordneten Basis von Lie G hat adH die Matrizendarstellung
000 0 0 \
000 0 ¢
000 ¢ 0
a—-b ¢
—c a-—b
) adH(M)(a,b,c) = b—a -—c
' ¢c b—a
0 —2¢
2¢ 0
2(a —b) 0
0 2(b—a)
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Das charakteristische Polynom von adH(a, b, ¢) ist daher
det(X — adH{a,b,c))
@ = X2(X ~ ((a— ) +i6) (X = ((a - 8) - i0)) (X = (~(a = B) +ic))
(X = (—=(a = b) —ic)) (X — 2ic) (X + 2ic) (X — 2(a — b)) (X + 2(a — b)).

Die Vektoren E1y — Ess, Eaz + 2E33 + Eu4, Eoq — E4, E33 + Es4 und E4p bilden eine Basis der
Liealgebra von M. Beziiglich derer hat adH(a, b, ¢) die Matrizendarstellung

0000 O
0000 ¢
3) adH(a,b,¢)=|000¢ O
0 —2¢
2¢ 0
und es gilt .
(4) " det(X — adH(a,b, ¢)|Lie M) = X*(X — 2ic)(X + %ic).

Die Wurzeln von (G, Ap) erhdlt man, indem man in den Rechnungen oben ¢ = 0 setzt. Fir
H = adH(a,b,0) aus Lie Ay (C) ist genauer

adH(E13) = 2(a — b)E\3, adH(Fs;) = —2(a — b) Eay,
(5) adH(E14 + Ea3) = (a — b)(E14 + F23), adH(E13 — Ea3) = (a — b)(E12 — Eg3)
adH(E91 — Eaq) = —(a — b)(Eq1 — Es4), adH(Es3 + Eq1) = —(a — b)(Es2 + Ea1).
Alle anderen Basiselemente von Lie G(C) liegen im Kern von adH.

(5.18) Positive Wurzeln: Als positive Wurzel von Lie Aps(C) wahlen wir die fiir alle komplexen
Zahlen a,b durch

(1) #(H(M)(a,b,0)) = 2(a—1b) und x(H(M)(a,b,0)) =a—1b

gegebenen Abbildungen. Als positive Wurzeln von Lie T(C) wéahlen wir die fiir alle komplexen
Zahlen a, b, ¢ durch

Br(H(M)(z,a,b)) = (a—1b)+ic, Bs(H(M)(,a,b)) = 2ic,

® Bo(H(M)(z,a,b)) = (a—b) —ic,  $(H(M)(z,a,b)) = 2a—b)

gegebenen Abbildungen. Die beiden Ordnungen sind dann kompatibel. Die reellen Wurzeln von
T sind
(5.14) R=R(T)={*¢} und RY = {¢}

ist die positive reelle Wurzel von T'. Fur reelle Zahlen a,b, ¢ ist H(a, b, ¢) genau dann regular in G,
wenn a — b und ¢ von Null verschieden sind. Wir erhalten damit das

(5.15) Lemma: Fir reelle Zahlen a,b,c ist
H = H(M)(a,b,c) = a(E1; — E33) + b(E22 + 2E33 + E44) + ¢(E24 — Ea2)

genau dann reguldr in G,wenn a — b und ¢ beide von Null verschieden sind. In diesem Fall ist

R+(H):{aER:a(H)>0}:{§¢;}¢} ZZZ
und
er(H) = (=1)IRT RN - {11 Zzg
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(5.16) Die Kowurzeln und Spiegelungen zu den positiven Wurzeln: Wir berechnen
weiter die Kowurzeln zu den positven Wurzeln von (G,T). Auf LieT(C) definieren wir fiir alle
komplexen Zahlen a,b,c,a’, ¥, ¢’ durch

1
Bi(H(a,b,c), H(a',b',c)) = §tr(H(a, b,c), H(d,V,c")
1 .
= §tr(d1ag(aa', bb' —cc’, (2b — a)(2b' — a’), bb’ — cc’)) = aa’ + 3bb’ — cc’ — ba’ — b'a
eine Bilinearform, deren Restriktion auf Lie T' dort ein inneres Produkt definiert.
Fiir alle reellen Zahlen a,b, ¢ gilt genau dann 2(a — b) = ¢(H(a, b, ¢)) = aa’ + 3bb’' — c¢' — ba’ — ba,
wenn b’ = ¢/ = 0 und a’ = 2 sind. Somit ist H(¢) = H(2,0,0). Wegen B,(H(¢), H(¢)) = 4 gilt
1
(1) #¥ = SH(#) = H(1,0,0) = diag(1,0,~1,0).
Insbesondere ist die Spiegelung s(é) zu ¢ fur alle komplexen Zahlen a, b, ¢ gegeben durch

s(8)(H(a,b,¢)) = s($)(bEs + (a ~ b)(Ens — Eas) + c(E24 — Ea2))
| = H(a,b,c) — 2(a - b)H(1,0,0)
=bEs — (a — b)(E11 — Es3) + c(Ea4 — Ey2)
(2) 0 0 1
= (mt 0 \/;?T : ) (H(a,b,0)).
V|

Fir alle reellen Zahlen a, b, ¢ gilt genau dann (a—b)+ic = f1(H(a,b, ¢)) = aa’+3bb' —cc' —ba’ —b'a,
wenn @’ = 1,4 = 0 und ¢/ = —i sind. Somit ist H () = H(1,0,—). Wegen B;(H(f1), H(f1)) =
14+1=2Iist

1
(3) By = H(1,0,—i) = 0 L

1 0
Analog ergibt sich

1

: 0
(4) BY = h(Bs) = H(1,0,4) = 1
—i 0

Fiir alle reellen Zahlen a,b,c gilt schlieflich genau dann 2ic = f3(H(a,b,¢)) = aa’ + 3bb' —
cc’ — ba' — b'a, wenn o’ = b = 0 und ¢’ = —2¢ sind. Somit ist H(f#3) = H(0,0,—2i). Wegen
By1(H(Bs), H(#3)) = 4 ist
(5) By = H(0,0,—1).
Folglich ist die Spiegelung s(8s) zu B3 fir alle komplexen Zahlen a, b, ¢ gegeben durch
s(B3)(H(a,b,¢)) = 5(8)(bEs + (a — b)(Enr — Eas) + c(E24 — Faz))

= H(a,b,c)— 2ic H(0,0,—1) v
(6) = bEq + (a — b)(Ey — Fas) — ¢(Eas ~ Eaz) = H(a,b,—c)

= (Int diag (v~1,-1,v/~1, 1)) (H(a,b,c)).

Die Wurzeln von (M, T) sind +fs. Deshalb erhalten wir insbesondere das

(5.17) Lemma : Fir den Levifaktor M = L(f) ist W(M(R), T(R)) trivial. Die zweiclementige
Gruppe W(M, T) wird erzeugt von der Spiegelung s(fs) zur Wurzel Bs.
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(5.18) Berechnung von Z mit AdZ(LieT(C)) = Lie B(C): Wir wollen im folgenden ein
Element Z aus GSp(4) berechnen mit AdZ(Lie T(C)) = Lie B(C). Nach Wahl von T gibt es bereits
ein Element mit dieser Eigenschaft im Zentralisator des Schnittes von Lie T(C)) und Lie B(C).
Dieser hat die Vektoren E4 und Eq4 — E4 als Basis. Wir behaupten, dafl es bereits ein Element Z
aus dem Zentralisator von Ea4 — E49 in Sp(4, C) mit dieser Eigenschaft gibt. Explizites Rechnen
zeigt, dafl der Zentralisator in Sp(4, C) von 94 — E43 aus allen Elementen der Form

a 0 b 0
(1) Y(a,b,c,d,z,y) = (c) :g 2 g mit ad —be =2 — 22 =1
0 —y 0 -z

besteht. In diesern Fall gilt insbesondere
a 0 b 07" d 0 -b 0

0 =z 0 vy {0 -z 0 -y
(2) ¢ 0 d 0] Tl= 0 a« o0
4 0 -y 0 —=z 0 vy 0 =z

Genau dann hat ein solches Element die fiir Z=1 geforderte Eigenschaft, wenn es Losung des
Gleichungssystems

—bw 0 aw O a 0 b 0 w 0
0 —-zy 0 =zz |} _ [0 = 0 y 0 =z
—dw 0 cw O “le 0 4 0 —w 0
0 zz 0 -yz 0 -y 0 -~z 0 -z
A 0 0 0 a 0 & O Aa 0 Ab 0
10 0 0 B 0 =z 0 y | _ 0 ~By 0 —Bz
10 0 -4 0 ¢ 0 d 0 ) | —-Ac 0 —Ad 0
6 -B 0 0 0 -y 0 -z 0 —Bz 0 —By

mit w, z # 0 ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn zusatzlich zu 1 = ad — bc = y? — 2? die

Bedingungen Aa = —bw, Ac = dw, aw = Ab, cw = —Ad und zy = —Bz erfiillt sind. Wegen
der ersten Determinantenbedingung sind aber a oder b ungleich Null und ¢ oder d ungleich Null.
Der erste Gleichungssatz zeigt, dafl dann a, b, ¢, d und A alle ungleich Null sind und dariiberhinaus
A= —-a"lbw = b~ raw = ¢~ 1dw = —d~lcw gelten. Damit ist ad = —bc. Weiter folgt ab~! =
—ba~!, also a? = —~b%. Somit ist a = eid fiir ¢ = +1. Analog gilt ¢ == yid fiir v = 1. Wegen
A= —a"1bw = ¢ 'dw ist ¥ = —¢ und wir erhalten ¢ = —¢id, a = ¢ib, A = eiw. Aus der ersten
Determinantenbedingung 1 = 2ad = 2eibd folgt b = —¢i/2d und somit a = 1/2d. Sei y = 0.
Dann ist z = 3¢ wegen der zweiten Determinantenbedingung. Wahlt many=1,d=1,e¢=1 als
Parameter, erhilt manz =0,a=1/2,b = —i/2, ¢ = —i, B=z und A = iw.

Fiir die Inverse Z = Y (1,4/2,7,1/2,0,—1) des so konstruierten Elementes Y(1/2,—4/2,—%,1,0,1)
gilt folglich

10§ 0 iw 0 0 0 w 0
00 0 -1 0 0 0 =z|_ 0 =z
(5.19) Al ot oflo 0 —iwofT|-w o0
01 0 O 0 -z 0 0 0 -z
Speziell folgt mit H(M)(a,b,c) = bEs + (a ~ b)(E11 — E33) + ¢(Eaq — E4) fr alle a,b,¢in C
10 % 0 a
000 -1 b c
AdZ(H(M)(a,b,c)) = Ad 7 0 % 0 2b—a
010 0 —c b
(5.20) ~i(a—b) 0 b 0 ~ia—b) O
_ 0 ¢ | _ 0 b 0 c
=bBat | sa-b) 0 =lia-8 o b0
0 —c 0 —c 0 b

= H(G)(b,—i(a — b),c¢).
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(5.21) Berechnung von (AdZ)(8Y): Als Bilder unter AdZ der Kowurzeln zu den positiven
Waurzeln von (G, T) erhalten wir

AdZ(H(M)(1,0,0)) = H(G)(0,-1,0) = (~i)(E13 — Ea1),
AdZ(H(M)(1,0,—4)) = H(G)(0, —i, —i) = (=i)(E13 — E31) + (—1)(E24 — Eg3),
AdZ( M)(l 0 Z)) H(G) (0, —1, Z) = (——i)(Ela - Eal) + i(E24 — E42),
AdZ(H(M)(0,0, z)) H(G)(0,0,~3) = (~i)(E24 — Eg).
(5.23) Berechnung von (fos~!oAd Z)(H(M)(a,b,c)):  Sei (g, f) ein normierter Langlands-
parameter fiir die Darstellung 7 und gelte f = b1 E} + iba(E13 — E31)" + tbg(Eaq — Eg)" fur
reelle Zahlen bg, b3 mit 0 < b3 < by und einer komplexen Zahl b;. Genau dann ist f positiv auf
einem Vektor iz(E13 — Ea;) + ty(F24 — E42) mit reellen Zahlen z,y, wenn —byz — bzy > 0, also
boz + b3y < 0 gilt. Diese Bedingung ist wegen 0 < b3 < b fiir alle vier Bilder der Kowurzeln unter

AdZ erfullt. Der normierte Langlandsparameter (g, f) bleibt daher unverandert. Fiir ein regulares
Element

(5.22)

| H = H(M)(a, b, C) =bFE4 -+ (a — b)(Els — Eal) + C(E24 - E42)

aus Lie T(R) berechnen wir im folgenden fir ¢ in W(G, B) die Terme (f ot~! 0 AdZ)(H). Dazu
libernehmen wir die Bezeichnungen von (3.12). Es gilt f(H(G)(z,y,2)) = byz + ibyy + tbgz nach
Konstruktion. Wir rechnen

(foid™! 0 AdZ) (H(M)(a,b,c)
(fosT'oAdZ)(H(M)(a,b,c)
(fosy'oAdZ)(H(M)(a,b,c)
fosstoAdZ)(H(M)(a,b,c)

)

)

(H )

( ( )
(foszloAdZ)(H(M)(a b, c))
( ( )
( ( )
)

F(H(G)(b,~i(a —b),c)) = bib + ba(a — b) + ibsc,

F(H(G)(b,—i(a —b),—c)) = bib+ ba(a — b) — ibsc,
F(H(G)(b,c,—i(a—b))) = bib -+ ibsc + bs(a — b),

F(H(G)(b,i(a ~b),c)) = brb — by(a — b) + ibse,
(
(
(

F(H(G)(b, —c,i(a— b)) = byb — ibyc — bg(a — b),
F(H(G)(b, —c, —i(a — b))) = b1 — ibac + b3(a — b),
fo 3_2 0 AdZ)(H(M)(a,d,c)) = fF(H(G)(b,i(a —b),—c)) = bib — ba(a — b) — ibse,

(fos 20 AdZ)(H(M)(a,b,c)) = fF(H(G)(b,c,i(a—b))) = bib + ibyc — bs(a — b).

(5.24) Berechnung von Q*(fos ! oAdZ): Wir diskutieren jetzt die Patchingfaktoren € zu
T. Aus den gerade berechneten Formeln erhalten wir insbesondere wegen (5.22) fiir die Kowurzel
= H(M)(1,0,0) die Bilder

Il

fos loAdZ)(H(M)(a,b,c)

(foid ! 0 AdZ)(¢V) = by, (foss 0oAdZ)(¢Y) = —bs,
(fosTloAdZ)(gY) = by, (fos ' oAdZ)(¢Y) = b3,

(fos{loAdZ)(qﬁV):bg, (fos_2oAdZ)(¢V) :——bg,
(foss'oAdZ)(¢") = —by,  (fos®0AdZ)(s") = b

Wir erinnern daran, da8§ fiir ein lineares Funktional h auf Lie T(C), das auf den Kowurzeln @ zu
R nicht verschwindet, Q% (h) definitionsgemas aus allen den Kowurzeln in @ besteht, auf denen A
positiv ist. Da b2 und b3 beide positiv sind, erhalten wir deshalb

(5;25) Lemma: Fir den Langlandsparameter f = b1 E} + iba(E13 — E31)" + ib3(Eos — Eag)"
fir reelle Zahlen by, bg mit 0 < bg < by und einer komplezen Zahl by gelten

Q*(foid ' 0AdZ) = Q*(fosT' 0 AdZ) = QF (fos;' 0AdZ) = QT (fos 0 AdZ) = {¢"},
QT (fosz'oAdZ) = QF(fosi'oAdZ) =QT(fos 20AdZ) = QY (fos ®0AdZ) = {-¢ ).

Da +¢ die einzigen reellen Wurzeln von (G, T) sind, folgt aus Lemma (4.27) das

(5.26) Lemma: Fir die Patchingfaktoren ©(Q%, RY) von T gelten
&(¢Y,¢) =¢(—¢Y,-¢)=0 und €Y, —¢) =2(—¢",4) =2
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(5.27) Berechnung von &y (v, 7) fiir regulire Elemente v: Wir erinnern daran, daB B5 die
einzige positive Wurzel von (M, T') ist, und daher definitionsgemaf

A¥(H(M)(a,b,c)) = e¥e — ¢~ %¢
fir alle regularen Elemente H = H(M)(a,b,¢) = bEs+ (a — b)(E13 — E31) + ¢(E24 — E42) aus
LieT'(R) gilt. Weiter sind
Ry = { 16} a>b = (~1)R*n-rH) (1 a>b
kR (H)—{{—¢} a<b nd en(H)=(-1) _{—1 a<b.

SchlieBlich ist f = b1 Ef +iby(E13— E31)" +ibg(E24 — E42)" fiir reelle Zahlen by, b3 mit 0 < b3 < by
und einer komplexen Zahl b; wie oben Teil des normierten Langlandsparameters (g, f) von 7. Wir
haben alle Voraussetzungen, um fiir z aus Z(B) = {£1} die Charakterformel

Aeg!(g;)g(z) ZtEW(G,B) C(t)E(Q+(f ot~1lo AdZ),R‘*‘(H)) exp ((f ot~lo AdZ)(H))

fiir ®ps(z.exp HjT) zu berechnen. Wir unterscheiden dabei die Falle a > b und a < b.
1 B

(5.27.1) Der Fall a > b:  Sei zunichst a > b. In diesem Fall ist R*(H) = {¢} und er(H) = 1.
Deshalb lauft die Summe iiber ¢t in W(G, B) mit Q*(fot~! 0 AdZ) = {~¢"}, also iiber s3, s4, s?
und s3. Nach (3.13) ist det(s3) = det(s4) = ~1 und det(s?) = det(s%) = 1. Daher gilt

Y rew(e.me®E(Q (f ot~ 0 AdZ), RY(H)) exp ((f o t™" o AdZ)(H))
= 2exp (b1b) [exp (—ibse — by(a — b)) + exp (ibac — ba(a — b))
— exp (—ba(a — b) + byic) — exp (~byic — ba(a — b))]
= ~2exp (b1b) ((exp (~bs(a — b)) [exp (ibac) — exp (—ibac)]
— exp (~ba(a — b)) [exp (ibsc) — exp (=ibsc)] ).

Im Fall a > b ist also

2g(z) exp (b1a)
exp (2ic) — exp (—2ic)

Op(z.expH,7) = —

X (exp (—ba(a — b)) [exp (ibsc) — exp (—ib3c)] — exp (—bg(a - b)) [exp (ibgc) — exp (-—ibzc)]).

(5.27.2) Der Fall a < b: Fir a < bist RY(H) = {—¢} und eg(H) = —1. Deshalb lauft die
Summe iiber t in W(G, B) mit Q*(f ot~ 0 AdZ) = {¢"}, also Uber id, 51,5, und s. Nach (3.13)
ist det(sy) = det(sz) = —1 und det(id) = det(s) = 1. Daher gilt

S tew(@meE(@F (f ot 0 AdZ), R¥(H)) exp ((f o £ o AdZ)(H))
= 2exp (b1b) {exp (ba(a — b) + ibsc) + exp (—ibse + ba(a — b))
— exp (ba(a — b) — ibsc) ~ exp (ibac + ba(a — b))
= 2exp (b10) ((exp (ba(a — 1)) [exp (ibac) — exp (—ibsc)]

— exp (b3(a — b)) [exp (ibzc) — exp (—ib3c)]) .
Im Fall a < b ist also

2g(z) exp (blb)
exp (2ic) — exp (~2ic)

Dpr(z.expH, 1) = —

X (exp (ba(a — b)) [ exp (ibsc) — exp (—ibac)] — exp (bs(a — b)) [exp (ibac) — exp (—ibgc)]).
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In beiden Fallen hangt ®ar nach Konstruktion nur vom Betrag von ¢ ab. Weiter ist —|a—b| = a—b
fir a < b und —|a — b| = —(a — b) fiir a > b. Daher ist

e—bsla—b] (eibg|c| — e-—ibg'Cl) — g—bala-b] (eibgic{ _ e—ibslcl)

e2ilel _ g—2ile|

®r(z.exp H, 1) = 2g(2) exp (b1} )

fiir alle regularen Elemente H in Lie T(R), also allen Elementen, in denen @ — b und ¢ beide von
Null verschieden sind.

(5.28) Berechnung von ®,s(v, 7) fir singulidre Elemente y: Wir untersuchen die Limiten
der Abbildung ®,s fiir ¢ und a — b gegen Null. Klar ist dabei
) (eibg|c| — e—-ibglcl) — (eibalcl - e—-‘balcl)

e2ile] _ g—2ile]

®p(z.exp H(a,a,c), ) = 2g(z) exp (hra
fir alle ¢ ungleich Null. Nach Lemma (3.25) ist fiir positive reelle Zahlen B, C weiter
i EXP (1Bz) — exp(—iBz) B
‘ z—0 exp (iCz) — exp(—iCz) = C’
Fiir alle reellen Zahlen a, b ist deshalb
®pr(2.exp H(a,b,0),7) = g(z) exp (b1b) (bze"l’al““bl - bge'b“|“"’[).

(5.29) In einem letzten Schritt wollen wir die oben berechneten Charakterformeln in invarianter
Form schreiben. Dazu sei

s = exp H(M)(a,b,c) = exph- [(e"p(g"’) 0 ),(“’“ smc)] = [s1, s3]

exp (b —a) —sinccose

in der Notation von (3.20) fiir reelle Zahlen a, b, ¢. Sei y = expb. Seien A, u die beiden komplex
konjugierten Eigenwerte y(cosc =+ isinc) von s3. Seien «, 8 die beiden reellen Eigenwerte exp (a),
exp (2b — a) von s.

Dann wird b durch die Gleichung Ay = y?> = exp (2b) bestimmt. Der Betrag von ¢ wird durch
A p = 2ycoscund |A — pf = 2ysin |¢] festgelegt. Darzustellen bleibt |a ~ b]. Sei zuerst & = expa
und B = exp (26 — a). Dann gilt a7 13 = exp(2(b ~ a)). Fiir « = exp (25— a) und B = expa ist
af~t = exp (2(b — a)). Dies zeigt |a — b| = |log(ef~1)|/2. Beachtet man exp (iz) = cosz + isinz
und sin(2z) = 2sin x cos z, erhélt man somit zusammenfassend den abschlieBenden

(5.30) Satz: Sei T = B(L(f)) ein modulo dem Zentrum von L(B) mazimal anisotroper Q-
Torus in L{B). Set (g9,f) ein normierter Langlandsparameter fir die Darstellung v und gelte
[ =01 E} + ibo(E13 — E31)" + ib3(E24 — E42)" fiir reelle Zahlen by, bz mit 0 < bs < by und einer
komplezen Zahl by. Seien H aus LieT(R) und z aus Z(B) = {£1}. Seien A, p die beiden komplez

kongjugierten Eigenwerte und ¢, B die beiden reellen Eigenwerte von exp H, so daf

z-exp H ~ z-diag(e, A, B, p)

uwber den komplezen Zahlen gilt. Seien a, b, ¢ die reellen Zahlen

‘ A —
:—1-- 1og<%) ) sz?l--log(/\#), c:arccos<A+p> = arcsin (|__ﬂ_|>

a

2 2V Au 2V

Dann ist expb der Anteil von exp H aus der Zusammenhangskomponenic des Zenirums von
GSp(4)(R) und exp (2b) ist der Ahnlichkeitsfaktor von exp H.
Ist H reguldr in GSp(4), sind also a und ¢ von Null verschieden, dann gilt

e"bﬂ“sin(bgc ) — gmbaa sin(b3c)
P z-expH,7) = (2/2p)? - g(z)exp (b1b) -
L)( p )= p#)? - g(z) exp (b1d) (X =g~ X+ p
Sei H singuldr in GSp(4), gelte also ac = 0. Dann ist
1 (p)(z - exp H,T) = g(2)exp (b1d) - (bze_ba‘1 - bge”b’a)

mm Falle = 0.
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Kapitel 6  Die Charakterformeln &, (4, 1) im Fall einer eindimensionalen
Darstellung

Die irreduzible, endlichdimensionale Darstellung (V, 1) von G = GSp(4) bestimmt den Langlands-
parameter (g, f), der eine der Unbekannten in den Charakterformeln ®p(-, 1) in (3.28), (4.31)
und (5.30) ist. Ziel dieses Appendix ist es explizitere Formeln fiir den Spezialfall bereitzustel-
len, in dem p eine eindimensionale Darstellung von G ist. Vor der eigentlichen Berechnung des
Langlandsparameters und der ®(-, 1) erinnern wir an die zugrundeliegende Situation.

(6.1) Sei (G, n) eine kompakte reelle Form von G(C)/Ag(C). Seien also G eine iiber den reellen
Zahlen definierte reduktive Gruppe und 7 : G—G ein iiber den komplexen Zahlen definierter
Isomorphismus, so da88 7° on~! fiir alle ¢ in Gal(C|R.) ein innerer Automorphismus von G ist. Wir
identifizieren Ag mit der iiber den reellen Zahlen zerfallenden Komponente des Zentrums von G.
und verlangen, daf8 der Quotient Q(R) = G(R)/Ac(R) kompakt ist. Bezeichne p die kanonische
Projektion von G auf Q. Seien B* = n~(B) und B = (pon~')(B) mit B dem modulo Ag maximal
anisotropen Q—Torus in G aus (3.2). Die Pullbacks der positiven Wurzeln £, B2, s, B4 aus (3.10)
unter 7 bilden ein System positiver Wurzeln von (G, B*). Sie sind trivial auf Ag, induzieren daher
ein System positiver Wurzeln von (Q, B). Nach (3.16) gilt fiir deren hilftige Summe

(1) 7= (2i(E13 — E31)" +i(E2a — Es2)") o9

in additiver, also loganthmlscher Notation. Sei 9*(u) der Pullback unter 1 von p zu einer Darstel-
lung von G. Der Twist i von 7 (/,z) mit dem Inversen der Restriktion £|Ag des zentralen Charakters
& o von n*(u) auf Ag(R) ist eine Darstellung der kompakten Gruppe Q(R) mit Hochstgewicht
A(f) und Infinitesimalcharakter x(z). Dieser ist gleich dem Differential von (£|A¢)~! ® (€ o 7).
Nach [Knapp, p.225, Example] gilt

2 x(7) = A(E) + 7.

(6.2) Sei (p,V) eine irreduzible endlichdimensionale Darstellung von G = GSp(4) mit zentra-
lem Charakter £. Wir wollen im folgenden allgemein ihren Langlandsparameter (g, f) bestimmen.
Zunachst wird ¢ durch seine Werte auf dem Zentrum Ag von G determiniert. Dessen reellen
Punkte haben zwei Zusammenhangskomponenten in der reellen Topologie. Dabei besteht die Zu-
sammenhangskomponente der Eins A% (R) aus dem Schnitt von Ag(R.) mit dem Bild von Lie B(R)
unter der Exponentialabbildung. Der Quotlent von Ag(R) nach ihr ist Z(B) = {£1}. Der Quasi-
charakter g von Z(B) ist daher der durch g(—1) = p(—1) festgelegte Charakter.

Wir erinnern, dafl das Funktional f auf Lie B(C) durch den Harish-Chandra Isomorphismus be-
stimmt wird. Genauer besitzt die Restriktion von g auf die reelle Zusammenhangskomponente der
Eins von G(R) einen Infinitesimalcharakter x(u). Sei p die in (3.16) berechnete halftige Summe
der positiven Wurzeln auf (G, B). Nach Konstruktion des Harish-Chandra Isomorphismus v in
[Knapp, pp.219ff] gilt v(H) = H — p(H) fur alle H in Lie B(C). Der Parameter f ist speziell
wegen [Knapp, p.310, Theorem 9.20] dann eindeutig durch die Vorschriften

(1) x(w)=Ff-p und f(BY)>0firi=1,...,4

bestimmt. Als Basis von Lie B(C) fixieren wir E4, F13 — E31, E24 — E43. Kombiniert man (3.15)
und (3.16) folgt dann

(2) f=x(u) + 2i(Erz — E31)" + i(Eqq — Eg2)".

Dabei ist f eindeutig modulo der Operation der Weylgruppe W(G, B) bestimmt. Wir rigidifizieren
f durch die Positivitatsbedingung f(8}) > 0 fiir alle{ = 1,...4. Nach (3.15) ist dies dquivalent zu

(3) f = blE‘? + bzi(ELg - E31)A + ibg(E24 — E42)A mit 0 < bz < bs.

(6.3) Betrachten wir jetzt in den Bezeichnungen von (6.1) die spezielle Situation, in der p eine
eindimensionale Darstellung ist. Dann ist p trivial auf dem Quotienten B/Aq. Als Differential des
trivialen Charakters ist somit der Infinitesimalcharakter von 7 identisch Null. Es folgt A(E) = —
aus (6.1)(2).
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Wir behaupten, dafl das Hochstgewicht A(f) regular ist. Zu zeigen ist dafiir nur, da das Funktional
p aus (3.16) auf allen Kowurzeln zu positiven Wurzeln nicht verschwindet. Dies folgt aber durch
explizites Einsetzen der Werte von 8y aus (3.11)(5). Wie in [ArL2, p.283] bemerkt, sind breits in
dieser Situation die L2-Spurformeln (1.29) und (1.30) giiltig.

(6.4) Sei (£,V) eine irreduzible eindimensionale Darstellung von G = GSp(4). lhre Restriktion
auf die reelle Zusammenhangskomponente der Eins von G(R) hat den infinitesimalen Charakter
x(€). Wie in (6.3) bemerkt, ist x(£) trivial auf der von Ey3— E3;, Ey4 — E49 erzeugten Liealgebra
von B(R)/Ag(R). Er ist also fiir alle reellen Zahlen z, a, b durch

(1) exp (x(€)(zE4 + a(E13 — E31) + b(E24 — Eg3)) = £(expz) = exp (b -log|al)

mit einer komplexen Zahl b; gegeben. Als Quasicharakter auf Ag(R) = GL(1)(R) ist £ namlich
das Produkt aus einer ganzzahligen Potenz des Signumcharakters und einer komplexen Potenz des
reellen Betrages. Wegen (6.2)(2) ist mithin

(2) f = b E} +2i(E13 — Es1)" + i(E2a — Eg2)".
|

Offenbar besitzt! f die in (6.2)(3) geforderten Eigenschaften. In unserer bisherigen Notation fiir
den Langlandsparameter f ist damit b3 = 2 und b3 = 1. Wir notieren weiter, daf
(3) §(z.exp H) = g(z) exp (bipz(H))

fiir alle Elemente H aus Lie G(R) und alle z in Z(B) gilt. Dabei bezeichnet pz die Projektion
der Liealgebra von G auf die von F4 erzeugte Liealgebra ihres Zentrums. Wir haben jetzt alle
Voraussetzungen um die Charakterformeln ®4s(7, £) zu berechnen.

(6.5) Berechnung von ®g(v,£): Wir iibernehmen dafir die Bezeichnungen von (3.28). Fiir
alle reellen Zahlen z gilt sin(2z) = 2sinz-cosz. Weiter ist pz (H) = zE4 fir alle H in Lie G(R) mit
pz der Projektion auf die Liealgebra des Zentrums von G. Daher ist g{z)exp (byz) = &(zexp H).
Fir z in Z(B) und alle regularen Elemente H aus Lie B(R) gilt deshalb
sin (bzb) sin (bga) —sin (bga) sin(bab)

sin(a) - sinb - (cosa — cos b)
sin(2b) sin(a) — sin (2a) sin (b)

sin(a) - sind - (cosa — cosb)

2sin (b) cos(b) sin(a) — 2sin(a) cos(a) sin(b)

sin(a) -sinb - (cosa — cos b)

®g(z-expH, &) = %5(z.epo)~

= —;—f(z.exp H)-

= —1—£(z.exp H)-

5 = —¢{(z.exp H).

Wir liberlassen es dem Leser, sich davon zu lberzeugen, dafi die in (3.28) angegebenen Formeln
fur singulare Elemente H sich ebenfalls zu —£(z.exp H) vereinfachen.

(6.6) Berechnung von ®(4)(7v,£): Wir ibernehmen dafiir die Bezeichnungen von (4.31). Fiir
alle reellen Zahlen z gilt sin(3z) = 3sinz — 4sin®(z). Weiter ist pz(H) = aFE4 fiir alle H in
LieT(R) mit pz der Projektion auf die Liealgebra des Zentrums von G(R). Speziell gilt somit
g(z)exp (bia) = £€(z.exp H). Fiir alle z in Z(B) und alle reguldren Elemente H aus Lie T(R) gilt
deshalb

e(bs—bz)b sin((b2 + ba)c) —_— e“‘(b2+b3)b Sin((bz —_ bs)c)

Pr(a)(z - exp H, ) = &(z.exp H) -

sinc-cose
=¢(z.expH)-e7 2. eb sin(:,’i:l)c.T :O—Sbcsin(c)
=¢(z.expH) - e7 2. et (38— 4?01;26(:) — et
=¢(z.expH)-e7 - (8- 6—2:28—6- 4sin?¢ e ). f;;_; | (5 e-zb)[/s/\_fztl_ .y
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wegen 4sin ¢ = 4(|]A — p|/2v/35)? = |A — p|? - (M)~ Wir notieren weiter, daB im Fall ¢ = 0
®ra)(z - exp H,£) = £(z.exp H) - (3¢ — ¢73)
gilt. AbschlieBend bemerken wir exp (—b) = min{{/Au(af)-1, /aB(Au)~1}.

(6.7) Berechnung von ®1,s(,£): Wir iibernehmen dafiir die Bezeichnungen von (5.30). Wegen
pz(H) = bE4 fir alle H in LieT(R) mit p; der Projektion auf die Liealgebra des Zentrums von
G(R)ist g(z)exp (b1b) = £(z.exp H). Fiir alle z in Z(B) und alle reguliren Elemente H in Lie T(R)
gilt daher

e~%9sin(byc ) — e~b2% sin(bsc)
sinc-cosc
~%sin(2¢) — e~ 2sin(c)

sinc-cosc

Qrpy(z- exp H,&) =€(z.exp H) -

=¢(z.expH) - 2

_ _q 2cosc—e”* oy At —e A
_F(z‘ﬁepo)-e “-T—E(z.epo)-(Qe ) Al

Im Fall ¢ = 0 geht dies Uber in £(z.exp H) - 2¢7% - (e72% — 2¢™%), also in die korrespondierende

Formel aus (5.30). Wir notieren exp(—a) = min{\/af~1,1/Ba~1}. Zusammenfassend erhalten
wir daher abschlieBend den

(6.8) Satz: Sei (V,€) eine irreduzible eindimensionale Darstellung von GSp(4). Sei B ein
modulo dem Zentrum von GSP(4) mazimal anisotroper Q—-Torus in GSp(4). Fir alle Elemente z
in Z(B) = {£1} und H in Lie B(R) gilt dann

Bgspa)(2 - exp H, €) = —€(z - exp H).
Sei T' = B(L(«)) ein modulo dem Zentrum des Levifakiors L(a) von GSp(4) mazimal anisotroper

Q-Torus in L(a). Seien z in Z(B) und H in LieT(R). Sind A, p und o, B die beiden Paare

komplez konjugierier Eigenwerte von exp H, dann gilt

9% (3—b2) . (Au) — X — pl? NIV
<I>L<a>(2-eXPH,€)=E(Z-epo)-\/Xl;'( )If\:‘t)ﬂl Pt i b:min{f/&%’ 4 5}5}

Sei T = B(L(B)) ein modulo dem Zentrum des Levifaktors L(B) von GSp(4) mazimal anisotroper
Q-Torus in L(B). Seien z in Z(B) und H in LieT(R). Sind A, p dic beiden komplez konjugierten
Figenwerte und «, B die beiden reellen Eigenwerte von exp H, dann gilt

A - .
(bL(p)(z.epo,f)zg(z_epo).(Qa).W mit Cl:mln{\/%'-,\/g}‘

Auf allen anderen Punkten der jeweiligen Tori verschwinden die Charaktere ®(-,&).
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