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M.Schroder zeigte, daß für einen topologischen R-Vektor-

der mit der Limitierung der stetigen Konvergenz

i
aren ~unktionale auf ein lokalkompakter Limesvektorraum

raum E
I

vers~hene c-Dualraum

E

L Ec aller stetjgert,reellwertigen line-

ist, d.h., daß jeder in L E konvergente Filter eine kompaktec
Teilmenge von L Ec enthält. ( Den Beweis hierfür findet

man in [2J .) In dieser Arbeit wollen wir innerhalb der

Klasse der lokalkompakten R-Limesvektorräume diejenigen

Objekte bestimmen, die isomorph zum c-Dualraum eines topo-

logischen Vektorraumes sind. Dabei gehen wir von der Beob-

achtung aus, daß für jeden lokalkompakten Limesvektorraum

F der c-Dual L Fein vollständiger,lokalkonvexer, topolo-c
gischer Vektorraum ist (siehe [?-] ) . Wir lösen unsere

Aufgabe, indem wir notwendige und hinreichende Bedingungen

dafür angeben, daß der natürliche Homomorphismus zwischen

E und dem c-Bidual L L E von E ein Homöomorphismus ist.c c

Ein Limesraum X wird nach M. Schroder [b 1 lokal-

kompakt genannt, wenn er separiert ist und wenn es zu jedem

x aus X sowi~ zu jedem gegen x konvergenten Filter ~
eine kompakte Teilmenge K von X mit

Es gilt ( siehe [4-],5.t) :

gibt.

i.Lemma: Jeder lokalkompakte Limesraum ist in der Kategorie

der Limesräurne induktiver Limes seiner kompakten Teilmengen .

Für eine Teilmenge Meines R-Vektorraumes V seien co(M)

die konvexe und fM die absolutkonvexe Hülle von M.

Für einen Filter ~ auf V ist das Mengensystem
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{ co(F)1 F E ~} elne Filterbasis. Mit co(~) werde der

hiervon auf V erzeugte Filter bezeichnet.

Ein Limesvektorraum E werdelok.aJd::...on.yexgenannt, wenn für

jeden gegen 0 konvergenten Filter ~

co(~) gegen 0 konvergierte

folgt, daß auch

Für einen Limesvektorraum E sei Ek der assoziierte, lokal-

konvexe~topologische Vektorraum.

Wir führen nun die für die folgenden Betrachtungen wichtige

Klasse der L -Räume ein:c .

Ein Limesvektorraum E heiße L -Raum, wenn er die folgendenc ----
Bedingungen erfüllt:

(a) Eist lokalkonvex undlokalkompakt.
(b) E ist separiert.k

(c) Jede kompakte Teilmenge von E ist als Limesraum

tOPoldgisCh.

In Anlehnung an (1) kann man zeigen:

2.Lemma: Sei E ein L -Raum. Dann ist in der Kategoriec ------.---------------

der Limesräume E induktiver Lime.? der kOmpakten,abs?lu~-=-
konvexen Teilmenge~ vo~ E .

Beweis: Es genügt zu zeigen, daß jeder konvergente Filter

auf E eine absolutkonvexe, kompakte Menge enthält. Hierfür

werde zuerst bewiesen, daß jeder gegen 0 konvergente
Filter ~ eine kompakte, konvexe Menge enthält. Da E

lokalkonvex ist, gelten die Beziehungen co(~) -----> 0

und ~? co (~) . Der FiIteI' co (~) be sitzt eine Ba3is

aus konvexen Teilmengen von E . Da ferner E lokalkompakt

ist, gibt es eine kompakte .Teilmenge K von E mit

K E co(~) . Als kompakte Teilmenge eines Lc-Raumes ist'K
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topologisch. Nun gibt es e1ne konvexe Teilmenge Cl aus

co(~) mit Cl C K. Sei C die Adhärenz von Cl bezüg-

lich der Limitierung von E. Da K topologisch und kompakt

ist und Cl enthält, ist C gleich der abgeschlossenen

Hülle von Cl und somit kompakt. Da ferner die Adhärenz

konvexer Mengen wieder konvex ist, ist C konvex. Wegen

co(ep ) und C.1 E co(ep) sowie Cl ~ C folgt C E: ct'

Also enthält jeder gegen 0 konvergente Filter eine kompakte,

konvexe Teilmenge. Sei nun x ein beliebiger Punkt aus E .

Der Filter \jf konvergiere gegen x. Wegen der Axiome

eines Limesvektorraumes existiert dann ein gegen 0 kon-

vergenter Filter ep mit der Eigenschaft, daß

gilt.Nach dem soeben Gezeigten enthält ep eine kompakte,

konvexe Menge C . Folglich liegt die kompakte, konvexe

Menge C+x in \jf. Da in einem Limesvektorraum das Produkt

einer kompakten Menge von Skalaren mit einer kompakten Menge

von Vektoren kompakt ist, folgt, daß r(C+x) = [-l,lJ.(C+x)

kompakt sein muß. Damit ist das Lemma bewiesen.

B~merkung: Das LelP~a gilt natürlich auch, wenn man für den

Limesvektorraum E nur die Bedingungen (a)und (c) aus

der Definition eines tc-Raumes voraussetzt.

Im FOlgenden werde für einen Limesvektorraum E

der Raum der linearen, stetigen, reellwertigen Funktionale

auf E mit LE bezeichnet. Versieht man E mit der

Limi tierung 'der stet igen Konvergenz ( siehe [1J ) , so

schreibt man für diesen Limesraum L E und nennt ihn den
'C

c-Dualraum von E. Der c-Dualnaum L L E von L E wird----- c c c
der c-Bidualraum von E genannt. Der kanonische Homomor-

phispms



gegeben durch

K: E ---,----> L L 1£c c

<x' ,K(X» = <x,x'> ( X E E , x's LE )

ist ~ohldefiniert und aufgrund der Eigenschaften der stetigen
i

Konv~rgenz.stetig. Er ist ferner genau dann injektiv, wenn

Ek separiert ist.

Ein Limesvektorraum E wird c-reJ_'l_e_xiY-genannt, Vienn der

kanonische Isomorphismus

Isomorphismus ist.

K: E --_._> L L E ein bistetigerc c

Im Folgenden soll diec-Reflexivität von L -Ra.umenc

nachgewi~sen werden. Daraus k~nnen wir dann ableiten, daß

jeder L -Raum derc c-Dualraum eines vollständigen, lokal-

konvexen, topologischen Vektorraumes ist. Da andererseits aber

nach [2. J der G.-Dualraum eines topologiscl1en Vektorraumes

ein L -Raum ist, sind damit die c-Dualräume von topologischenc
Vektorräumen durch die L -Räume vollständig charakterisiert.c

Sei E ein L -Raum. Da E lokalkompakt ist, istc
C (E) die R-Algebra aller stetigen, reel10ertigen, aufc
E definierten Funktionen versehen mit der stetigen Konver-

genz - nach einem Satz von M. Schroder [.(;J eine voll-

ständige, lokalkönvexe, topologische Algebra. Die stetige

Konvergenz ist hierbei die Topologie der gleichmäßigen

Konvergenz auf den kompakten Teilmengen von E. Der Unter-

raum LE

c-Dualraum
ist in ecCE)
L E von Ec

abgeschlossen. Folglich ist der

ein vollständiger, lokalkonvexer,

topologischer Vektorraum. Nach ['2J ist der c-Bidualraum

L L E von E wiederum ein lokalkompakter, lokalkonvexerc c
Limesvektorraum mit separierter, assoziierter lokalkonvexer
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Topologie, dessen kompakte Mengen als Teilmengen d~se-ein-

bettbaren Raumes L L E topologisch sind.c c

Die kanonische Abbildung K ist injektiv, da Ek -als separiert

von L L E
c cH

voriusgesetzt wurde. Wenn es nun gelingt zu zelgen, daß zu
i

j ede~ kompakten, absolutkonvexen 'reiImenge

eine kompakte und absolutkonvexe Teilmenge K von E

mit H C dK) existiert, so folgt, daß K-1: H --~->E
stetig ist. Da nach (2) L L E induktiver Limes seinerc c
kompakten, absolutk6nvexen Teilmengen ist, wUrde unter der

soeben gemachten Hypothese folgen, daß K bijektiv und

K-1 stetig ist. Also werde bewiesen:

3.Lemma:Seieri E ein

konvexe Teilmenge von
L -Raum undE eine kOmpakte, absolut-e ------ ---------"----~--_- _

L L E . Dann gibt es eine ko!,!!paktec e
und absolutkonvexe 'I'eiTmenge K von E mit der Eigenschaft,
daß H <; (((K)

Beweis: Sei H £, L L E kompakt und absolutkonvex. Naeh [3] IC e
Theorem 7. muß H gleiehstetig auf LEsein, d.h.,c

Da die Topologie von LEc aber die kompa.kt--offene ist, muß

die Polare von H in L Ec ist eine Nullumgebung.

es eine kompakte, absolutkonvexe Teilmenge K von E so
geben, daß

gilt. Daraus fOlgt:

H c. (oH)o <;::: KOO .
Nun l.st K in E kompakt, topologisch und absolutkonvex.
Folglich ist K auch in Ek kompakt. Mit CL E) ~ bezeichnen
wir den algebraischen Dualraum von

Ek

Ek separiert

(LEk) ~

lE . Da

(LE)~ =
gilt dann - angewendet auf

und somit=LE LEk

8, p.641 [5JNach Lemma

.ist, gilt
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I.rOO _
.\. - Ic(K) )

so daß die Behauptung bewiesen ist:

Aus diesem Lemma und den vorangestellten überlegungen folgt
I

nun unmittelbar:
\

~~~.tz: Ein L -Raum istc -------- c-refllC,xiv.

Da ein L -Raum c-reflexiv ist, ist er bistetig isomorph zum
c

c-Dualraum L L E des vollständigen, lokalkonvexen, topolo-c c
sehen Vektorraumes L E . Daraus folgt:c
5. Satz: E.in L~mesv~lüorraum E ist genau dann c-Dualraum

eines topologischen Vektorr~umes, wenn er e1n L -Haum ist.c -------

Wenn ein Limesvektorraum c-Düalraum eines topologj:?chen Vektor'-

raumes ist, so ist er sogar c-Dualraum eines vollständigen---_._-----------------~-- ,
lokalkonvexen, topologischen Vektorraumes.

Wenn E ein Lf-Raum ist, so gibt es einen topologischenc

Vektorraum F derart, daß E bistetig isomorph zu LcF

ist. Da L F ein abgeschlossener Unterraum von C (F)c c

ist, folgt:
6 . Korollar: J'eder L -Raum ist v_ollständigund c-einbettbar.--~---------- c ------- .------,~-- -------
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