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c-Dual eines topclcgischen Vektorraumes.

von FE. Binz, H.-P.Butzmann und K.Kutzler

M.Schroder zeigte, dal filir einen topologischén- RfVektor«
"raum E der mit der Limitierung der stetigen KOn%ergenz

|
verséhene c~-Dualraum LCE aller stetigen,reellwertigen line
arenEFunktionale auf E eiln lokalkompakter imesvektorraum
ist, d.h., daf jeder in LCE konvergente Filter eine kompakte
Teilmenge von LCE %enthalt. ( Den Beweis hierfir findet
man in {2} .) In dieser Arbeit wollen wir innerhalb der
Klasse der lokalkompakten R»Limesvektorréume diejenigen
Objekte bestimmen, die isdmdrph zum c-Dualraum eines topo-
logischen Vektorraumes sind. Dabei gehen wir von der Beob-
achtung aus, daf fir jeden lokalkompakten Limesvektorraum
F der c¢-Dual LCF ein vollsténdiger,1okalkonvexer;’topolo"
gischer Vektorrdum ist ( siehe [Z] ) . Wir 10sen unsere
Aufgabe, indem wir notwendige und hinreichendé Bedingungen

dafir angeben, dalk der natlirliche Homomorphismus zwischen

E und dem c-Bidual LCLCE von E ein HomGomorphismus ist.

Ein Limesraum X wifd nach M.Schroder [ 6] 1lokal~
’5pmpakt genannt, wenn er separiert ist und wenn es zu jedem
x aus X sowié zu jedem gegen x konvergenten Filter ¢
eine kompakte Teilmenge K zon X mit K ¢ ¢ gibt.

Es gilt ( siehe L%1,5.4)

1.Lemma: Jeder lokalkdmpakte Limesraum ist in der Kategorie

der Limesrdume induktiver Limes seiner kompakten Teilmengen.

Flir eine Teilmenge M eines R-Vektorraumes V seien co(M)

die konvexe und 'M die absolutkonvexe Hille von M

Flir einen Filter & auf V ist das Mengensystem
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{ co(F)| Fe ¢ } eine Filterbasis., it co(¢) werde der
hiervon auf V erzeugte Filter bezeilchnet.

Ein Limesvektorraum E werde lokalkonvex genannt, wenn flr

jeden gegen o konvergenten Filter V@ ' folgt,-déﬁ auch
co(@) gegen o konvergiert. :
Flir einen Limesvektorraum E sei’ Ek der assoziierfe, lokal-~
kénvexe,topologische Vektorraum.
Wir fihren nun die fﬁr die folgenden Betrachtungen wichtige
‘Klasse der L -Riume ein:
Ein Limesvektorraum E heiRe Lc—ﬁggm, wenn er die folgenden
Bedingungen erfillt: |

(2) E ist lokalkonvex und lckalkompakt.

(b) Ek iSt separiert.

(¢c) Jede kompakte Teilmenge von E ist als Limesraum

topol&éisch.

In Anlehnung an (1) kann man zeigen:

2.Lemma: Sel  E ein L ,~Raum. Dann ist in der Kategorie

der Limesrdume E induktiver Limes der kompakten,absolut-

konvexen Teilmengen von E

Bewels: Es gentligt zu zeigen, dah jeder konvergente Filter
Cauf E .eine_absolutkdnvexe, kompakte Menge enthidlt. Hierfiir
werde zuerst bewlesen, daf jeder gegen o konvergente
Filter o eine kompakte, konvexe Menge enthdlt. Da E

lokalkonvex ist, gelten die Beziehungen co(d)

> 0
und ¢ > co(®) . Der Filter co(®) besitzt eine Basis
aus konvexen Tellmengen von E . Da ferner E lokalkompakt
ist, gibt es eine kompakte Teilmenge X von E mit

K e co(®) . Als kompakte Teilmenge eines LC—Raumes ist ‘K
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topologiéch, Nun gibt es eine konvexe Teilmengé 01 .aus

co(®d) mit Ci ¢ K . Sel C die Adhdrenz von C1 beziig-
lich der Limitierung von "E. Da X topologisch und kompakt
ist und Cll enthdlt, ist C gleich der abgescﬁlossenen

Hille von C1 und somit kompakt. Da ferner'die Adhirenz
konvexer Mengen wieder konvex ist, ist C konvex.. Wegen

o > co(s) unq Qi € cé(é) sowile C1 ¢ C félgt Ce &
Also enthidlt jeder gegen o0 konvergentevFilter eine kompakte,
konvexe Teilmenge. Séi nun X ein beliebiger Punkt aus E

Der Filter vy konvergiere gegen x . Wegen der Axiome

eines Limesvektorraumes existiert dann ein gegen o kon-

vergenter Filter ¢ mit der Eigenschaft, daB y = 9 + X
gilt.Nach dem soeben Gezeigten enthdlt ¢ eine kompakte,
konvexe Menge C . Folglich liegt die kompakte, konvexe

Menge C+x din v. Da ~in einem Limesvektorraum das Produkt
einef kompakten Menge von Skalaren mit einer kompakten Menge
von Vektoren kompakt ist, folgt, daB r(c+x) = [—1,1]o(c+x}
kompakt sein muf. Damit ist das Lemma bewiesen. |

Bemerkung: Das Lemma gilt natirlich auch, wenn man flr den

Limesvektorraum E nur die Bedingungen (a) wund (c) aus
der Definition eines LC—Raumes voraussetzt.

| Im Folgenden werde flir einen Limesvektorraum E

der Raum der 1inearen, stetigen, reellwertigen Funktionale
auf E mit LE Dbezeichnet. Versieht man E mit der
Limitierung der stetigen Kohvergenz ( siehe L17] ) , so
schreibt man flr diesen Limesraum LcE und nennt ihn den

c-Dualraum von E. Der c-Dualraum LCLCE von LCE wird

der c-Bidualraum von E genannt. Der kanonische Homomor-

. phismus



gegeben.  durch

<x’ L k(x)> = <x,x"> (xe B, xe LE )

ist wohldefiniert und aufgrund der Eigenschaften der stetigen
‘ .
" Konvergenz stetig. Er ist ferner genau dann injektiv, wenn

Ek separiert ist.

Ein Limesvektorraum E wird c-reflexiv genannt, wenn der

kanonische Iéomorphismus‘ K: E ~w——m>'LCLCE ein bistetiger
Isomorphismus ist.

Im Folgenden soll die‘c—Reflexivitét von Lc~Réumen
nachgewiesen werden. Daraus kénnen wir dann ableiten, daB
jeder LC—Raum der c-Dualraum einés vollstédndigen, lokal-
kohvéxen, topologiéchen Vektorraumes ist. Da andererseits aber
nach [ 2] der c-Dualraum eines topologischen Vektorraumes
ein Lc—Raum ist,sind damit die c-Dualrdume von topologischen
Vektorriumen durch die LC—Réume vollstédndig charakterisiert.

Sei E ein‘ LC~Raum . Da E 1lokalkompakt ist; ist
CC(E) - die R-Algebra aller stetiéen: reellwertigen, auf
E definiertén Funktionen versehen mit der stetigen Konver-
genz - nach einem Satz von M. Schroder [ 6] eine voll-
stédndige, lokalkonvexe, topologische Algebra. Die stetige
Konvergenz ist hierbei.die Topologie dér gleichmidBigen
Konvergenz auf den kompakten Teilmengen Voh E . Der Unter-
réum LE ist in CC(E) abgeschlossen. Folglich ist der
c-Dualraum LbE von E ein vollstidndiger, lokalkonvexer,
topologischer Vektorraum. Nach (2] ist der c-Bidualraum

LCLCE von E wiederum ein lokalkompakter., lokalkonvexer

Limesvektorraum mit separierter, assoziierter lokalkonvexer
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Topologie, déssen kompakte Mengen als Teilmengen dés ~c-ein-
bettbaren Raumes LCLCE topologisch sind. ( Siehe [{7] )
_Die kanonische Abbildung « ist injektivé da Ekniéls separiert
vorapsgesetzt wurde. Wenn es nun gelingt zu Zeigen, daR zu
jede% kompakten, absolutkonvexen Teilmenge H wvon LCLCE
eineikompakte und absolutkonyexe Teilmenge XK von E

mit  H < «(K) existiert, so folgt, daR K *:H —3 F
stetig dist. Da nach (2)' LchE induktiver Limes seiner
kompakten, absolutkonvexen Teilmengen ist, wlrde unter der
soeben gemachten Hypothese folgen, daf K bijektiv und

K_l . spetig ist. Also werde bewiesen:

J.Lemma:Seien E ein LC—Raumvuhd U eine'kOmpakte, absolut-

konvexe Teilmenge von LCLCE . Dann gibt es eine kompakte

und absolutkonvexe Teilmenge XK wvon E mit der'Eigenschaff,
das H & KXK) gilt.

Beweis: Sei | H E«LCLCE kompakt und absolutkonvex. Nach EB],
Theorem 7, “muB H gleichstetig auf LCE sein, d.h.,
die Polare °H 'von H in LCE ist eine Nullumgebung.

Da dieATopologie von LCE' aber die kompakt-offene ist, muR

es eine kompakte, absolutkonvexe Teilmenge K von E so

geben, dak

gilt. Daraus folgt:
| H ¢ (°H)° ¢ k°° .
Nun ist K iﬁ E kompakt, topologisch und absolutkonvex.

vFolglich ist XK auch in E kompakt. Mit (L E)” bezeichnen

k
wir den algebraischen Dualraum von LE . Da Ek separiert
Cist, gilt IE = [Ek und somit (LE)® = (LEk)”

Nach Lemma 8, p.64) [5] gilt dann - angewendet auf E -

k




K99 = «(K) ,

so dah die Behauptung bewiesen ist.
Aus diesem Lemma und den vorangestellten Uberlegungen folgt
: i

nun unmittelbar:

4, Satz: Ein . LO~Raum ist c-reflexiv.

Da ein LC—Raum c-reflexiv ist, ist er bistetig isomorph zum
c-Dualiraum LCLCE des Vollsténdigen, lokalkonvexen, topolo-~

schen Vektorraumes LOE . Daraus folgt:

5. Satz: Ein Limesvektorraum E 1ist genau dann c¢-Dualraum

eines topologischen Vektorraumes, wenn er ein LO—Raum ist.

Wenn ein Limesvektorraum c-Dualraum eines topologischen Vektor-

raumes ist, so ist er sogar c-Dualraum eines vollsténdigen,

1okalkonvexen, topologischen Vektorraumes.

Wenn E ein Lé~Raum ist, so gibt es einen topologischen
Vektorraum F derart, daR E Dbistetig isomorph zu LcF
ist. Da LCF ein_abgeschlosséner Unterraum von CC(F)

ist, folgt:

6. Korollar: Jeder LC—Raum ist vollstidndig und c-einbettbhar.
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