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Vorwort

Es ist wohlbeksnnt, daB fﬁr einen'lokalkompsktéh, tonlogi»

. schen Hpusdorffraum T die kompgktjdffeﬁe TOpOlaéi; auf

¢(®) = C(T,IR) wuniversell cﬁarékﬁerisiérﬁar*ist als die
gribste TOpélogiefaﬁf CET) ﬁit”dervﬁigenschaft,-daﬁ die Eva-
vluationsabbildﬁng . | . | '

> 1R

@:C(T) x T

definiert aurch E
@(f,p) = f£(p) ( (fp)ec(m)xT )

" stetig ist. Es ist ferner bekannt, daf sich auf C(T) keiner
Topélogie mit der soeben erwéﬂnten Eigenschaft finden IéBt,
fells T vdllsténdié*regulérfaber-nichtlokaikompakt_ist ..
. Als die_Theorie der Limesriume im Hinblick zuf eine Verallge-
meinerung..des Begriffs dés t0pologischén Rﬂumesbangeregt
dﬁrch-eine Anzahl koﬁkretér Konvergenzbégriffe,;die sich nichi
invdie'Rubrik. "Topologie" 'aﬁfnehmen lieBeh, entwickelt wur-
;de, stellte sich.die Frage erﬁeut, ob sich nicht eine Ldsung
-des oben genannten universelleanroblems in der Keotegorie -
der Limesrdume finden 14B8t, zumal immer wieder Arbeiten —‘
zurﬁckgehend bis suf Carathéodory umd Hsahn - guf diese Msg-
lichkeiten hinwiesen. o
ImvletzféﬁvJahfzehnt defiﬁiérten-dahn.Binz ﬁnd Keller '(3)';'
Cook und Fischer (5) und sndere Autoren allgemein den Be-
griff der stetigen Konvergenz, derjdas universelle Problem
1dstes |

Fir zwei Limesriume X und Y. éxistiert'auf der Menge C(X,Y)

aller étetigen Abbildungen von X in Y eine grobste Limi-
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_ tie;.ung - A, mit der Eigenschaft, deB dié Emupt_ionsébbilduﬁg_
| @W:C(X,Y) x X ———> Y |
. stetig ist. Ab: wurde stétige Kénvergen; gennnﬁt,A;
Binz-iﬁferessierte sich in.der Folgezéit bgsbndefs'fdr'den
Fall, in dem X eim bel%ebiger.Li@esréum i$t und7 Y ; IR
.gilt.jEr Bezeichﬁéfe o(x) Veréehép miti .Ae git ‘CE(X)bg
Bei $einen Untersuchungeﬁ erwiesen sich zweiﬂvolle Unter- |
’kategorien der Kategorie der.Limesréume»als von,beSOHderém_
Interesse: |

s) die Kategorie der c-einbettbnreﬁ Limesraume
und |
'b) die Kestegorie der vollstéhdig reguldren, topologischen

Héué&orfffénme.

In'diesém Zusamménhang stellte sich die Frage, die unter

aﬁderem iﬁvdieser Arbeif behahdelt werden s@ll{ welche Eigenséhpf—
_ten von CC(X} charakteristisgh'défur sind, daB X ein voll-
sténdig reg@iéref, tOpoloéischer Beusdorffraum is£.  Dieses
und_einige andere Probleme, die sich bisher im Rehmen &er

Theorie von gewissen Limitiefungen suf C(X) ergnben, sollen

mit den Mitteln,‘die—in dieser Arbeit»enﬁwickéit werden, ge;
last:werden. Dabei wird die,Verpllgemeinerﬁng des Satzeé.von )
Dini ‘fﬁr. bc(X) | Xv beliebiger'Limeéréumv ) , die iﬁ

ersten Abschnitt bewiesen wird, eine wichtige‘Rolle Spielén;

Es wird sich zeigén, daB die ﬁmkeﬁrbpfkeit‘des Sntz;s von bini
iﬁieinem'noqh.préziser anzugebenden Sinne cﬁé%ékteristisch
dgfﬁr‘ist, daB X g}n vollstindig regulidrer, topologischer
Hausdorffréum istQ In diesem Zusaémehhang wird es als ratsam

erscheinen, eine neue Limitierung . Ab y. die Dini-Konvergenz
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suf C(X) einzufiihren, deren. Beziehungen zu A, und snde-
ren auf C(X) bekannten Limitierungén.ein Hsuptgégenstand der

folgenden Bétrachtungen.ist, Diese anderen Limitierungen-sind:

a) Die loksluniforme Konvergenz Aﬁ auf C(X) , wobei X

ein topologischer Rsum ist,"dié'nach'PoppeL (14) wie folgt
. definiert ist 3 | R
Ein Filter @ auf C(X) konvergiérf:lékaluAiform- ge;'
gen f aus C(X) » Wenn es zu jedem Punkt p sus X
eine Umgebung Up des Punktes p 'jn X;.mit der Eigenschaft
gibt, daB § auf Up, gleichmépig gegen £ k.onvergiert..
C(X) versehen ﬁit der'Li@itierung A, werde mit Cﬁ(X)
‘bezeichnet.. _
b)’Die Mérinescu-Limitierung  Ai. suf C(X) ;-wobei X ein
-mwﬁollsténdig regulérer;'tqpologischer'Hausddrffraum ist,
_ die an:ﬁinz:upémﬁg;dman .(6) wie folgt de?éniert Y??@e%,
"c.I»(x) = ind cc'(ex\ K) .
: . KecginX
| K;kompektv
Hierbei steht C (X) fir C(X) versehen mit df_er'Limit‘ie-'-
rung AI , ﬁird der induktive Limes in der Kéteéorie der
Limesrdume gebildet und ist £8X die Stonefﬁech—Kompakti~
‘fizierﬁng von X,

Da im ersten Abschnitt die ordnungsbéschrénkfen Teilmengen von

C(X) eine wichtige Rolle spielen, erhebt sich im zweiten £b-

schnitt die Frage, ob und,wenn, welche Zusammenhinge zwischen

den ordnungsbeschrinkten Teilmengen von C(X) und den "Limi-

tierungs-" beschrinkten Teilmengen beziiglich Ay s A, s AI‘

und /\D" bestehen. Dabei wird sich zeigen, daB erwartungs-

D

gemdB die A_-beschrinkten Teilmengenm von C(X) mit den ordnungs-

beschrénkten,Teiimengen identisch siﬂd. Wir werden ferner zei-
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gen, daB Ay » A, - und AI. diesélbé Klasée "Limitierungs-"
beschrénkter Teilmengen von C(X}‘ besitzen und pufgrund eines
Ergebnisses in- (11) sehen, daB des Zusammenfqllen der Fami~-
lien der A —-und der A -beschrankten Tellmengen von C(X)
’1mpllz1ert, dag die Dedekindsche Vervollstandlgung*von. C(X)

in der Form C(I)V darstellbar 1sthnhpnd‘elnes Belspleles

wird zu sehen sein, daj ein Zussmmenfallen dér Limitierungen -Ac’

I

nungsbeschrinkten Teilmengen von C(X) mit der Fomilie der Ab-

Au und A_  nicht ein'Zusammenfallen_der‘Familie der ord-.

beschrinkten Teilmengen von C(X) impliziéren»muﬁ.
Der dritte Abschnitt geht hauptsidchlich auf die Limitierungen
Au und AI

diese Konvergenzstrukturen ein, die jaz in gewissem Sinne

sowie die Giiltigkeit des Satzes von"Diﬁi_fﬁr'

auch Verp;lgemeinerungen.der kompskt-offenen Topologie suf
‘ C(X) darstellen. Es wird sich zeigen,’daB der Satz von Dini
fur Ci(X) genau.dann,gilt,iwenn der‘Umgebungsfilter«von
X in BX die Abzéhlbare-Durchschnittyfigenschaft”besitét.
Da)sich fefner beweisen léBt; daB. auf den ordnungébeschrénkp
ten Teilmengen;vonA C(X) die Limitierungen AI:.und A,
dieselbe Reiativlimitierung induzieren, folgt, dall der Satz
von Dini fiir /\u. genau dann:gilt, wenn er fﬁr».AI~ erfiillt
ist, Aucﬁ unter diesem Gesichtspunkt erscheint ‘Aé".éls die_
sinngemie Verallgemeinerung'dér kompaktéoffeneﬁ Topologie.
Der vierte Abschnitt ist der Untersuchung»von OB;Limitierun-
gen»géwi&met. OP-Limitiérungeﬁ.erweisen sich sals eine.sinn4
volle Verallgemeinerung derjenigen TOpélogien suf C(X)

die durch die gleichmédBige Konvergenz suf gewissen Teilmengen |
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- von X definiert sind.i%u fast jeder Limitierung auf C(X)
14Bt sich in nstiirlicher Weise eine OP»Limitierung assbziieren.v

Wir werden erkennen, daf Ac' und Au OP-Limitierungen sind,

‘Ferner werden wir beweisen, da8 ‘Au die zu ﬁ&. und A die
zu A, sssoziierten OP-Limitierungen sind., Diese Ergebnisse

D

i

fﬁhreﬁ einerséité'zur Charakterisierungveines vdliéténdig

- reguléren, t0pologischen\Hﬁusdorfﬁréuﬁes X durch CEKX). via'
CDKX) _und andererseits zﬁsammen mit den Ergebnisséh des

.dritten Abschnitteéb soﬁie der Antwort auf die Fragew wann Ai
eine _OP-Limitierung ist, zu‘notwendigenvund hinreichenden Be~

- dingungen fiir die Relstionen

'/\c';.a‘ /\ 9. /\ = /\ T n A ” A e

u w I c _ I _
Die zwei Bedingungen, die fiir ‘Ac‘==‘Ai. notwendig und hin-

reichend sind, stimmen mit den in (2) gefundenen iiberein.
Ein Setz und ein Beispiel des dritten Ebschnittes besntworten
fernef'die bisher'ungelﬁsfe Frage, ob diese Eedingungen unab-
o héngig‘voneiﬁander'sind,-positiv.

Im fiinften und sechsten Abschniti wir¢ dié Limitiefuhg fAD' 
weiter untersucht. Im fiinften ﬁbschnitf.wird unter- anderem
gezeigt, daB .CD(X) und CC(X) dieselbep.abgeschlpssenen'
Algebren~ und Verbsndsideslé besitzen. Die'aus diesem Grunde
nsheliegende Vermutung, daBA Cb(Xj und CE(X) ‘als 'IR-Limeé;
vektorrdume denselben.Dualraum .besitzen und die Vermutung,

daB die kompaki;@ffepe Topologie suf C(X) die zu ‘ A

asso~-
n ?5

‘ziierte lokslkonvexe Topologie suf C(X) ist < was fir A,
" nach * (4) stimmt - werden widerlegt. Es wird'déé-Beispiel
eines 1bkalkompakten, topclogischen Heusdorffraumes X

éngegeben, so dafl -entgegen'allen,Erwartungen, die die: Ab-

séhﬁitte vier und finf wecken - der Rsum e2llex stetigen,
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reellwertigen, linesren Funktionale auf CD(X) - den Raum
sller stetigen, linearen und reellwertigen Funktionale puf

-CA(X) echt umfaBt, Folglich kann die zu A - assoziierte

D
"lokalkonvexe Topologie auf c(x) ,nichtfmiﬁ der kompakt-
offenen Topologie auf .C(X)' zusammenfellenc o
'Apschiieﬁend werdeh jedoch zwéi hinreichende Béai;gungen fir
vollstidndig regulire, tobologischg Hausdorffféume YX« ange-
geben, die bewirken, daB.die kompakt—offene Topologie auf
c(x} ‘dié zu Ay éssoziiepte lokalkonvexe Topologie ist.

Notwehdige und hinreichende Bedingungen hierfiir sihd leider -

noch nicht bekennt,
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Q. Bezeicéhnungsweisen,.

Die Gfundlagen der Theorie der Limesrdume werden als bekmnt -
vorausgesetzt, Im Ubrigen wollen Wirvauf die‘Arbeit vén Fischer

( siehe (7) ) verweisen. Sei X ein Limesraﬁm. Mit C(X)
werde die Menge aller suf X definieften,‘stétigen und reell-~
v;ertigen Funktionen bezeichnet., Wenn auf cf(}c) 'Addition, :
Skalarmultiplikation und~Multip1ikation.punktweise definiert
werden, so wird C(X) 2zu einer unitiren IR-Algebrs . De-
finiert men ferner fir f und g aus C(X)

™ fg g @genau dann, wenn f(p)¢g(p) fiir alle p sus X ™,
so ist durch ¢ auf C(X) eine Ordnungsrelation gegeben,
‘mit der C(X) zu einem archimedisch geordneteﬁ'Vektorverband'
wird, Das M;ximqm,voﬁ f und g sus C(X) werde mit
"fvg , das Minimum mit fA g bezeichnet. |f] sei der Absolut-
bétrag von f aus C(X) .
Fﬁr‘dieMﬁegfiffe einer Algegrenlimitierﬁng suf einer IR=-Al-
. gebrs, def stetigen Konvergenz A, suf c(X) , der Mari-
nescu-Limitierung AI. und .der‘lokaluniformen Kon?erg;nz

A, ouf 'c(x) werde ‘der Leser auf die Arbeiten (1)‘,(6),(.7),(14)
verwiesen. Alle diese Limitierungen sind IR-Algebrenlimitierungen.
Fiir einen IR-Limesvektorraum E ( siehe (}) } bezeichnen E’
den Rsum der ( reellwertigen ) stetigen, linesren Funktionale
auf E und‘ E;‘ den zu E assoziierteﬁ lokalkonvexéh, topo-
logischen Vektorrasum .
Seien X ein Limesraum und /A eine Algebrénlimitierung auf
c(X) . Dann definiert msn =

Hom CA(X,); =ILM \ m:cA (X) —>IR unitirer, stetiger Algebren-

"~ homomorphismus :} .
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Hom c, (x) kenn als Teilmenge von C(C (X)) mit der von C (X)
mdu21erten stetigen Konvergenz versehen Werden. Dlesen Limes—
I gum bezelchnen wir mit

Hom: C, (X) -

Es sel ferner

Hom C(X) = {M | M: C(X) >iR, unitirer Al_ge‘b;enbomomor_-
| v‘ ' | ".?hismus} .

' Sowohl _H_gg‘_g‘ C, (X) ‘als such Hom C(X);i sind Teilmengen dés'
algebraischen Dualréumes von C(X). Deswegen- kGnnen sie mit
'der von C(X) auf seinem ‘algebraischena Dualraum‘: induzierten

schwachen Topologie versehen werden. Die vollstindig regulid-

ren, topologischen Hsusdorffriume, die man so erhéilt,’werden .

mit
Hom C (X) beziehungsweise Hom C(X)
TTEA 8
bezeichnet.

Fiir P 8us ). & deflmert mar:
ix(p)(f) = f(p) 'fﬁr jede Funktion £ sus. C(X)
Mean erkennt sofort, daf i‘x(p),é Hom C(X)  gilt, d.h., durch
vorasngegsngene Definition ist eine Abbildungv
iy:X ——>Hom C (x)

-gegeben., Es ist ein beksnntes Ergebnis vom Binz, d&asB fiir j‘eden
Limesraum X gilt

1)3 iX(K) = Hom Cc(x.) - o

ii) Die Abbildung iK:X.‘——’) Hom _:Cc'()C),: ist stetig .

Ein Limesrsum X wird nach Binz c-einbettbasr genannt, wenn
ix.:_X. ————% ‘Hom CQ(K) el@ HomGomorphismus -ist, Jeder voll=-
_sténdig' reguldre, topologische Heusdorffraum X ist c-einbett-
ba;r und es gilt : Hom chz(X) = Hom ‘C,C(X.) -

‘Binz bewies fermer : Fir jeden Limesrsum X ist Hom C _(X)
. . ke 7 =—=’c




1) | x.jf:-> Hon C._(X)

c-einbetfbérm

Die Riume Hom;CC(X) , Hom.Cc(X) und. ﬂomsC(K)v bes;tzenidle(
folgenden Eigenschaften:
id

> Hom Cc()‘i): — vHomsC(X.)
ist einfDiagramm4stetiger Abbildungen°

2} a) Zu jedem c-einbettbaren Limesraunm- Y’-undfzu jeder

stetigen Abbildung fiX —> Y gibt es eine ein-

i mm ioe Abbildw 1, y —_—Y
deutig bestimmte, steflge Abbildung f':Hom CC(K) >Y
nit der Eigenschaft,.daB dzs Disgromm

ok |
X ——> Hom cc(x_)

3

£

'kommﬁtiert,
b} Zu jedem vollstindig reguliren, topologischen Hsusdorff=-
raﬁm Z und zu jeder stetigen Abbildung g: X —> 7

gibt es eine eindeutig bestimmie, stetige Abbildung

' g“aHom_Cé(X) > Z , so daB des Diagramm

1,

X ———————> Hom C (X)
: =B

lgm

Z

kommutiert..
Im Folgenden wollen wir £, £ “und £ identifizieren.
c) HomSC(XQ ist die Reellkompsktifizierung von Homch(X} .

( Fir den Begriff der Reellkompsktifizierung siehe - (8) .)

. Wir nemmen Hom C (X) den zu X assoziierten- ¢-einbettbaren .
——c c

Raum und bezeichnen ihm mit X' .

-Hom:Cc(X) wird der zu X sgssoziierte, vollstindig reguléfe,

topologische Haﬁsdorffranm genénnt und mit X" Dbezeichnet,

Wenn wir fiir einen vollstindig reguliren, topologischen Haus-
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dorffraum Z dessen Reellk.ompaktifiziierdzng mi.._t‘ w2 bezeich= -
nen, so haben VZ und Z mnach (8) dieselben Algebren
stétiger, reellwertiger Funktionen:_ |
c(z) = Cc(~z) . |
Insbesondere gilt fiiirr einen Lixnésfauﬁl o )C . S
| Hom C(X) = v . |

u I
'kompzkt-offene Topologie .Tco ~uf C(X) gelten die folgen-

Flir die Limitierungen Ac y A und A sowie fir die .

den Aussagen:

a—)} Ay T ( A ist feiner als T ) -
o co A co

Y o i . . 5 i X . )
b) AI >//\u ?'Ac,: > too » Wenn X . ein vollstdndig rggularer,
" topologischer Hausdorffraum ist.

,Cco. ist die zu AI und folglich such die zu A, und A

sssoziierte lokalkonvexe Vektorrsumtopologie auf C(X)

c

. ( siehe. (6) ) . Ferner gelten die folgenden HomSomorphien:
Hom :CI(X)' T Hom :cu(x.) = Hom _Ccl(lx} X .
Fiir einen Limesteum X besteht dss folgende Diagramm zus ste~
tigen Abbildungen:

. id id id
. L) Q. | ULE e e, X
cI(x,,.)... > ¢ (X") > ¢ (x")

- ia ’
> c.c(x') — CC(X).

Hierbei ist .id::Cc(X') > cc(x)- bistetig, _'sei, Z ein
v.oilstéindig regulédrer, topologischer Héu‘sdorffr'aum‘,o Wenn. jﬂ ein
re_'e'lvl‘wertig.es, ‘lineares und ordnungsbeschrér_lkt'es (,d.n, oranungs-
beschrinkte Teilmengen von C(Z) in beschr'alﬁkte Teilmengep von IR}
a.bbildenaes)).' Funktional auf C(Z,)v mitja;é o ist? so.existiert
eine minimalé,nichtleere, kompakte‘ Teilmenge K von "2 mit
- dér Eigensqhaft', dafd | _ o

fec(X) und {pl| pevz, £(p) £ OJnK = ¢
stets | R gy =0 |

implizieren. K wird Triger des Funktionsls 5” gensnnts

K =3 supp Y .
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1. Die Dini - Konvergenz A «
. i
Fiir lokslkompakte, topologische Hrusdorffriume T ist der

Satz von Dini bekanh’c, der bessagt, daB._Yder- Abschnittsfilter }(-é

“eines nach unten (oben) filtrierenden Systemes F. von Funk-

tionen sus c(t) , de.zf_pu.nktwveise‘ gegen I a.uS'P_C(T)‘ konver-
Agiert-, such’ be'e.z{igli'dh. ‘L‘;o.(; /\c\ gégeﬁ £ »konv;rgiert.;
Eréetzt man T durch eiﬁen beliebigen Limes;'auxm X und simbl--b
gemid die kompskt-offene Topologie T, durch die stetige

Konvergenz /\c y S0 erhdlt man die foigende Veral_}gemeine-

rung des Satzes von Dini :

‘

1¢1 Satz:s Seien X ein Limesrsum wund F ein nach-unten ',('oben)

gerichtetes System von Funktionen sus C(X) mit der Eigen-

schaft, daB der Abschmittsfilter § der Femilie F punkt-

weise gegen f oaus C(X) konvergiert. Dsnn konvergiert

§ in Cé(X."‘)} gegen f und somit erst recht in _CC(X) o

Beweis: Wegen der Stetigkeit der Abbildung idzcc(xﬂj -—-e»ccﬂx)
‘geniigt es, d-ie'Be.hauptung fiir einen véllsté‘n‘dig‘ reéulé’.r‘_en:,
topologischen Hrusdorffresum X zu: beweisen. Ferner néh’men»

wir ohne Einschrinkung der Allgemeinhéit an, da3 F nach un-

ten ge.richtét ist.

Wir wihlen p sus X und &>0 ., U

P

von p in X , so dag fiir g aus Up gilt:

f£(a) - £(p)) < E/4 .

Wegen der punktweisen Konvergenz des Filters § gibt es fp c
. : Pst-

sel eine Umgebung

aus F mit der Eigenschaft, ds8
Ve (p) - f(p)| = ¢ ) - f < €&/
] p»e(P) (p) p’e(p) (p) /4
erfillt ist. Sei Vp eine Unmgebung von p mit der Eigen_

“schaft, dafik




’fv»p.,,a(»Q) -f el < &g | .

fii‘-r‘a,l’le q vaus Vp giit. Dann folgt fur q aus Vé/\‘UP' :
£l —f(a) = 'fp’a_('q)'- ()l ¢« 3¢/4.
"Also gilt fiir alle .Fﬁnktidnén g sus F - mit gé fP;E' und
_.fur q sus VanP‘ : -
0 ¢ gla) - £(a) = -Jela) ~2(a)} <« 3¢/4,
woraus sich f".ir. q ‘a.us\ prn VP \_  ” '
le(ad - 2| < ¢

und somit die stetige Konvergenz des Filters § 1n ‘C.C(X")f gj_e‘-'
gen die Funktion f sus C(X) ergi"b'fo

Der Satz.von Dini ist eine -Auss'age, in der die Ord-
nungsstruktur von C(X)} sowie die Topologie ’%(K) der punkt-
weisen Konvergenz suf C(X) mif der stetigen Konvergenz
i'ﬁ Relation gebracht werden. Wir wollen diesen Sachverhslt :Lm
Eolgénden niher untersuchen: |
Die funktion £ ist Infimum " der Eam‘il-»ié F bezliglich der |
Vefbandsstruktur von .C(X.) « Dariiberhinsus ist ‘£ sogsr punkto'.
~welses Infimum der Fami];i.e F, waé besagt, daf die Infima |
~von F in den Véktorver‘bénden c(x) p.nd‘ ' _ zus:ammen‘fal:len.‘ |
Die Aussage des $a.tzes von Dini wird f’alséh, wenn man die . |
) Vorausset.zung der punkfvéeisen Kbnvergenz des Abschnittsfilters
' § von F fgllen 148%t. In diesem Zusammenhang wollen wir
den Begriff der Ordnungskonvergenz_ betrachten, wie er etwa.
vimnz.‘S‘chéﬂ.fer» fiir geordnete Vektorriume eingefiihrt wird ( 15 ¥
vSei X ein Limesrgum . H bezeichne ei;ie nach. unten gerich-
fet',e Familie von Funktionen sus C(X) , fir die (-in der
Vektorverbandsstruktur von C(X)-)

inf H = o |

"g’ilt. Eine solche Familié werde zulissig gena.nn.t, Einer zu-

léssigen'F'amilie H kann mgn ihren Intervallfilter §H
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iuordnen, inden man éﬁ: als dénvﬁilter auf C(X).‘defiﬁiept,
der daé Syétem : . |
{[-h,h.] \ h el j

als Basis besitzt..Hie:bei beégichne'-{;h,hJ aas.Intervall

sller Funktionen £ é,us, Ci(X) mit -ih,s-fl'l"sh -

Ein Filter $ auf C(X) h'em;en ordnungskonvergent ‘gegen f
us CQXQ‘, wenn es einé zuldssige Familie H in C(X) gibt,
isa daf; . g§ b, §EZ+ £ giit, Ohne Einschrinkung der'Ailgemein-
‘heit kdnnen die zuiéssigen Fomilien im Folgenden stets éls~

- ordnungsbeschrénkt sngenommen werden,
Durch_die Auszeichnung der ordnungékonvergenten Filter auf
C(X) dist auf VC(X)‘ eine Limitierung = A_ definiert. Beriick~ |
sichtigt man , daB C(X) eine archimedisch geordnete Verbands-

algebra ist,; so beweist man ohme Schwierigkeiten den folgenden

. Sétz;

1.2 Satz: Die Ordnungskonvergenz A, zuf C(X) ist eine

‘Sepsrierte Limitierung, die mit der Algebrenstruktur von

C(X) vertriglich ist.

Bemerkung: Ds fir einen beliebigen Limesraum X die Ordnungs-
strukturen éer- Algebren  C(X) , _c(x"-) y C(X™) wund  CUX™)
i&entiseh sind, hingt die Ordnungskonvergenz auf C(X) ledig~
lich von der Hewittschen Reellkémpaktifizierung \)XW des éu

X assoziierten, vollstdndig reguldren, t0poldgischen Haﬁsdorff-
raumes X" .ab=. | )

" Eine Frage, die sich fiir eine Algebrénlimitierung suf C(X)
sofort stellt, ist die mach dem Spektrum der—Limesalgebra;
alsofnaéh.den abgeschloséenen; maximalen,»reellen'Algeﬁren-
videalen, bzwe was hierzu dquivalent ist, nach den stetigen,

' reellwertigen, unitiren Algebrenhomomorphismen.,, Diese Frage
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sfeht in,engem/Zﬁsammenhahg mit éemrProblem; inwiewéit in.

den Vofaussétzungen/des Setzes von Dini die punktweise Kon-
vergenz bendtigt wird, . ,
“Wir wollen.élso_ ggg’CO(X) bgstimméﬁ ;_Wobei' COKX) flir die
mit der Limitierung Ab tvefsehgne Algebra C(X) isteht ..

Es wgi&e bemerkt,‘daﬂ'die soeben gesteilté frage.gquivaleﬁt istl
zuidef Frage nach den;sfetigen, :eellwertigen Verbandshomoﬁo;«
phismen, die flir die konstante Funktion 1 den Wert 1
annehmeﬁ, da‘alle_rééllwertigen Verbandshbmomorphismen.éuf
‘C(X) mit der soeben genannten Eigenschaft such Algebrenhomo4-

morphismen sind et vice versa ( siehe (10) ) «

1.3 Satz: Die Algebra C(X) trenne die Punkte von X , Ein

reeller, unitdrer Algebrenhomomorphismus  M:C(X) —> IR

ist bezliglich Ao gengu dsnn stetig, wenn es einen isolier-

_ten Pumkt p . in X gibt, so daf fir I sus C(X) gilt:
u(e) - £(m) - |
‘Beweis: Seiv M. susl gggicb(x) « Auf Grund von
¢ (vx") = ¢ (X) |

(' siehe Bemerkung nach (1.2) )} , soll zuerst sngenommen werden,
da8 X ein'reellkompskfer, vollstindig fegulérer, topologi-—
.séher Héusdorffraum'ist. Nech Definifion;der'Reellkompaktheif
gibt es einen eindeutig,bestimmteniPunkt Py auéva,, so da8 -
fir £ aus C(X) gilt M(£) - f(pM) .

ﬁéhle nun eine beliebige, affene Umgebung U des Punktes fM -
Da X vollstandig reguldr ist, g’i_bt es eine stetige’ Funktion |
£y ——> [o,1] mit |

£ (a) - {

T ] aq = Dy

0 | ae X\T .
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Das System . H =i'}/‘:fn { U, offene Umgebung von pM} ist
roa U _
t
eine nach unten filtrierende Fawmilie stetiger, reellwertiger

Funktionen mit

W.ennh. Py Akein; isolierter Punkt in X, 1st, s0 gllt
inf B = o .

~in C(X) , d.he H- ist eine zulissige Femilie, Demnsch sind
der I‘nte.rvallfiltez‘*. _ §H und folglich erst recht der feinere
'Abs‘chnittsfilter é von H ordnungskonvergent g'egen '6 -
Fir jede kofinsle Teilmenge H' von H gilt z;,bexf

M(Er) = 1r(py) = {13,
éiSO- ' o . »
1im M($) = 1,
'Was einen‘.ﬁWiderspmch zur Vorsussetzung Me Hom C (X) be;»
deutet. Demnach ist die Bed:mgung der Isollerthelt von. py.
'.notwendlg fiir dle Stetlgkelt von M bezugllch /\c; .
Es werde nun umgekehrt angenommen, &zl M durch einen isclier-
ten Punkt p, sus X dsrgestellt wird, W"ir‘b.eweisen zundchst

c.

Sei H  eine nach unten ggrichtete Fomilie von Funktionen .

pus  C(X) mit
' inf H = £ € C(X) .

Dann gilt |

Offensichtlich ist  inf Hpy) > £lpy) - Definiert man

£, sus C(X) durch

. inf H(py) | 4 - Py
£f,(a) = _
Lo | akm
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- so gilt fir h aus‘ H
f = MfH$f1sh , _
was B S T also £(py) = inf H(p;) impliziert .
Sei nun §Eau&b‘Aoﬂo) . Dann gibt -eé‘eiﬁe~zuléssige Familie |
H in C(X) mit %} §H . Nach dem so‘éb‘en Bewiesenen
folgt . - R
inf H(pM) = 0 , also lim‘M(:§H') - o
‘und somit erst recht lim M(P) = 0.
' Eolglich gilt M.é.ggg;CO(X) .
Sei nun X ein beliebiger Limesraums mit der Eigepschaft,
da C(X) die Punkte von X +trennt. Dann besteht das~folgende

.Diggramm aus stetigen, injektiven Abbildungen

x

X ———> X" C_—”;‘€>.\)X”
i)L j.’st inﬁdiesem;vFalle bijekti{r.- Nach Vorang,eg'angenem kenn.
M aus Hom C-O(X)} mit einem isolierten Punkt von vX'" identi-
fiziert werden. Do sber vX'\X" wegen c(q;xv)‘= c(xm)
'.Léiﬁé'isoliertéthunkfg enthelten kann ((8),9.6), mub der Punkt
py » der W darétellt, schon in X" liegen ugq dort isoliert
séiﬁz. Wegen der Steﬁigkéit von ]'}L ist dann such
PM_ einbisolierter Punkt in.. X , der M derstellt .
Awﬁ;'mllﬁlg'ekehrt jeder isclierte Pum:t in X gueh in X' iso-
liert ist,ist der Satz bewiesen,
Ds man von einer Algebrenlimitierungb /\ suf C(X) s
die einigermsfen sinnvoll_definiert sein soll, erwartet, da8
die Punktevaluationen in Punkten sus X stetigé 'Algébrenhomc-
‘morphismen 1iéfern, doh., die Abbildung
ix_é'k-———4—f——%> Hom C(X)
: | den Reum X im. Hom! CA(X) abbildet,kann'm.an sich unter diesem

_ G.esichfs‘punkt nicht mit der Ordnungskonvergenz zufrieden geben .

N




-1 -

Dariibexrhinaus hébeﬁ wir.erkannt, da8 die.FOrdeiung en. eine
nach unten filtrierende Femilie H von Funktionen aus C(X),.
daB sie in C(X) ein Infimum,besitze, noch nicht ausreicht,
-uﬁ die Voraﬁssetzungen.des Satzes vpn.Dini-zﬁ‘effﬁllén,vbzw;
nicht impliziert, def der Abschnittéfilter’ § ioﬁ H stetig
gegen das Infimum konvergiert, da % 'nicrht; éiﬁmal;~pun}kfx-:eise
zu konvergieren breucht. Wir Wollen_aﬁs diesem'Gruﬁde den
Begriff der zulidssigen familie einschrénkens .

‘Definition: Eine nech unten filtrierende Familie H von Funk-

tionen sus C(X) heife D-zuldssig, menn fﬁr"f aus X stets
inf H(p) =0

Die Motivierung fir die Einfihrung dieses Begriffs liegt im Satz .

von Dini; Wir definieren welters v e

Definitioni Ein Filter § auf C(X) sei Dini-konvergent gegen

 eine Funktion f aus C(X) , wenn es eine D-zullssige

Femilie H in C(X) gibt, so dsB

- §2§Hff

gilt, Die hierdurch auf C(X) definierte Limitierung werde

bezeichnet,.

D

Dini-Limitierung gensnnt und mit A

Bemerkungs Die Dini-Konvergenz A ist universell charakte~

D
risierbsr sls die feinste Vektorrsumlimitierung suf C(X}), fiir
die der Sstz von Dini gilt. Nach (1.1) Tbesteht das-folgende

- Disgramm aus stetigenvabiidungen;

.

.
o ) ——> ¢ (X)

- : 7
id T /i_d.
¢y (X) .

- Die Frage mach den stetigen unitdren, reellen Algebrenhomomor-
phismen. suf CD(X) " besntwortet

1.4 Propositions Sei X ein Limesraum. D-nn ist jeder unitire,
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stetige Algebrenhomomorphismus  M: CD(X)

> IR durch .

einen Punkt p sus X darstellbar s

M= i (p) «
Beweis: Annshme : M sei nicht ‘durch eiri‘eanunk:t g aus X

darstellbar. Dann muB es$ caus VX" X'; geben,so daB

Pu

M dwurch 'dargestell.t werden kann., Sei nun’Uld'as System

-PM
aller offenen Umgebungen von p- in vi'™ , Fir U sus n

wihle man wieder fU aus C(X) mit der Eigenschaft , da8

- f5(a) = {

vl =py

0 | ¢ evk™\U gilt .

Dgnn ist die Familie H =‘l/\fU | U.e 'Ul} nach unten gerichtet-
: 124 Y, ! ‘ )

und - D-zuldssig in C(X) . Folglich konvergiert deér Abschnitts-

filter § von H ;beziiglich AD. gegeh_ 0 + Andererseits
g__ilt' éber:fiir jede kofinsle Teilmenge H' wvon H

o uE) = B(p) = (1}
und somit - lim m(@) = 1 ,
was einén Widei’spru.éh zur Stetigkeit von M ergibt .'.
Benllerkung::. Aus dem vorangegangenen Disgramm folgt‘, daB - fir
p sus X stets ix(p) € .E_ggCD‘(X); gilt, Also ﬁaben wir
bewiesen, daB iy sk ——;——7 Hom CD(X) eine surjektive
" Abbildung ist. |
'Es erhebt sich natirlich die Féag.e' nach der K"d}iipaﬁbilitat
von. Am mit der Algebrenstruktur von C(X) '-..‘Dg sich die

Vertrdglichkeit wvon AD;‘ mit den algebrai‘schen Strukturen

von C(X) als Komsequenz eines unserer folgenden'Ergebniis_se
zeigen wird, werde diese Frage noch zuriickgestellt.

Aus dem Vorasngegangenen wissen wir, daB

id s C'D(X.) '-"—/-——> C'c(xn )
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fir jﬁedé'n Limesraum X stetig ist. Die Frag.é, wann diese
Ab‘bildﬁng ein HomGomorphismus ist, 148t sich mit Hilfe.' eines
einfachen Argumentes beantworteny Es gém’igt,' sich in‘ der fol- .
_ genden B'e_trachtung auf den Fal.l zZu béschr.'slnken., _c'iéB‘, X ein
vollstdndig reguldrer, topologischer Hpgéd:pz‘ffrauxﬂm ist..

1.5 Proposition: . Wenn X nicht kompekt ist, so ist die Dini-

Konvergenz echt feiner sls die stetige Konvergenz Ac' e Ins—

besondere existiert auf C(X) ein Filter % , der bezliglich

A c gegen o konvergiert, der aber keine ordnungsbeschrinkten

Teilmengen von C(X) enthdlt.

" Beweis: Da X nicht kompskt ist, gibt es ein Uberdeckungs-
system { Up. \ p € X } bestehend sus offenen Teil-
mengen von X , das kein endliches Uberdeckungssystem enthdlt.
Wihle nun fiir p sus X eine Nullmengenumgebung ( siehe (8) )
Z. mit .pe Z_c U « Ferner sei
P p jo2 Lo

1(z.) =.-{f [ £ ecx), £(2) u-{o}} .

jO8 , . P 4

I’(Z ) dist e‘im.abg-'eschlossenes, nichttriviales Verbands- und
Algebrenldeal in C (X) « Fir PyreeerPy aus K ist

UZ ~ eine N-ullmenge in X mit

i=4 P |
ly4zp. £ X .
CNuan gilt
f\I(z Y = I(UZ Y.
2A " l ltd ' ) o . o
Folgllch ist auch f\I( Zp )} ein nlch’ctriviales, abgeschlossenes
LY i ]

Verbends— und Algebrenidesl in c,c'(x,) . Also ist’

{I(z ) | nem, preceesn € x }
Basis eines rllters : § , der in CJC(X) gegen O kén{rergiert -
Ds iiberdies ein n.icht.trivialesVek_torxrerbgndsideal. in keiner
Ordnungsbeschrénktén Menée liegen kesnn, da-C(X)-"archimedisch
ist, folgt, daf’ § keine ordnungsbeschrankte Tellmenge

enthilt. Nach Konstruktion Konverglert § stetig gegen 7.05
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offenbar konvérgiert % ‘aber nicht beziiglich AD gegen vo: . |
Aus dem Beweié zu (1.5) erkennt msn, daB ein wesentliéhef
Unterschied zwischen: AD. und - Ac:. dvarauf_ griind;ét,_ daB es Filter
- auf C(X) gibt, die beziiglich A k.onVerfgieren,’vvaber' keine |
ordnp.ngsbeschrénkte Mengg enth‘alte’n. ,ﬁmgekeﬁr’f alie'rdings ver-

i

muten wirs

1.6 Satz: Sei X ein v'ollstéindig reguldrer, topologischer Haus-

dorffraum . § sei.ein Filter suf C(X) , der beziiglich Ac:

gegen f sus C(X) konvergiere, Ferner enthalte § eine ordnungs-—

beschrinkte Menge. Dann konvergiert § such beziiglich AD' gegen

£,
Beweis;. Aus der Eéfinition von AD. geht .h.érvo'r,, - d&aB ein
Filter § auf C(X) ' gensu danﬂ.. in AD,(f) ist, wénn
§ -f € /\D(o) gilte. Aus diesem Grunde konnen wir ohne Be-
‘ séhrankuﬁg der Allgemeinheit snnehmen, daB %e/\o(q) gitt ,
und zeigen_,. daB dsraus @G/\D;(o;)_ folg,t. e« Es mug a.ls?; die
Existenz eines D-zuldssigen Systems = H  in C(X) mach -
gewiesen werden, ‘so daB. _ |
$2 ¢,
gilt,
Da nach Vqraussetzuﬂg é eine ordnungsbeschrinkte Menge ent-
vh'élt,_ existiert £ sus C(X) (-~ wobei £,2 1 angenom.-;
men Werdeﬁ:kénn -) s S50 dafl ' »
[-'fo,’ fo] € §
erfiilllt ist. '
Séien nun & mit 0 < £€<1 und p sus X vorgeg_ebeﬁ.‘Wegeﬁ v
‘é.é /\C(O)" gz’gbt es eine Mgngg FP,E aus. § m»it Fp,i.g‘ L—-Lfo-,fo_j |
und eine offene Umgebung | UP von p derart, daB | ‘

(W) e [-&¢€]

P :
Pt o
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"sei G _:x ——>[0,17] ecine stetige Funktion mit

€p,e
) O l‘ q_ = p
ANOIE BN

L 9EXNT_ .
Es ist Vp = ‘g;ja( [0,1/2] ) eine abges§hlosseﬁé ﬁﬁllmengepn
. umgebung von p in X mit der Eigenschéfti ‘Vb_g Up e
Wir definieren nun die s;etige Funktioni_n'
a g, ¢ % '-———'——-—~> [0,1]
duéch ' |
e, = 2((& va - %) -

Pyi &
Dann gilt -

Weiter definieren wir eine stetige Funktion fb'& aus C(X).
- . ’ LB
durch
f =(f - £)g + £
L 3 pe = (o "')gp,; -
Diese Funktion besitzt die folgenden Eigenschaften:

) » f > £ e .
(a) ’ P& 7 = . »
et () | gexNu
® - o1 () ={ ° »
, ’ e | aev o
Eur-eine.Funktlon. f sus Fp’2 gilt wegen Fb,gg ~fo,f0iX:
A > ) Hp T
(a) [£(a)|< € < £,,¢(a) fiir .q aus Jp} o
(&) ‘f(Q)\Sva(Q)V e fpmt(q) fir q saus XN\ UP .

Also folgt:
. € £
_ pa E p,e’ p,L]
Demnach gilt also insbesondere [- ] aé
. ' P’i P;E
Nach dem soeben angegebenen Konstruktionsverfshren dist jedem
E mit 0 L€ <1 und jedem p ous X die Funktion fp ¢
. . . s

.zugeordnet, Seien nun,_éltm,.v, Cn. sowie p1,,;,$pn'vorgegeben,
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-W’egen , [_-rf ] € é’ folgt dann sber auch.

£
Pis‘E;_’*Pm?é.

r\[f ’fi’fp ’£] [\/(-f i ‘)’ ‘/\f‘p,:',,i.] = '
{. /\fp rEy" /\fp‘ 1] é_": % -

124 i oica

Man ksnn nun zu der Funktionenfamllle {fpél D0< &1, peX }
| - R b ' b4 -

das nach un_ten gerichtete System H éder ._endlic‘hex}i' ,I'nfima

bilden:
H == { . < < . .. & .
‘"'fp»i’si nell , 0< £ <1 ,p X }
Ds jede der Funktionen f riichtnega.tiv ist, enthilt H

Ps&

nur nicht negetlve Funktionen. Da aber fir £>O und p sus X
' die ankﬁlo'n “ fp, 5_/2 In H 1liegt und |

o 0 < :\Ep,E/Z(P)/ =&/2 < é.‘
gilt, folgt

| inf H(p) = O
fir p aus X o+ Folglich iét " H D-zﬁléssigo .Aus dem soeben
Gezeigten folgt ferner % § « Also konvergiert: | % bezilig~

lich /\'D gegen o .

Wir hsben also bewiesen: Wenn X ein Limesrsum ist, so. konver-—

—

giert ein Filter (b auf C(X)  genau dann beziiglich AD s

wenmn _e_I_'_:n_._n_ 'C,.O(K"“')r konvergiert wund eine ofdnungsbeschrénkte

»

Teilmenge von C(X) enthilt,

Als eine wichtige Konsequensz des soeben bewiesenen Satzes ergibt

sich unmittelbar:

(1.7 Korollar: Sei X ein Limesrsum., Dann stimmen auf den ordnungs-

beschréinkten Teilmengen von C(X) die von CC(X“:)-v’_'ﬁnd;von

CD(X.) induzierten Limitierungen. uberein,.

" Da CC(K")‘ eine Limesalgebra ist und da da.é System der ordnungs-—
beschrinkten Teilmengen von - C(X) stabil gegeniiber den zlge-

- braischen Operati‘one.n suf C(X) ist, ergibt “sich unmittelbar:
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1.8 Korollar: Cp(X) ist eine vollstindige Limesalgebrsa ,

S

Beweis: Es bleibt lediglich die Vpllsténdigkéit nachzuweisen,.
Sei also §> ein Ceuchy;Filter bezuglich AD'w,,d%h.;'gs gllte
$- ie/})‘(q) o Denn  ist ¢ such ein ij_chy—Filtér.in der L:irﬁes-
algebra CG(XP) . Folgllch ex1°t1ert wegen der Voll tindigkeit
von ’bc(X") eine Funktion f sus C(X) , so deB %e A, (f)
gilt. Aus'der‘Cauchy-Filter;Eigensohaff von 42 beziiglich AD
folgt, daB eine Menge F a; und eine pos1tive Funktion
fo>1aus c(x) exlstleren miissen mit

Pope [-2,2,] .
Insbesondere folgt denn fiir g wund h sus F &

llel - ini|< ls-nles, .

-Fixiért manr -h aus F , so folgt flir beliebiges g ‘aus F

lel< £+ Inl
aiso"

Pe [z, +lul), (s, +|hl)]

Der Filter § enthilt folgllch eine ordnungsbeschrankte Menge,.
konverglert also bezugllch ‘AD gegen f . |
' In dieng;Zusammenhang miissen wir uns die Frage nach ggggsqn(x)
und EEEECDKX) stellen. Wir érhaiten:

19 Satz: Fiir einen beliebigen Limesraum X gilt

) N o . = X't
Hom CD(x) = Hom CD'()L): X

Beweis: Wir haben bereits zuvor gesehen, daB

| 1, (X) = Hom G (X) gilt .
Aus- der Stétigkeit: der Abbildung id:Cb(X) >C¢(X“ﬂ folgt
\ ' id )
. .= . e Q‘v y 4' " . " s ) ,
die Stetigkeit vom - | X" = Hom CCKX.) > HochD(h)

wobei X" der mit der von C(X) suf £ (X) induziertem

~schwachen Topologie versehene Rpum ist, Ausder Stetigkeit

der Evaluastionssbbildung @ sHom Cp(X) x Cp(X) > IR
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folgt, daB die iimitiérung von ;EEECCD(X) ‘feiner’elé die

von C(X) suf ggg_CD(X) induzierte schwache Topologie sein

miB, was ééuivalent-zur Stetigkeit vom |
om0 () ——> Hom 5, (") =

ist. Daraus ergibt sich die Behauptung.

Wir hében-in (1w5} geseheh;-daﬁ fﬁrzeinén-Qoliéféndig'regu—

ldren, topologischen_Haﬁsdorffréum X die Dini-Konvergenz ‘Ab

feiner a}s die stetige Konvergenz Ac suf C(X) st , falls

% . nicht kompekt ist. | |

. Wenn umgekehrt X~ ein,kompaktefg‘t0p010giécher Hﬁusdorffﬁguﬁ

ist, so ist cc;(xh),, ein Banachverband mit ‘Oz;dx}ungseinheit I .

Der Nullumgebunésfilter von. CCLXD enthdlt das Ordnungs—

intervall [flxﬂ]v aléq eine ordnﬁngsbeSchrénkte Menge, konver

giert demmnach beziiglich AD; gegen O .

. Wir schlieBen hiersust:

1,10 Korollars Sei X  ein vollstindig regulidrer, topologischer

"Hausdorffrsum., Dann sind dquivalents

g} X ist kompskt .
b)) A= Ny -
c) A\L /\D;'
e) N = Ay -

Beweis:Mit Hilfe von KonstruktionSprozessen; die anglog dem im

Beweis von (1.5) verlsufen, ksnn men zeigen, daB, falls X
nicht kompskt ist, Filter suf C(X) existieren, die;bezﬁglich
Au; bzw. AI gegen o streben, sber bezliglich AD nicht kon-

vergieren., Wenn X kompskt ist, so ist die Giltigkeit der

. Aussagen (b) - (e) evident.
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2. Beschrinkte Mengen,

Ein Weéentlicher'Begriff, der uns im Vorangegangenen immer
wieder begegnete und uns ins Komménde begleiten‘wirdﬁ ist der
- der ordnungsbeschrinkten Teilmenge voﬁ 'C(X), Da.sich in
Lime;vektorréumenvder Begriff &er béséhrénkgeﬁ Meﬁgeﬁ in Analo4'
gie zu dem in ﬁOpdlogisGhen'Vékiorréumenudefinierén lagt, ist
‘die :f'rage sinnvoll, von welcher Form die beschrénkten Teil-
mengén von C(X). besziiglich Ac:"‘ AD; ;. Au: . AI éind und. -
Wanncihré K;assen ﬁbereinstimmep, In-diesem,ﬂbschnitt wollen
wir — was nach dem ersten Abschnitt als sinnvoll erscheint -
’uns auf die ?oraussetzung:beschrénkeﬁ, dai Xv.einlvoilsténdig
reguléfer, topologischer=Hausdorffraum sei,

Fﬁr das Folgend; bendtigen wir ein technisches Lemms, das

aus den Arbeiten von Binz und Feldmén.ﬁber' CIKX) bekannt
Cdste ( s:iehe (6) ) .

2;1 Lemma: Sei H eine ordnungsbeschrinkte Teilmenge von

C(X) o Dann gibt E§ eine kompskte Teilmenge XK von BN X

und eine ordnungsbeschrinkte Teilmenge HK’ von C(BX\ K)

dersrt, da8 z2u h aus H stets hK‘ aus HK 'ﬁf% der

Eigenschaft h = hK,
- existiert. | |
Beweis: Nach Vorsussetzung gibt es fbﬂ)>1. in 'C(X) mit
der Eigenschaft, daﬁ aus h ¢ H stets "Uﬂ $f6 folgt N
Mit IR wollen wir die Einpunktkompaktifizierung von IR
bezeichnen, Aufgrund der universellen Charskterisierung der

v : '
Stone-Cech-Kompakitifizierung existieren zu h sus H bzw.
B

zu f’o' 'stetige Abbildungen no: X ———> TR bzw.
fg':BX.—-——4>f§.v sy 50 dafl die folgenden Diggramme kommutieren:
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X &—3 g}

- B
g\\\\\\\\\\$’lih _
IR.

Es ist K : = ((j/fg)ﬁ)_1(0) eine kompakfe Teilménge von

- BXNX . Ferner gilt

8 - -
folag € C(BX\K) |
Wegen der Relationen . |lh| ¢ £ fiir slle

o

h sus H s folgt mit Hilfe eines Dichte-Schlusses, daB such

e |
h |BX\K € C(BAN K)

gilt, so. daB wir definieren konnen :

B “{,_}fs ‘BX\K |

Msn sieht, dagf HK‘ zusammen mit

h € H | .
fBl‘ die Behsuptung des
ol BX\ K. ' e
Lemmgs erfiillt.,.
Bemerkung: Wenn im Folgenden Y ein Unterrsum von B8X mit der
: Eigenschgft'b. X € Y € 8X ist und wenn die Funktion £ sus
C(X) suf Y eine (eindeutig bestimmte) stetige Eqrfsetzung be-
. sitzt, so wollen wir im FoIgendén f'Aundvdie Fortsetzung
suf Y nicht durc@ verschiedene Symbole unterscheiden, wenn aus
wem'Zusammenhang hervorgeht, wass gemeint ist .

Definition: Sei E ein Limesvektorrsum iiber IR . Bine Teilmenge

B von E heift beschrinkt ( beziiglich dervLimitierung, die E

trégt"} s Wenn der Filter : W B din E gegen o - konver-

giert. Hierbei sei V der Nullumgebungsfilter in IR .

Im folgenden Lemma werden kurz einige Eigenschaften der KleSse
der beschrinkten Teilmengen eines IR - Limesvektorrsumes zusammen- '

gefalt:

2,2 Temmg:iSei E ein Limesvektorrsum, Dsnn gilts

a) Wenn Bi

sind auch die Teilmengen 31\132 und 'B1+B2 beschrinkt .

und 32 beschrinkte Teilmengen von E sind, so

b) Wenn B eine beschrinkte Teilmenge von E ist, so ist asuch
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Jjede Teilmenge von B beschrinkt,

¢) Wenn B eine beschrinkte Teilmenge von E ist, so sind fur

A us IR dle lienge NA.B und die egulllbrlerte Hiille

EA 1]03 von B Dbeschrinkt

“DQS‘bedawtet:.Die Familie der beschrinkten féiimengen.von, E bil=’
det eine Vektorraumbornolog&e. - |

?olgendé Bemerkung ist béifder'Frage, wannadie‘ Ac_n-und die ‘ADT
beschiéhkten Tei}mengen.voﬁ, C(X) ﬁbereinstimmen,-voﬁ Nutzen:

2.3 Bemerkungs: Eine Teilmenge B von <C(X) ist gensu denn

Ac-beschrénkt, wennﬁgg_eihe unterhalbstetige» nichitnegative, Io~ '

kalbeschrinkte Funktion uwiX ———> IR gibt, so daB fir f

sus B gilt :
£l ¢ w .

Beweiss Deflnlere fur die beochrankte Menge B. aus CQ(X) die

untefhalbstetige Funktion usX >[b +¢n] durch

a(p) - suwp 12}l (pex) .
fe B

Wegen \V.B € A (o) glbt es zu p sus X eine Umgebung -Up
. von p und eine Konstsnte MP ‘derart, daB
[ ), )] es(u ) ¢ [-1,17,
P p b _
slso '
B(0) ¢ [, ']
gilt. Demnach folgt'

‘sup u(q) = swp  sup l£()| & m_,
vet ~ aeU feB P

dehe u ist lokslbeschrinkt.

Sei andererseits u:X.—————€>[O,+xﬂ eine unferhalbstetige, lokai;
-beschrénkte Funktion. B sei eine Teilmenge von C(X) » so daB
fir £ sus B gilt £l €& u .

‘Wéhle p aus X..Abpnn gibt es eine Umgeﬁung Up' von p in X -

und eine Konstante M >0 mit der Eigenschaft, da8 '
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: M
ulU < —'p\ U

p P
gilt, Hiersus folgt
sup sup |£(q)| < M o
aeU feB P

. Klso gilt fiir beliebiges £>0 = o
| ‘[—(é/MP)ﬁ,:(_f/IVIP):‘ .‘B(_ﬁp) ¢ [-58],
.wasr_ V\V,B é/\c(o) implizZiert., |
Fir dier Abfbeschrénktén Téilmengenrvon  C(X) gilt die folgende
nzheliegende und leicht zu beweisende Aussage:

2.4 Bemerkung: Eine Teilmenge B von C(X) ist gensu dsnn

AbpbeSChrénkt, wenn sie ordnungsbeschrinkt ist,

Fir die Acfi’ Au—- und AI~beschrénkten Teilmengen von C(X) gilt
der folgende

2.5 Satz: Fir einen vollstidndig reguldren, topologischen Hsus-~

dorffroum X' sind die Femilien der Ay~ s A~ und /\I,-beschfank-_

ten Teilméngen von C(X) identisch.

Bieweis:;_vM.gn beai‘chte- die Relationen /\I>/ /\u>/ /\o . o Aus diese:g
~ ;Grunde sind die Aif-> ebenso wie die /\u-beschrénktep.Teilw
‘mengen von C(X) such Acfbeschrénkt. Wenn es'gélingt zZu zéi-
‘gen, daB jede | A,~ beschrinkte Teilmenge von C(X) auch AI;ben
'schrénkt ist, so ist dér Satz bewiesens T | |

Sei B eine .Ac-besthéﬁkte Teilmengé vén C(X) . sus (2.3)
geht-hervdr,‘daﬁ zu Jjedem p aus. X eine offene ﬁmgebung U
von p und eine Konstante Mp > 0 existieren, so daB

gilt. Sei clﬁxﬂup) die abgeschlossene Hiille von U, in BX .

Denn folgt'fﬁi £ aus B

sup | £%(q)| ¢ m .
qecl ~(UP). ' L

8X
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' v o - -
Hierbei begeichnet ﬁﬁ die Stone-Cech-Fortsetzung fB:BX ——>IR

der Funktion f aus C(X) .

s
w
ot

D‘ - - 9 - K - . o.’ 3
- ss Innere va ( lntﬁxple(Up).) von qlﬁxﬁﬂp):f;n 8X.
eine Umgebung von. p . in 8K und es gilt '~

sup sup lfﬁ(q)l <M .
£e¢3B q_eVp T B

Definiere -
Y = . pk,eJX'_ Vp g BE. o
Y ist als Vereinigung offener Teilmengen eines kompskten Raumes lo-
ka.lk,ompakt,, also von der Form
¥ = BX\NK
wobei K eine kompakte Teilmenge von BXN\ X ist . Men sieht

nun unmittelbar ein, daB die Menge B, definiert durch

K

Beo= b |2y e 5]
‘e'ine. beschrénkte Teilmenge von C,rc'(Y_) ist, d.h., dsB \V.B > o
in ‘é,c(l)‘» gilt. D pber W.E Bild von: V.B, unter ger
Injektion

cc(!.); —_— c:I.(_x) |

ist, folgt W.B e'/\I(o);; ;ngit ist B AI—-besc‘hraﬁkt .
Es soll nun der Fsll untersucht werden, wsnn die /\c-beschra’nl;—
_ten Teilmengen von C(X) mit den AD:—beéchréiinkten T»eilméngen
zu:sémmenfallen,

Nach (2.3) und (2.4) folgt

(a) Jede A :abesc}ira'nkte' Teilmenge von C(X) . ist‘auch‘ A ~be-

schrinkt ..

(b) Die N\ ~heschrinkten Teilmengen von \ C(X) sind’ gennu dann’

/\D;beschrénkt, wenn es zu jeder unterhalbstetigen, loksl-

beschrinkten Funktion w:X ———> IR  eine Funktion f

sus C(X) mit ugf  gibt.
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Die Aussage (b) stimmt mit der Definition eines schwachen
cb-Raumes, wie sie von Mack und Johnson (11} gegeben wurde,

Uberein, so dsR wir sagen kdnnen:

2,6 Satz: Fir einen vollstdndig reguliren, tOpoldgischen Haus-~

dorffrsum X stimmen die Klassen der Acf' und dan>AD—beschrénk—”

-ten Teilmengen von C(X) gensu denn liberein, wenn X . ein

schwacher c¢b-Roum ist.

In (11) werden eine Anzéhlbéquivglenter Eigenschaften von
sChwachen.cb—Réumen hergeleitet.und'Pérmanenzeigenschaften unter-
sucht. Das zentrale, mit dieser Klesse von topologischen Riumen

in Zusammenhang stehende Ergebnis ist der folgende

2.7 Sotz (Mack & Johnson) : Sei X ein reellkompskber, vollstindig

reguldrer, topologischer Hsusdorffraum, Die DEdekindéchevVervollw

stindigung von C(X) ( als Verbandsalgebra ) ist gensu dann

isomorph einer Algebras vom Typ C(Y) , wenn X ein schwacher

cb-Rzum ist o
" Es werde bemerkt;'daﬁ nach Joﬁnson.gnd Mack die Reellkompsktifi-
zierung vX eines schwachen c¢b-Rrumes wiederum ein schwacher -

cb-Reum ist.
An diéser Sfelle waléﬁ;wir uns die Frage stellen, ob unter Um-
sténden'daS'Zusammenfallen zweier der @rei.Limitierung ‘Ac s
Au, und..AI‘~impliziert, daQ der Rzum X ein schwacher -ch-Raum
diste |
Die Antwort hierauf ist negativ. Wir wolienrdazufein aufllohnson
und Mack zuriickgehendes Beispiel eines lokalkompakten, topolo-
gischen Haﬁsdorffraumes X, fﬁr denjbdénn, A;af Auv und Ai.
'auf~ C(X)  zﬁsammenfallen ; engébenL der kein schwscher cb-Raum
isf..F&r'diesen_Rﬁum unfaBt slsc die Femilie der Ac—beschrénkten

echt die Fpmilie der AD-beschrénkten Teilmengen von C(X)
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trotz /\c =/\u- = AI -

Im Folgenden bezeichne fiir eine Ordinslzshl &

| W) = 1& | 6 Ordinalzanl s, @ < o<}

die Menge aller Ordinalzahlen, die kleiﬁer als X éind, vefsehen
" mit der Intervalltopologle. Mit dleser T0polog1e ist. Wi )

stets eln.vollstandlg regularer, tOpologlscher H?usdorffraum,;

Uberdles lst W ) kompak by wenn.o( keine leesord;na*zahl ist .

.C Siehe (8) ) b

.Im Folgend';;wollen wir die kleinste Ordinélzahl mit .ﬁberabzéhl-«-

barer Kardinglitit mit (,QL bezeichnen o

Wir unjtersuchenv nun einen Unterrsum T des Rsumes w( 6.)1) x W(co1'+1)j,‘
.der definiert ist durch | |
T ¢ = { (v,") \ G‘gw(w ) yTeW(w +1) G'\t}

Diesen Rsum kann mal cnch graphisch wie folgt dargestellt

denken:

(4 QA) :B - L‘;’“w‘)
[1
?
t
'
!
'
}
!
!
]
1
|
]
(1‘4) D - - - . - J
Es seien L= {(G,@'){G‘éw.(c.%)} und

- {(6’, ca1)l 6 < 01}' « B ist als Urbild des Punktes

W,

) - aus w( («.)1+1‘.) unter der Projektion

W(w,) x W(w+1) ——>W(eq+1) ‘
eine sbgeschlossene und zu W( wl) hom.’o’omérphe Teilmenge von T o
Ebenso ist K& 2ls Cfgph der Einbettung
,. w( a)1;)- G W ( €, +1 )
eine sbgeschlossene Teilmenge von W( wl) x W( ‘C_JTH ) und

‘somit erst recht von T . W( &) x W( W +1) ist als Produkt
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eines;lokalkompakten Reumes mit eiiiem kompakten Raum-&okglkbmpaktw
K1$ ein abgeschlossener Unterrsum dieses Produktes ist T- eben-
falls lokalkompakt . Die Stone-&ech;Kompaktifizierqng BT
von T stimmt mit der Einpunkt;Kompaktifizigrung ;on T {ber-
ein; BT = Twv { (uoipCJ1)}.'v N

Zu jeder Funktion £ aus C(T) gibt es eine-Ofdiﬁ;lzahl

6:}< Q%- derart, daB f’;auf dem <"Schwanz" . “

S V_-—»{(G,"U‘H 6,66 s 0% Tf‘%}
konstsnt ist. Die abgeschlossenen Mengen A wund 3B kdnnen
deshsalb ﬁicht durch stetige Funktionem getr@nnt werden .

Wir definieren nun einen lokalkompakten, topologischen Haus-
dorffraum - ¥ durch :

Y = X x IN .
Ds die Menge 1IN >dérjnatﬁrlichen Zahlen die diskrete Topologie

trégt, kdnnen wir Y such als die IN-fasche t0pologische Summe

I = .2: T

nell n

interpretieren, wobei fiir Jede nstiirliche Zshl n der Raum Tn'

eine Kopie von T ist. Y hat slso die Form

Py

Hierbei bezeichnen wir die den Mengen A und B enﬁéprechenden

Teilmengen von T mit A& bzw. 1B . Die Riume T werden
, n o n n n

nun wie.fdlgt Yverklebt™

Fir k = 1,2,... identifizieren wir jeweils die Menge 'AZk T

mit der Menge A, =~ sowie die Menge Boy

Msn erhilt suf diese Weise einen Quotientenrsum von Y , den

. , . o
mit der Mengg Borw1 °
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wir im Folgenden mit X ©bezeichnen wollen und der die folgende

Gesﬁalt besitzte

—4

T‘I
A
A, T;._

Man beachte, daf X ein.lokalkdmpaktei Raum'ist; Eine sfetige
Funktion f aus C(X} induziert sufgrund der Quotientensb-
bildung ‘ v
kY ————> XA
suf jedgm der*Réume Tn. eine stetige Funktion fﬁ ¥ = fOK\
die die folgende Eigenschaft haben muB =
Es gibt»einéﬁ ( von n unsbhingige ! ) Ordinslzshl 6? derart,
' daB;&ie>Eﬁnkﬁionlaﬁfﬁthuf; dem x%ﬁchwangﬁt
s, = {1(6,7)[6,< €<, ,

von Tn. konstant ist . Da die Funktion fek von &erkauf dem

6¢Tew |

"verklebten" Raum X definierten Funktiom f induziert. Wird,
:nimmt sie suf sllen fSchwénzen" Sh denselben Wert en
" Betrschtet man die folgende graphische Darsfeilung des Raumes
X 4, so bedeutet dies, da, £ auf der schraffierten;Fléohe kon-

stent sein muB . _
(5 .,“’4) o

EN\E

l/
//
-
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Wir definieren mun fiir n aus i uuterhalbstetige'Funktionen
w :T ———> IR
n' n

durch

‘ 0| peB,

1 ‘<soﬁst

RO

: ‘(1 | pes,
‘ v2 ‘ sonst
und fir k:ﬂ,z’qmm; ‘
. 2k-1 | D€Ly

o eF 2k | somst

-, %k | o€ By,
Uopyr (P) = |

o 2k+1, ‘sonst -

Diese Funktionen definieren folglich eine unterhalbstetige »
WY =2, T ———> IR
N B

durch E(p) = uh(pi flir g aus Tn' -

w ist so kdnstruiert, daB beim Ubergsng von Y 3zum Quotienten-

raum X eine gnterhalbstétige Funktion WX > IR  existiert,
so_daB | o ¥ = uek o ‘ | ,
gilt. Die Funktioneﬁ . sind iokalbeschrénktvaieé‘trifft

denm nach Konstruktion-éuchvfﬁr E: und u zu . Aus dexr
Konstruktion Qon, u sowie aus der besonder?n Form einer jeden
stefigen Fﬁnktion f:X;-;——f—>IRD‘~folgt, daB es keine stetige
Funktion auf X -mit Werten-in IR gibt, die w méjoris?erfe

Klso ist X einwlokalkompakter; topdlogischer Herusdorffraunm,

der kein schwacher c¢b-Reoum ist,
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3. Der Satz von Dini fir A; und A_ .

Im erstenbAbschnitt haben wir die Gultigkeit des Satzesvvon
Dini fiir CCKX} bewiesen, die Dini-Konvergenz éiﬁgffﬁhrt und
erste Zussmmenhinge zwischen Cc(Xﬁ) gnd.vCD(X)‘ egfgezeigt.
Auch ip diesem Abschuitt wollen wir‘wieder‘als Gene%alpramisse
vorausgétzen, daB. X; ein volistandig regulérer, togologischer}
Hausdorffraum ist, und untérsuchen, wann der Sétz von. Dini fir-
cI(x) baw. cﬁ(x.) erfillt ist, d.h., die Frage besntworten,

wann

Ao Y A

D L

bzwe

. i1
,/\D. > Au | gilt, |
Wegen (1.10) konnen wir dabei davon susgehen, daB X nicht
kompakt ist. Aus den Argumenten in den Beweisen zu (1.5) und

(1.10) geht hervor, das A,

weder grober als Au noch
grober sls A. sein kenn .

Eine vollstdndige Antwort suf unsexfe erste Frage gibtz

Zet Srtz s Sei X ein vollstindig reguldrer, topologischer

Hzusdorffrsum . /\D ist gensu dann feiner ' als AI 5. Wenn

es zu jeder Folge kompskter Mengen (Kn) sus BX\ X eine

kompskte Teilmenge K von RX\NX dergestalt Vgibt,. da8.

K. ¢ K
. n4 n
ﬁiltn
Beweis: 1) Zu jeder Folge ('Kn) kompakter Teilmengen von
8XN X gebe es eine kompskte Teilmenge K von BXNXi- mit
<O
Uk ¢ K .
nza 1L
Sei @ é./\D(‘o) e BEs muB @e /\1(;0,.) 'glezeigt werden.
Wegen @G /\D(o) gibt es ein D-zulissiges System H von

" nichtnegativen Punktiomen sus C(X) , so dsB § 2 §H gilt,
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Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit kenn angenommen werden. o
ds8 slle Funktionen sus H durch eine Funktion h aus; c(x)
- mit h » 1 majorisiert werden kbnnén.. |

JgderlFunktion h sus H kann ihre btone—gech Fortse%zung
’BX.————->[O +oo]
zugeordnet werden., Sei
{hﬁ ( h€H }

Man definiere nun eine oberhalbstetige Funktion .

ugea ——>[0,400]

durch _
uge) = ime ®'(p)  (pesk )

Rach Voraussetzung iber H gllt

] x

Definiere ferner eine kompsakte Tellmemgé. Ko von RAN\N X durch

/ N

- K

3 By=l, \.
O o " T (1/ho) (0) v
Dg fiir h sus H stets

' ' B{,.B
In*lg¢n
gilt, folgt, daB die Funktiom w. ouf BX\ K endlich sein

muB, Nach “(2.1) Konn die Familie -H -als Teilmenge von

o0

C(BX\K_ ) sufgefslt werden. Es ist offensichtlich, daB H eine .

tzulédssige Familie in C(BX\\KO) ist, also. .
 inf H = |
in  CG(BX\ K ) gilt o Pir jede natiirliche Zshl n sei

X =“§1(- [1/n,+0]) .

Da. u oberhalbstetig - ist und auf X verschwindet;fmuﬁ,"Kn )

H

-eine kompakte Teilmenge von BX\N X sein, Definiere nun
: I o _
K = cl,(UK)_,,
" Dann ist X nach Voraussetzung uber X. eine kompekte Tellmenge

von BX\.X.> Nach Konstruktlon von’ K verschwindet Uy
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‘aﬁfv_BX\\K', a.h,, es gilt 4

| inf H(p) = O |
fiir slle p sus BX\ K-, was bedeutet, da8 E in. C(BXN\K)
eine D-~zulidssige Femilie ist. Folglichikoﬁ%ergierf.Aer Inter—~
‘ vallfilter é Ié beziiglich der’DAin.'i_.Kovnve.r.g'enz_ von C(BXN K)
und'soﬁit erst rgcht,in  C;(BX5\K) gegen 0 , Da de#’Filter
§H da’vsv Bild ‘des Filters §g unter der kanonischen Ah—-
bildung | | '

] CG(BX.\ ) &> cI(x}

ist, folgt , daB §H AuS /\I_('o) sein muB . Wegen é?,éﬂ
folgt §e AIZ(O) .-. | ‘

2) Sei ﬁmgekehrt AD: feiner als /\I o
(_KnA)j sei eine Folge kqmigékter Teilmenge;. von BX\ X . Pir jede
natiirliche Zshl n bezeichne

u 8k ——>[0,1]
~ die charskteristische Funktion von Kn. o .f'&ls c:harakferﬁ;sﬁisohe
JFunktion eine_r:l abgeschlossenen Teilmenge des kompekten, topo-
logischen Hpousdorffraumes BX ist w beschrinkt und ober-
hslbstetig. Definiere nun '

us 8X. -——-——-—>[O,;1 ]

~durch

hd . .
w(p) = Z 2% (p)
‘ ) . nz4 '
fir p ous BX . Man verifiziert sofort, ds8 u eine ober-
hglbstetige Funktiomn suf B8X. ist, die auf X verschwindete.
Kls beschrinkte, oberhalbstetige Funktion ist u 'p{inktweises
Infimum ebiner'n-ach unten filtrierenden Familie EH 'st'et;jége*r

Funktionen suf BX ., Wegen

[l

u(b)

uly =o und - inf H(p)

N
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fiiz: p sus BX folgt, daB die Familie H aus C(X) Dezu- ‘
léssig ist. Demnach konvergiert der Intervsllfilter @H
beziiglich AD. gegen 0 . Ds /\D feiner als AI

men wizrde,und da H nur sus beschrinkten’ Funktionen bestand

angenom=-
. 3
mf es eine k.ompak.te Teilmenge 'K in‘vBX.\ X gebé;.m s, S0 daB
"dte:; Int'erval‘lfil_rter der Familie H muf C(BXN K) ",,’:,;der mit
§§ bezeichnet werde, in.j C,c(,BK'\ K) gegen o konvergiert,
Insbesondere kbnvergiert dann sber der A.bschnittsfiltér § von
H in Cc(ff.’&\ K) , also erst recht punktweise auf BK\K ‘gegen
0 o Das sber impliziert £iir p aus BXN\NK : | »

uH_(p.) = inf H(p) =0 ..

Da u,;, 2uf BX\ K verschwindet, muB déemnsch

H

-

Q0
Ux ¢ K¢ i
4 NN

g.e‘lten‘.n Dsmit ist der Sstz bewiesen,

Wir ‘bemerken hierzu: Wemn X lokalkompskt ist, so ist BX\X
kompakt. Die Vpraussetzungen des Satzes sind folglich erfii‘-llt,‘
und es gilt ’/\D‘ )/\i . |
In (2) wurde ein notwendiges und hinreichendes Kriterium fiir -
die Relation /\c = AI ‘bewieseﬁ. Anhsnd eines Beiézgi,eles

wurde ferner g'ézei_gt, daB es durchaus mnichtlokalkompsakte,
vollstindig regulire, topologische Hausdorffriume gibt, fir
deren Algedbra s’cetig.gr, reellwertiger Funktionen AI, = /\‘c
gilt, so déB die Lokalkompaktheit von X  hinreichend abe;‘

nicht notwendig fiir die Relation /\D>/ A ist . Betrachtet

L

man in (2) des notwendige und hinreichende Kritérium fiir

I H

"Der abzdhlbare Durchschnitt von Umngebungen von X in 8X

. die Bedingung /\c =A 'so erkennt man , dasB die Aussage

ist wieder eine Umgebung von X din BX " 4dquivalent ist

ist. Wir werden

zur Bedingﬁng, daB 'AD " feiner als /\I
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.

dieses Thema nochmals sm Ende dieses Abschnittes snschneiden .

Nun wenden wir uns der Frage "Wsnn gilt /\D )}/\ub 2 zu.

Dazu beweisen wir zunichst:

3,2 Satz: Sei X ein vollstindig regulirer, t0poldgischer'

Hausdorffraounm, & sei ein Filter suf C(X) ', der eine ordnungs-

beschrinkte Henge enthalte und beziiglich Au gegen o kon-

vergiere, Dsnn konvergiert § auch beziiglié:.h /\I _g_%_n; 0.
.Bew.eis:[Wir konnen annehmen, do8 es eine Funktion fo) I
sus: C(X) gibt mit der Eigenschaft, deB dss Ordnungsintervsll
[nfo,"fo.‘] ein Element des Filters. § ist, Dann dvefinieren,
wir ‘
Koi= (1/f§,)'1“(io) ¢ mNEK .
Nach Vd_ra.ussetzung: besitzt der Filter r«:i.i@ eine»-ﬁésis' von
Teilmer;gen von [-;fo.’ fo,] o Wegen f € C('_BX\ KO) kdnnen
diese @’eilm”eﬁgen mit.Teilmeng_en‘ des Intervslles [_fo’fo] in
C(B}C\ Ko) identifiziert werden ( siene (291)) , so d=8 §
eine Bgasis von Teilmengén der Aigebra C(_‘L}X\Ko) ’;)esi’czt -
ﬂi?ch V»orausbsetzung‘konve}rg&ie-rt, § beziiglich /\u_ gegen_. o -
Das bedeutet: Zw jedem Punkt p aus X gibt eé eine offerie‘
_ Umg:e:buﬁg Up dergestalt, daf der Filter j;?(ﬁp) in IR
gegen 0. konverg_ie:.r.tv - Wir definieren
| '\(p = int B)LCl BK((Up); . |

Demnach ist Vp, eine offene Umgebung von - p in 8X . Fernez.,~
i setzen wir |
z = Vx Vp" .
Als Véreinigung offener Teilmengen eines kompakten Reumes ist
A lokalkc;mpgkt . Nach Konstruktion von 2 gilt X¢Z ¢ 8K .
Folglich 'eXi‘stiert‘einevk'ompakte ’P-eilmengé K, € BXNX , 50 daB

Z = BXN\ K,[

gilt. Wir definieren nun den lokslkompakten Raum Y "durch
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Offensichtlich gilt L ¢Y € gL o, |

D» sich die Algebra | C(BXN KQ_) in kaﬁonisgher Weiéé in c(Y)
einﬁet’cen. léBt,., folgt, daR der Filter § " eine Bés‘i-s x

v.oni. lMengen sus E’fo"fo] besitzt,  die ’scho.n‘ in  c(Y) liegen. .
Nach Vgi"aussetzurlg '€ibt es"zu p sus X uﬁd £>o eine
Teilmenge Epsli '
mit der Eigenschaft, daB.

F (U ) c [-E,&]

_ T I
g3i1lt. Denn folgt aber

» -7 . - . o . :
von [ﬁfo,.’fo,J y die zudem Element von § ist,

E;’_a(‘vpnx) < gl .

Da {VplnY; l p,e}i} ein ﬁberdeckuﬁgssystém bestehend sus offenen
Teilmengen. von Y ist, impliziert dies, daR der Filter
é[ auf c(Y) , der von: & erzeugt wird, in Cu(Y) y, also in
CG(Y) gege.r;_ o konvergierts. Do der Filter é Bild~des Fil~
teré | §Y_' unter der kanonischen Abbildung |

e (D) > 0 (X)
ist, folgt, daB " § beziiglich AI‘ gegen - 0. konvergiert.

Als unmittelbare Konsequenz dieses Satzes ergibt sich:

3.3Korollar: Auf den ordnungsbeschrinkten Teilmengen von C(X)

induzieren AI und A =~ dieselbe Limitierung .

Der Satz (3.2) gibt nun such unmittelbsr Auskunft dariber,

wann der Setz vonm Dini fiir Au gilt . \

Wegen A_ > /\u_‘ gilt der Satz vom Dini bestimmt fir -/\u s

I
wenn er fir A T gilt. Da aber =ndererseits jeder Filter

aus _/\D(o) eine ordnungsbeschrinkte Teilmenge von C(X) ent-
hilt, i'mp'liziert _ (3.2) , da8 sus der Giiltigkeit des Satzes von

Dini fiir cu(x) auch die Giltigkeit des Satzes von Dini fur

qI(x,)' folgt.

3,4 Korollar: Der Sstz von Dini gilt gengu dann fiir - Cu(X.) y -
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wenn er fir CI(K)“ gilt,d.he, AD 7> A, gensu denn, wenn Ay ‘&AI_ .

In (2) war des Beispiel eines vollsténdig'reguléren, topologi-

 schen Herusdorffraumes X sangegeben worden, fiir den Cc(x) -
Cp(X) gilt, der sber nicht lokalkompskt ist. Riume mit die-

ser Eigenschaft wurden in (2) wie folgt charakterisiert:

Es gilt C (X) = C_(X) éenau dsnn, wenn die beiden folgen-
Es gilt C, . die

den Bedingungen erfiillt sind:

" a) Der Durchschnitt abzihlbar vieler Ungebungen: von X

in BX ist wieder eine Umgebung von X in 8% . ( Das

" bedeutet: Der Stz von Dini zilt fur..cl(x) o)

"b)-Die lenge X aller Punkte sus X , die EE; wvX. keine kom~

| pakte Umgebung besitzen, ist eine kompskie Teilmenge von X .

1

Die sich dabéi eréebende Frage, ob die Bedingung '(a)_ die
Bedingung (b) impliziert, konnte bisher noch nicht
beantwortéé werden.. (‘Ein Beispiel fiir " (b) implizZiert nicht
(a)ﬁ werden wir noch geben; ) Wir ﬁollen diese Frage ﬁier"

wieder sufgreifen. Zunichst beweisen wirs

3.5 Satzs Wenn wir mit an die Menge sller Punkte des

Raumes X bezeichneny; die keime kompzkie Umgébung._ig

X besitzen,und wenn der Umgebungsfilter eines jeden Punk-

_ teSjaus; Xhl. stabil gegeniiber der Bildung von abzdhlbaren

" Durchschnitten ist, so gilt fir Cu(X) .. der Sstz von Dini,

d.h., 'AD. ‘lS‘t feiner »ls AI. .

Beweis: Sei H ein D-zulissiges System von Funktionen aus

C(X) o Mit é bezeichnen wir den Abschnittsfilter von H .
Ferner sei Xi die Menge sller Punkte mit einer kompekten

Umgebung in X o Da der Satz von Dini fiir kompakte REume

in Bezug auf die gleichméBige Konvergens
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gilt, kounen wir zu jedem Punkt p aus Xi' eine relativ-

kompakte, offene Umgebung Vp von 'p dergestalt findeﬁ,

daB. @ (Vp) —

in IR gilt. Wir betrachten nun einen beliebigen Punkt p

éﬁs Xﬁl o Wegen o :
‘ inf H(p) = O

finden wir zu jeder natiirlichen Zshl n eine Funktion hn D
. »' _g' J
sus H und eine Ungebung Un o vor. p in X mit der
) 3B
Eigenschaft, das.
0 < h £ 1/n
0 & n (a) € 1/

fir alle q saus U g8ilt. Nach Vorasussetzung ist

n

sD 00

V_ . = f\ U
o hoa DD

eine Umgebung von p in X . Dann gilt fir alle h saus H
mit h<h und fir slle gq sus V
\ P ' P
0 £ h(q) £ (a} € t/n ,

n,p »

dehoy o § (V.p)

in. IR ., Mit {Vél v € X;} ist ein Uberdeckungssystem

> QO

von Umgebungen der Punkte von X definiert,, das7die:Eigénschaft

' bésitzt, daB der Filter‘ ég_auf Jjedem Element dieses Uber—

. deckﬁngssystems gleichméﬁig;gegen‘ o ,konvepgiert. Also
konvergieft_-i? beziiglich .Aﬁ. gegen._é,o Damit ist der
Setz von Dini fiir Cﬁ(X)v bewiesen, .

.Umzdas Beispiel eines Reumes zu finden der Eigenschaft (a)
sber nicht Eigenschsft (b) besitzt, betrachten'wir wieder
den Reum W(g%{ﬂ ( siehe Abschnitt 2 )} y der nach (8)
kompaki isﬁ...»Jede Limesordinalzahl @ von abzihlbarer Kardi-

' nélitét ist ein Gs—Punkt und fplglich eiﬁé Nullmengé. Da
Jede Konull—Mengevéines reellkompskten Raumes sls Unterraum

reellkompakt ist, Tolgt die Reellkompsktheit des Unterrsumes
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>=‘= + \ ég‘a . |
Geom W@\ i | | \
D der Durchschnitt von reellkompskten Réumen reellkompskt ist
(siehe (8) ), folgt , daB der Unterrsum Y von LW(_Q%+1)

definiert durch

Y o= M\ Y =¥Kw+ﬂ\{6lﬂo & Limas-
G <o, : ,
" Limegovelic’ S ) o owﬂ‘-'“‘u EQl}l }
wnelzall i ) :

ein reellkompskter, volls%éndig régulérer5 tOpologiscﬁer Hous-
ddrffraum sein muB » Y hat die Eigenschaft, daB jéder Punkt
p sus Y mit p ;Tg%  isolierter Punkd iét, Der Durchschmitt
Yon abzdhlbar vielen Umgebungen von a%: in Y st wieder
eine Umgebung von a%: in Y | |
ba IN reellkompskt und ds des Produkt reellkompakter Riume
wieder reel1k6mpakt ( siehe (8) ) ist, folgt, daB der Raum

X : =Y x IN |
reeilkompak%vsein mufB. Da IN die diskretelfopologie trigt,,

ksnn. X - such sls topologisch direkte Summe

X = Zf, Y
\ néIN _ |
sngesehen. werden, wobei jedes Yn. eine Kopie von Y ist ,.4'

Klle Punkteder Form (®,n) mit qe’f\iol} und n eus 'm.
sind‘isoliért, haben sich selbst also als kompakte Umgebung in‘ X .
Die Punkte, dle keine kompa&te Ungebung in X Ybesitzen, sind

die von der Form (Cdm,n) ( n.eIN ') « Jeder dieser Punkte

het die Eigenschaft, da8 der Durchschnitt von sbzdhlber vielen

Umgebungen wieder eine Umgebung ist, Ferner ist

~ . .
)( = ‘Khlv = {(,Q%,n) l n ¢ IN }
ein gbzdhlbarer, diskreter Unterrsum von X , also nicht kompaskt,.

De ngch  (3.5) der Satz von Dini fiir ¢ (X) gilt und da X

reellkompakt ist, folgt, daB X die Eigenschaft (s) aber nicht

(v) erfillt.
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4. OP~Limitierungen suf c(x)

Im-Foigeﬁden wollen wir dem Begriff der OP-Limitieruﬁg ein-
flihren , der eine Vefallgemeinerung:uniformer KOnvérgenzen
&arstellt, | |
Sei X ein Limesraum, Fﬁr{ f aus C(X) mit  fT>§f defi~
nieren~wir einé Abbildungv

T.:C(X) >[ £, f]
durch

(0) = (hAT v (-£)

fir h aus - C(X) . Wenn - g » £ % o gilt, wobei g und £
éus C(X) seien, so sei die Abbildung

Tgf 8 —L-“g s.g_']

gegeben durch
78

f [“g’g]»'

Mpntbeachte;.daﬁ fiir jede Punktion h sus [;f,f]_‘stets
T (h) | = h |
gilt Das System der Ordnungsintervalle
O = {[2.2] |t ecy, }
von C(X) bildet offensichtlich zussmmen mit der Familie von
Abbildungen
T - {Tg‘f | fieecx) ,1s1cg}
ein projektives System , Der projektive Limes dieses Systemsl

werde mit OP(X)} bezeichnets

OP(X) = proj E_-f f] .
_ fec(x)
£21

Offehsichtlich induziren die Abbildungen - Tf:C(X) —-———%Lef,f]
fijr £ aﬁs C(X) mit £ » 1  sufgrund ihrer Vertriglichkeit
mit den Abbildungen der Femilie f eime Abbildung

T10(X) ———> OP(X)
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i

4.1 Lemma: Dié Abbildung T:C(X)} —> g_gl;(x_) ist injektive
) T ’ |

Beweis: Seien f, und f, aus ¢(X) mit

-

T_(__fl}j = T.(fz)‘}‘ . o

Setzte f = |f1}+lf2]tl . Dann gilt wegen obiger Bemerkung

I
| £, wa(f‘l.z = Tf(_f2) =£, < ._
- Anmerkung: Man sieht leicht ein, ds8, falls X £ ¢ gilt, T.

o \
nicht surjektiv sein kann.

. | . .
Sei nun A eine Limitierung auf C(X} mitider Eigenséhaft,

def fir £ aus C(X) mit £3» 1 die Abbildung

| ToiC (K) —————> [o1,2] i
yméfetig ist. Dies ist insbesondere denn der Fall, wenn A eine
Vektorrsumlimitierung ist, beziglich der'die-BEtragéébbildungv
f —> 1|

stetig ist, da dann auch die Verbahdsoperatiqn%n,stetig sind.

Daﬂﬁ sind die Abbildungen. ' .
285 [ere], ———> [-2,£], 1 :
fiir g und f sus C(X) mit &%f%»1 =2ls Einschrinkungen
étetiger Abbildungen wieder stetig. Wir erhaltgn auf diese Weise .
ein pr@jektives System von,Limesréumen; das au% der Limesraum—
femilie . 1 -
' 0;\,. {[..f,f]A l fec(x) , f>,-T1_;,}"

zussmmen mit der Familie stetiger Projektionen 1

Tr:\ ={Tgf | e.tecx) , entr 3
besteht., Hierdurch wird OP(X) in natirlicher Weise zu
"einem Limesrsum, den wir mit -QEA(X) bezeichne% wollen .
Die Voraussgtzung;der Stetigkeit»aller Abbildunéen der>Forﬁ
0 (K) ——— [—f,f]A ( tecx)!, £31 )
‘ Sicbert, dsB die hiervon induzierte Abbiidung |

|
> 02 \(X) |

’I.‘_:CA (x)

stetig ist. o
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Bemerkung: Wir werden spidter anhend des Beispieles A A
l

> g_gA(x) ‘nicht

I

erkennen, ds8 die Abbildung ‘I":CA(K)v
immer eine Einbettung iste. L
Definition: Die Abbildung T:C(X) —'—‘-———,—%93/\:()(,) induziert

suf C(X) eine Initisllimitierung, die wir mit ;,AOP be-

zeichnen wollen.

Es gilts o

. iy I '
4.2 Bemerkung: Auf den ordnungsbeschrinkten Teilmengen von

C(X) induzieren A und /\'op dieselbe Limitierung ,

. , , .

Beweis: Sei B eine ordnungsbeschrinkte Menge aus C(X) o -
. R ’

Wir wollen ohne Einschridnkung der Allgemeinheit snnehmen, daSB

B = [-fo . fg"} i

gilt, wobei £ pus C(X) ist und die Relation fo'»l erfiillt,

Dann ist aber fiir £ aus C(X) mit f»f  die Abbildung

) v ) l - : [—f ,‘f.] iS22 [-f,f-i] .

. hd L—fo ,'fO] (o] (0] A . “A '
-nicht nur eine stetige Abbildung sondern soga'r&eine-Einbettung,
Klso ist - ’ |

| .T‘[“foisvf;] - [~f°’fJA+~——> '()‘1:7‘(}%')
|

|

eine Einbettung.,.
Hiersus ergibt sich unmittelbars

|
.3 Bemerkung: Es gilt stets = (
4.5 g: Es g : | /\o.p AQ-P.)OP\
Definition: Eine Limitierung A auf C(X) mit der Eigenschaft,
l,

dsB fir alle £ aus C(X) mit f£3P» 1 die A‘.bbildung
} . o
7,20, (X} ———> -—f,f]/\

stetig ist, werde OP-Limitierung gensnnt, wenn A= '/\op

i

gilt.: A‘ilgemein wird /\0sz die zu A assozilerte OP-Limi-

tierung gensnnt. ( Aus  (4.3) geht hervor,‘dae‘) /\O.p. eine

OP-Limitierung ist. ) ' 4 I

I
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r

AL.A,'Bemerkung: /\oD ist gensu dann eine Topol'ogie, wenn. die

& |

von /\ auf den ordnungsbeschrinkten Teilmengen von C(X)
_ _ N !
induzierte Limitierung stets eine Topologie ist.
: _ | l
- Dies folgt aus der Patsache, dsB8 die projektiven Limites

- |

topologischer Riume in der Kotegorie der Limesrdume homdomorph

zu denen in der Kstegorie der topologischen Rdume sind, .

Bemerkungs:s Es ist sofort einzusehen, dn | enau dann
g: Es 1, 428 A, gensu domn

separiert ist, wenn dies fiir A der Fsll ist !

Wenn A eine Algebrehlimitierung- suf  C(X) ist, sofsiﬁd
slle Ordnungsintervalle der Form [—f,f"]/\ (f%1 )
homSomorph zum Intervall [_-1—’-1-]/\ unter-der Abbildung
Das béde.ute't: In diesém Falle ist A0p gena}u dann eine Topolo-

gie, wenn Av [-;l,_j_]/\ topologisch ist . Im Folgenden wird

sich zeigeri., daB wichtige Konvergenzstrukturen suf C(X)

: !
OP-Limitierungen sind, bzw., daB zwischen zwei‘.un's' beksnnten
Limitierungen die folgende Relation. besteht: Die einme ist die

. ~ |
asgsoziierte OP-Limitierung zur snderen,

Wir werden den 1fegr:‘ti"f der OP-Limi,tierung als eine Verallge-

'meinemng ;ron Konvergenzbégriffen bestimmter Char\skteristik

zu interpretieren haben. Dies wird aus den fol‘genden Resultaten
zu schliefien sein, ' _ | _ \

Es sei /J“ ein nach oben filtrie‘rendes.Ub.ei'declfﬁng'ssystem=

des Limesraumes X, wo-bei U.berdeckung;ssystem\in demvSinné,

daB3 v ’J" =X gilt, 2zu verstehen ist, Die W--ToPologie

_ -
r(:,;,& auf ~C(X) ist dsnn die Topologie der gleichmiBigen Kon-
.vergenz suf den Elementen der Familie ,r . _La, muf3 nicht

. . ‘
notwendigerweise mit der Vektorrsumstruktur von C(X) kom=-

|

patibel sein. Es gilts
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4.5 Satz: Sei 4 ein nach oben filtrierendes {berdeckungs-

system von Teilmengen des Limesrsumes X ., Dann ist T’B‘
’ |
eine OP-Limitierung suf C(X) .
Beweis: Offensichtlich -ist T.:.cz'(x) ———>0P, (X) stetig .
- ' : r 0 T «

Der Satz ist bewiesen, wenn wir zeigen k'cinnen‘!', dad jeder beziig-
lich ( tT)OP konvergente Filter & suf C(X) auch beziiglich
T'{\' konvergiert. Nach Definition von (-ZT )iop konvergiert
op
@. beziiglich (rﬁ“).op: gegen f_ sus C(X) , wenn fiir jede
Funktion £ sus C(X) mit f£3 \fl+% der Pilter T,f(}$)
bezliglich tT gegen -T‘f(fo)‘ = fo vkonvergilert?. Wenn dies gilt,
so folgtse
'Z.u X sus U und beliebigem € mit Q < £<1 gibt es eine
Menge H, o eus é mit der Eigenschaft, daB fiir h aus
. [ E .
HAWE gllt: . . |
sup | 2.(n)(p) - £ ] < €& .
i o |
» _ pe k ;
Hiersus folgt wegen & <1 und _f »\fo\i- 1 mnach Definition
von' T.f & \
-£(p) ¢ ~(lf (2)| +1) < 1.(8)(p) < (g (D)% 1) ¢ £(p)

fliir slle. p sus A  und somit

| To(R) () = n(p) . ]
Also gilt fiir h ous H, . ¢ |
, §o ,g} ir aus Hy o |

sup In(p) - £ (p)1 <& .

pEeEA

Demnach konvergiert der Fi.lt'er § suf A gleichmdfBig gegen fo'

Da A aus T beliebig war, folgt, daB é beziiglich T,r gegen

sz konvergiert, Dsemit ist die Behauptung bew%esen.
Anslog erhdlt man:
4.6 Satz: Sei X ein topologischer Reum ., Dann ist die Limitie=

rung /\u der lokalunifprmen. Konvergenz auf C(\X)- eine OP-Limi-

tiem!}g 3
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Beweis: Man'vbrifiéiert ohne grofie Schwierigkeiten, daB die
Abbildung fp———>\fl von C(X) in deniKegel der nicht-
negativen Funktionen von C(K) eine bgzﬁgliéh Aﬁ;'sfetige
Abbildung istovDie VerbandSOPerationen suf -C(X) sind alsé'
‘bezuglich Au. stetlg, so-daB die Abblldung

| T:C (x) >OPA\X)
..eberifallsvstetigist° Mpn.zelgt nun genz wié im Beweis von

(4+5) 5 daB jeder Filter auf. C(X) , der beziiglich (/\u)o]p

konvergiert, such beziiglich Au. gegen denselben Grenzwert
konvergieren muf,

Auch die stetige Konvergenz erweist sich als eine OP-Limitierung.

4.7 Satzs Sei X ein Limesrsum, Dann ist die stetige Kon-

vergenz A, zuf C(X) eine OP-Limitierung.

Beweis: Man weist wieder ohne grofe Scbw1er1gke1ten nach, daB
dle Abblldung ft——————}[f\ beziiglich Aci stetig und
somit auch - T:C, (x) B— OPA(K) stetig 1s1; . Dieselbe
'Technlk wie in den Beweisen zu (4.5) und (4 6) hiltt uns
einzusehen, daﬁ.jeder auf C(X) Ybeziiglich (LAb)op _konvef;,
gente Filter auch beziiglich Ac gegen densel?en Grenzwert
konverg_iert.;, so daB Ac = (/\c)op folgt. |

4.8 Bemerkung: Man verifiziert ohne Schwierigkeiten, daB fir

einen vollstindig reguliren, topologischen Hausdorffraum X

fr——>f] auf C(X) beziglich A stetig ist, so daB

[ X T S —————. b,
T.‘CI‘( ) > Q_QA](E_J()
stetig ist.
4.9 Bemerkung: Zwei Limitierungen AH und AQ auf C(X),
be_‘ziigliichuderer die Abbildungen T,f-:cAi(x)E-—-_> [«f,_f-],\i

fir  f pus C(X) mit f£»1 und i = 1,2 &tetig sind,
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besitzen dieselbe assoziierte OP-Limitierung, wenn sie auf
den.ar&nungsbeschrinkten.Teilmengem von C(X) dieselbe Limi~-

tierung induzieren. Hiersus ergibt sich wegen (3.3) =

- 4.10 Satzsy Sei X  ein vollstindig regulidrer, tépologischerw
. Heusdorffreum. Denn gilt suf C(X)

LA

Naéh‘ (1.7) wissen wir, dsB fir einen belie%igenvﬁimesraumfim
die Limitierungen; AD:‘und 'A@(xm) - wobei AE£X") die
Limitierung vom. Cb(Xﬂ) sei - puf den ordnungsbeschrénkten
Teilmengem von C(ﬁ) =:C(Xﬁ) Qbereinsﬁimme#v_Férner'wissen

" wir - wie suf p. 10 erwdhnt wurde = , daB fiir einen Limes-
. | i
- . . - \ Pap. | . R Y
rsum.. X die Algebrs CC(X) den sssoziierten c-einbettbaren

Limesraum X' charskterisiert, dsa Cb(X) =4CE(Xﬂ)v gilte

Folglich konnen wir sussagen:

£,1T Satar Fir jeden Limesraum X gilt (}/\D)Op = Ac(xu)

Ein c-einbettbsrer Liﬁesrsumz.Xf ist gensu dann vollstdndig

regulir, wenn ('AD)Op = AE gilt e(H:Lert:)el ISﬁ, Ao die

|

Limitierung von.‘Cc(K) .

|

Damit ist such die gésuchte Chprbkterisieruﬁg der vollstidndig

regulidren, topologischen Heusdorffriume innérhglbfder Kpteéorie
|

der c-einbettbaren Limesriume durch CC(X)';via vCD(X) gegeben.
Zum Beweis von (4.17) brsucht man nur die’Stetigkeif'def-
Abbildung = f ~—>If]| bezﬁglich AD _zu beachten .

Aufgrﬁnd von (4.4) und der sich dsran snschlieeendén Bemer-

kung wissen wir wegen (4.11) : 1
: 4

(4&12) Bemerkung: Der zu einem Limesraum X assoziierte. voll~

standig regulire, tOpblogische Hsousdorffrasum X" idist gensu

denn ein lokeslkompskter Raum; wenn das Ordnungsintervall

Lfihl] D versehen mit der Dini-Xonvergenz ein topologischer

Roaum iste.



|

- 51 - ﬁ
Wir stellen uns nun die Frage. unter welchen Vor’éussetzu‘ngen v
die Mérinescu-*Limitierung /\I eine OPvLiﬁli.tiemng iste
‘Kquivalent dazu ist wegen (4.,.10). die Frggé n_:aéh ‘devaus_ammen-
fallen von A und A, + Die 'Antwo'rt:h;e#-auf liefert:

(4.13) Satz: Fiir einen vollstindig reguléii'.en, topologischen

- Hoausdorffraum X 'sind die folgenden Aussagen dquivalent:

. ~ ‘ | _ .
8) Die Menge X sller Punkte sus X , die in WX keine kom-

prkte Umgebung besitzen, ist in X Xkompskt,
b) c-I(x) = cu(A,) . o ’ ,

c;;)% AI ist eine OP-Limitierung.

' Beweis: Annahmes (a) » Sei i’ aus /\,u(O) « Es soll %é/‘r(‘O) 5

also die Behauptung (b) , bewiesen werden » Nach Vorsussetzung

gibt es zu p aus X eine offene Umgebung Up von p in X ,

P4

so dsB der Filter §(Up) in IR gegen ()I konvergiert . Da

kompakt ist, gibt es Ppreeerp  BUS X , so des

. {Upil i =:‘t,,...,n..}
~

: ‘ g
die Menge X  {iberdeckt. Wir setzen U ! -
o =4 Yi
§ konvergiert auch suf ?I’ gleichmdBig gegen o0 . Es kann .
. ' . . T ’
darii‘berhinaus angenommen werden, daB fir p sus X\ X die

Umgebung - UP relstiv kompakt in WX gewéihlt: wurde. Es ist

P

| Ve= m'tBXCIB}L(_U)'_ N
eine offene Umgebung von '}Z in BX o Wir definieren ferner
fir p aus XNX

V'p: = int XLCIU‘K(UP) |

und

Y;:(UV‘-)U’{F. .
peXg P ’

Der Reum Y ist als V’ereinigung; offener Teilmengen von 28X

ein lokslkompskter Rsum, der X umfaBt.Also gibt es eine

kompskte Teilmenge K von BX\X , so daB
Y = gX\NK : \

gilte.
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Man'verifiziert ohne Schwierigkeiten, daf der Filter é " eine
asis - von Mengen aus C(Y} besitzt. Der von 023 erzeugte
. . L "~ :
Filter §Y' ~in C(Y)} konvergiert suf V, und suf jedem

P . '
é-[ —> o in CC(I) . Da unter der ksnonischen Abbildung

| . , R e
V. ( pe XNX )} gleichmiBig gegen o.. Also gilt

Yon Cé(_Y)i in CI(X), : ‘derf Filter 51 aufg' den Filter é

gebildet wird, folgt, daB é auch bezliglich /\I gegen o0

i

|

konvergiert.

- Wir setzen nun vorasus, daB CI.(X): = Cu(X.) ‘ gelte .

Ferner sei {U:.p l D€ X} ein Uberd.eck‘lmgssyistem von X ,

das sus offenen Umgebungen der Punkte .p aus X in X be-

stehe., Zu p aus X wihlen wir wegen der Rﬁgularitét des

Raumes X eine gbgeschlosseune Umgebung Vp. von p in X mit
VvV ¢ U0 .
jed B

Zu jedem Punkt p aus XN X wihlen wir eine in X abge~

schlossene Umgebung Vp mit der Eigenschaft, daB cl,vx._,(vp)

in vX kompskt ist und suBerdem

V. '}Z = ;
P-n ¢

i

gilt, Wir betrachten wie in (1.5) dem Filter @ suf C(X) ,

der als Bssis die Ideslfsmilie

{ I(Vp_;/ ce VT )| pex, 1=1,..n , nem,_}

5 . |
bésitzt.. Offensichtlich filonverg__iert der Filte;‘ é  beziiglich
/\u g_egén 0 o Nach Voraussetzung kon_v'ergiéirt er dann aber

~ auch beziiglich AI gegen 0 o Des impliziert. die Existenz
éiner kompakten Teilmenge ,K von BANX und1 von endlich vie~

len Punkten PyseeesPy sus X mit der Eigenschaft, ds8

IV U .. < X\ K)
( o UVpn) < C(Bx$ K)

gilt. Wir beitrschten nun einen beliebig_en Punkt p aus X ,

der nicht 1n der abgeschlossenen Menge Vpun;.ou VP

.1-?[ n

ab-

lieg‘b L
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Da. X ein vollstindig regulirer, tOpologischer Housdorffraum S

ist, gibt es disjunkte Nullmengéhumgebungen_}zp von p und

Z. wvon V cea UV  uwnd eine T . |
v p1U Pn ' ' .
stetige Funktion L ; 1_

| >[Ov1] | . ‘

f X
P o
. mit den folgenden Eigenschaften: ‘
P P I
P 2 K Pl 2y v -

Die Funktion fb definiert uns eine multiplikstive, limeare
Abbildung - . |
F X)) —> 1(V oo tdV )
60 (0 e, )

1 I n

vermoge

F f == f gf, o \‘
, pv( ) P DA
Hierbei kann Ep(f) sowohl sls Funktion nu& c(X) wie
auch als Funktion sus C(BX\K)} sufgefaBt Weirdeno Es gilt
Ep__('f)l 2 = s

. _ l
fir jede Funktion f aus C(X) eufgrund der Wahl von fp .

B

. A o
Aufgrund der Lokalkompaktheit von BX\ K »kanﬁen wir eine

kompskte Umgebung WP vor p in BXNK dersrt finden, daB

w:p ¢ cl — K( zp)

gilt. Die Evalustion eines jeden Punktes q aus Wp ZUS ammen—
gesetzf,mit'der>Abbildung Ep gibt Anlag zuweinem reellen,
unitiren Algebrenhomomorphismus auf 'C(X)‘. Déraus folgt sber
W' C \)X* o ‘
P |
 Demnach besitzt der Punkt p die kompokte Umgebung w-p in vX ,

‘liegt also in X\ X . Da nun p als ein beliebiger Punkt aus

X sangenommen wurde mit der'Eigenschaft, nichtlin Y VoeetsV

D
1 : 1L
zu liegen, folgt, def Vi uU...uV ~ die lienge| X unfaBt o
e T "1 n : ‘ ~
Da nach Konstruktion der . VP fiir jeden Punkt p; eus AN X
| . : : oy | |
V.~ X = .
N E - f

gilt, folgt, daB




- 54 -

{V \ i = 1yo.eo’n ’ .E).é X»}
Pi— 1
ein Uberdeckungssystem von X ist. Also enthilt
v € %
frleek]

und somit erst recht die grdbere Uberdéckung;durcﬁ‘offene Mengen

U e X A ’ ro o
| LoloeX ) SR " | ,
eine endliche Uberdeckung von X , Also ist X kompakt .
Da nun 2ber die zu AI assoziierte OP-Limitierung genau
A, ist, folgt somit such die iquivalenz der Aussasgen (a) und

(c) «

4014 Bemerkung: Die Aquivalenz der Aussagen (a) und (c)
, : ! ‘

ﬁurde zuerét vom Verfasser bewiesen, wohingeéen;etwas spéter.
Butzmananié fquivalenz der Aussagen (a) und (b) “bewies .
Zu diesen Zeitpunkten war noch nicht bekanntJ daﬁ.die zu Ai}
a.ss‘ozii'.erte_ OP-Limitierung -~ . . A_ ist .
Butzmann,ﬁéwies such unaﬁhéngigAvom Ve%fasseg den folgenden
Setz, der sich im Rghmen der hier eﬁtwickeltén.Theorie als
Korollar'efgigt,:

4.15 Setzs Es gilt CC(K) = Cu(X) gensu denn, wenn der Um-

gebungsfilter‘vonA X in BX die Abzdhlbere-Durchschnitts-

Bigenschaft besitzt .

Aus  (4.2) , (4.10) und (4.12) folgt unmittelbar, dsB

C(X) = C_(X) gilt, wennder Sotz von Dini fir O (X) gilt.
Nach (3.1) ﬁn& (3.4) ist dies genau dann4dkr Féll, wenn

der Umgebungsfilter von X in B8X . die Abzéh&bare—Dﬁrchschnitts-v

Eigenschaft besitzt. | | o |
Aufgrund_der in den Abschnitten 3 und 4 apgestéllten Be~
trachtuﬁgeﬁierhglten wir gls Korollsr das folgende Resultat .

sus (2) =

4.16 Satz: Fir einen vCllsténdig'réguléren, tbpologischen




3;,.5_5... l
| |

Housdorffrsum X gilt CC(X) = CI(X) genau dsnn, wenn

die beiden folgenden Bedingungen erfiillt sind:

) Der ebzdhlbare Durchschnitt von Umgebungen von X in 8X

ist wieder eine Umgebung von X. in HX;.L( Aguivslent hier-

zu ¢ Der Satz von Dini gilt fiir CI(X)o-bzw;:‘Cc(X) =:Cu(X) .)

b) Die Menge X. aller Punkte aus X , die in vX keine kom-

pakte Umgebung besitzen, ist kompskt. ( Aquivalent hierzu:

A; ist eine OP-Limitierung. baw, Cu(X) =~CI(X) . )

Wir hsben im dfitteﬁ Abschnitt gesehen, daB d;.ie Bedingung (a) o
von (4.16) nicht notwendig die Bedingung &b), impliziereﬁ

mul3,

Umgekehrt ist z.B. dér offene,euklidische Eiéheitskréis'in

IR?‘ zusgmmen mit dem Punkt (051) vversehe# mit der natiir-

1ichen, euklidischen Topologie ein Beispiel-%ﬁr_einen vollsténdig
reéuléfen,ftOpologischen.Heusdorffraum,~der (b} sber nicht

(a) erfﬁlltm: |
Also impliziert weder /\I = ’Au moch' A Ay

AI sllein .

>
4

die Relation /'\c
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} 5. Algebren- und Verbandsideale in CD(X) .

In diesem Abschnitt wollen wir uns der _Frage nach dben ‘abge~
schlossenen Algebren; und Verbandsidealen von CD(X}.. zZuwen-—
den. Aufgrund unserer Erkenntnisse lber d.i.e ﬁ)Mi_Kénﬁergenz
in den voraufgegasngenen Abschni%teri wollle’ri Lwiir im Folgenden.

voraussetzen, daf X einlvo_llstf_indig reguléi;rer, t'diablogischer'_

|

Hgusdorffrsum sei . . SR S
Es werde an die Definition einer soliden Teilmenge eines Vektor-
verbsndes erinnert: -

Eine Teilmenge A des Vektorverbandes E heife sol_li‘de,, wenn

die Relgtionen aeh und - {o\ ¢lal stets ‘be A implizieren.

5.1 Setz: Sei A eine solide Teilmenge von |C(X) . Dann ist

die Menge OKD(A); aller Adhirenzpunkie von iA’ be‘z.ﬁglich dexr

Dini-Konvergenz A_ identisch mit der Menge o(C(A) aller

I

Adhérenzpﬁnkte von A Dbeziiglich der stetigen Konvergenz A
xy () =% () .

c

Beweis: Da 4/\11_‘ feiner sls A ist, folgt
Op(a) e x (&) . |

Es werde nun umgekehrt gezeigt, ds8 jede TFunktion I au:s.-'
C(X) , die Adhirenzpunkt von A beziiglich 4&: ist, auch
Adhé.re»nzpunkt von. A bgzﬁglich AD‘. ist ‘.' ;
Sei aglso é ein Filter suf C(X) , der stetig gegen £ konwfer-- |
giere und auBerdem .eine Bas.is V(;n Téilmengen von A l;-esitzt . |
Wir wihlen nun eine Funktion g sus C(X) |mit erlfl+ 1 .
Mit §A bezeichnen wir den Filter suf & , der sus allen

~ Teilmengen besteht, die in § liegen. |

Nach (497).  konvergiert der Filt.er ’Ilg(§) ' gegen | Tg(f) = F o
.f(Man beachte die Wahl von g ! ) Wegen (t,§) konvergiert
Tg(é) auch beziiglich AD gegen f , da 2( als vollstdndig

|
|
!
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régulérer,.topalogischer Hausdorffraunm vora&égesétztrwurde;
Perner ist Tg( §A\) eine Filterbasis von T‘g(§ ) .'.‘ Da -A"‘
gls solide vorsusgesetzt wurde,ﬁnd'da fiix jedé.Funktion h
aus C(X} stets | -  ~- : iv ’
Iz (m)] ¢ lul’ N
: g . ,

gilt, folgh, daB Tg(A)'g: A -*'? _
gillii:.o.lDas impliziert, da@' der Filter Tg(§) mit Tg( §A)
eine Basis besitét, deren Eleménté Teilmengenbvon K sind,

~Also ist f Adhdrenzpunkt von A Tbeziiglich AD .
Mit Hilfe dieses Sgtzes wollen wir die Aussagen liber die
‘abgeschlossenen‘Algebrenf»und Verbandsideale in QDKX) sus
dén Ausségen,ﬁber die abgeschlossenen’Algebfenideglg;.in

CC(X)' gewinnen. Dazu bendtigen wir s

5e2 Satz: Die abgeschlossenen Algebrenideale ggw_CD(K) sind

: : . !
mit den abgeschlossenen Verbsndsideslen von | CD(X) identisch.

Beweis: a) Sei I ein abgeschlossenes.Vefbandsideal von
CD(X) ~ Ferner seien f sus C(X) und g sus I . Fir jede
nagtiirliche Zshl m sei ‘ i
.fﬁ_=; igff) -
Wegen
Ifnfg\ snlgle I
folgt ' .
T |
’fn:g‘ eI .
Da (_lfn.gl ) punktweise monoton, also im Sinne von /\D
gegen | g.f] konvergiert, fdlgt Wegen~derf ADéAbgésbhlos-
senheit von I
|f.gl & T

und mithin, ds ‘I ein Verbsndsideal ist,

f.g € T .

b) Sei umgekehrt I ein sbgeschlossenes Algebrenideal von

~ '
ioe e

i
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CDO{') . BEs ist zu zeigen: |
1) fus feI folgt el eT .

2) Wenm f»o0o, f€1I , g e C(X) undi lg:‘\ < f gel-

» ten, so folgt g € I .,' | |

1) Ohne Binschrinkung der- Allgemeinheit kenﬁ" angenommen Werden.,

daB. . |fl £ 1 gilt , da man sonst diese Rlelatioﬁ une

nittelbar durch Multiplikation mit der Einheit 1/(1 + fz)

sus C(X) erhalten ksnn. Msn wihle nun eine FolgeA‘ ( P, )
von P'olynomen aus C(E—‘l,ﬂ) , die die Funktiion X’“t—'—-'-‘";)lxl
gleichmifig spproximieren und fiir die pn(O)i =0 (nelIN )
gilt. Denn approximiert ( p (£) ) gléiégméﬁig, also

verst‘ recht beziiglich der Dini-Konverg_enzb FADJ bd‘ie Funktion
{£l . Da fiir jede natirliche Zshl n stetsj p#ﬁf) €1

giit und.dé. I AD;abgesthossen ist, folg% £l € T .

2) Wir definieren eine Funktion h:X —=—3ITR durch

2,y o
n(x) : L | £ £o
0. '\ f(x) =;? .

Man verifiziert ohne Schwierigkeiten, daB h st‘.etig- ist wund

|

daB » o b
&'2 = hef e I [
gilt. Ohne Einéchrénkung der Allgemeinheit k.ari_n wiederum
, | . | :
angenommen werden., Die Funktion xp—> x1/2 ’ »is‘t - suf

[0,1] durch eine Folge (a,) von Polynomen, die slle im Null~

punkt verschwinden, slso k_einen von. Null verschiedenen kon-~

stanten Term besitzen, gleichmigig a.pproxim‘ii'erbere Denn- sppro-
. ) i . ’

Ximiert ( qn(gz) } gleichmipig und folglich erst recht

beziiglich A die Funktion |g|, die alsoin I liegen muB,

da I mnach Voi‘aussetzung_ AD-abgeschlosse:n ist, Andererseits
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. |
kann such die Funktion xl—-——~—>'x1/5', die man hier als

auf [~1,1] definiert betrabhtet, durch eiPe Folge ( T )

i

- von Polynomen gleichméﬁig'approiimieren. Auch hier‘geite

wieder rnﬁO) = 0 fir n aus IKV;'_ ’.~[, —

Wegen: |g| € I folgt . ~gf|g]=,(sgn g);gzle I ﬁ‘

Die Folge '(,rn(galg|) )_ aﬁpibximierf gléiqhméﬁig;ualso’augh\

beziiglich -~ AD. die PFunktion , i
| (g¢!é|)2/3 = (san g)egz/3 -;

die folglich in I liegt. Dss sber impliziert:

, 2
g = ls‘1/3¢(sgn g)»gs/5 € I.

v

Damit ist (5.2) bewiesen. |

Aus (5.1) und (5.2)  folgt dsnn aber. unmittelbar:

5.3 Koroller: a) Jedes Abmabgeschlossene_ldegl_gg‘ c(xX) ist

AD-abgeschlossen.und umgekehrt.,. B

'b)”Ein. (Algebren- oder Verbands-) Ideal Ij_ig_ C(X)- ist

T e

.genau dann .ADnabgeschlossen, wenn es eine 'abgeschlossene

Teilmenge N von X so gibt, da8 |

I = {f\vfeﬁx), ﬂm)={o}}
_Die‘Aﬁssage (b) erhdlt men: aus der Aussage (2) und den
enfsPrechendén,Thepremzfﬁr Acfabgeschlossehe Jdeale von
Binz (1) . |
Die {bereinstimmung der Theorie der'abgeéchiossenenuldeale fiizr

:CC(X) und 'CD(X) legt die Vermutung naﬁe,'daﬁ. CD(X) und

1

CQKX) denselben Dualraum, ja sogar dieselbe sssoziierte lokal~

konvexe - Topologie besitzen. Dies ist aber nicht der Fell,

-wie im nZchsten Abschnitt gezeigt werden soll,

|
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6. liber die zu AD sssoziierte lokaslkonvexe Vektor—
; - | :

raumtopologie suf C(X)

Untersuchungen von Butzmsnn (4) und Feldﬁahi (6). ergsben,
 daB die zu Ac und A ( und folglich a&ch zu. 'Nm‘)‘ 8550~
ziierten lokslkonvexen Vektorraumtopologlen’auf C(X) die
Topol?gle .2;0‘ der ‘gleichmiBigen Konverveaz auf den komu_.
pskten Teilmengen von J:Xf ist. Es llegtrnahe zZu vermuten,
déﬁldiese Beziehung auch fir die Dini»Konveréenz AD gilte.
Das foigende Beispiel (6.1) soll,éeigen,?daﬁ diese Vermu- -
'tuﬁg4falsch ist; selbst wenn X ein loksl%bmpakter, topolof
gischer Hausdorffraum ist, also Ac.'==( AD)OP ~eine lokal-

konvexe Vektorrsumtopologie suf C(X) ist %

1

(6.1) Beispiel: Wir betrachten den Reum
| X i - aIR (erwsIv) |

aIS Unterréum der Stone-5ech-Kom93ktifizierung RIR wvon IR .

o,ffensichtlich ist X 1lokalkompakt. , '(3 Mmll beschte die |

Relation (Iﬂ) = BIN ,) Derifberhinaus ist dieser

BIR
Roum pseudokompzkt ( siehe ((8),6.P) ) ,l&ah., jede stetige,

reellwertige Funktion suf X, 1ist beschrinkt,
Wir definieren nun fir jede natirliche Zshl n éin ste-

tiges, lineares Funktlonal ffq uf CD(XQ durch
. A

f.(f):: = [ e &

-n
wobei dt das Lebesgue-MaB suf der reellen,Gerad n ist .
OffenSmchtllch ist _ : ’
@ 1€ (X) ——> IR !
_ n e _
Stetlg@‘AlSO ist 57n. beziiglich AD; stetig o
Da jede Funktion. f aus‘C(A) beschrinkt ist, ist durch

¢ (£) =.=§2 g o (£) - (.»fec(x)__)_.
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ein. pdsitives,‘ linesres Funktionsl [ auf [C(X) d?_efiniért.;;
»’D,e;'['-i Tréger suppy dieses linesren Fu;nktiopals unfalt IR .
- Da IR fermer dicht in - BIR umi da BIR ;[d.ie Hewittsohe ’
Reellkompsktifizierung von X ist, fol’gfc’» |
.su:ppja = BIR".V- - ’ |

| We:egen».’v' X £ BIR folgt, daB - ¢ nicht bezﬁ:glich‘ N, stetig
sein k,;a.nn° Wii‘ wollen nul_ri. zeigen, _da:B y be'iziiglich /\D
stetig ist. _i

Hierzu génﬁfgt es , da 50 ein positives, lineares Funktional
ist, nachzuweisen, da8 fir den Abschnittsfi]jte;' ej.hér" beliebi-
/g'en. D-zuldssigen Femilie. H »suf C(X) der Bril,dfil_ter unter
Y 1n IR gegen O konvergiert.
Sei HE in C(X)} eine D-zulidssige Familie. é sei ihr
Abéchnittsfilfber.. Ohne Einschrénkung der Alljgemeinheit kénnen
er annehﬁlen, daB slle Funktionen h sus H durch ein_e
Funktion h_ = aus c(ic) majorisiert werden.,
yAE vorgegebe“nem £ >0 kann man deshsald e%ine ‘natﬁr].i:che

Zahl m mit der Eigenschaft finden, daB [

o |
og 2Z_ Z-nﬁ"n(ho) < &f2

. vt A |
gilt. Nach dem Sstz von Dini konvergiert der Abschnitts-

filter é suf dem kompskten Intervall L»m'o,m.o_] gleich-
mifBig gegen o . Also existiert h, e:aus H mit der
Eigenschaft, ds8 fir alle h aus H mit  h ¢ h;
und fir alle nagtirlichen Zashlen k mit ik gmo gilte :
o ¢, (n)< &2 . I
Dann sber folgt: ,
: )
B 5 oo (n) Z_2p (n )< £/2+ &2 - €
0 £ (h)g + - ) < + = & ..
T S = jok » ot A fn o
" Wir heben also mit - ()o ein linesres, positives Funktional
asuf C(X) gefunden, das beziiglich AD , aber nicht. mehr be=
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siiglich A, stetig ist. . | f
Aus dem soeben Gezeigten folgt, daf Cb(X) jund C'C(X) : ﬁer?-
schiedene Duslrsume besitzen. Also kinnen di"e. as.soziierten
l:okalkonvexen Vektorrsumtopologien micht iibejreins:t.imm-en .:,:

(p(®))™ 4o (0) =0 (1) .|

i

- Wesentlich im vorangegsngenen Beispiel war der Ums-i:,and,‘ dasf der

Raum " X nicht reellkompakt war. ‘v’irvvermutj‘en, daB fir
reellkompakte, vollsténdn".g regulire, tOpoloéisohe ngsdorff'-»-
riume die zur Dini-Konvergenz avssoziierte lo‘ikaikonvexe Topo~
logie die kompskt-offene Topologie suf C(X’.)1 ist o

Unm dies im Rahmen eines allgemeineren Ergebn;isses zu beweim

sen bendtigen wir noch einige Begriffe sowie Hilfsergebunisse.

Definition: Sei B ein Vektorverband. A l sei eine Teil=-

menge.von E ., Wir definieren die solide Hiille (&) der

Menge A .durch , o "

(a): =-.-{b- lbeE Aga(_;ek 'A,l‘b{g!;.l )} .

 Wenn . ? ein Filter suf dem Vektorverband ’E ist, so ist

fml red]
Basis eines Filters auf B , der mit (§) ‘t;ezeicfmet werde.,

Definition:. Sei E ein Limesvektorreum iiber IR , der

'gleichzeitig ein Vektorverband ist. E- ﬁeiﬁe Limesvektor-

. . : \
verband, wenn fir jeden gegen o: konvergenten Filter § folgt,

da3 such der grdbere Filter (%) gegen o konvergiert,

Beispiele: C_(X), Cp(X) . ¢ (X) , 6 (X) sind fir einen voll-

sféndig regularen, 't0po'logischen Hﬂusdorffréum_ X stets Limes=
vektorverbinde. |
Es werde daran erinnert, daB der zu einen Limesvektorfaum ‘E

assoziierte lokaslkonvexe, "topologische Vektorraum mit-_ E™

bezeichnet wird._ Es gilt:
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.

6,2 Satz: Sei E eivaimésvektorverband. Denn ist E ein

lokalkonvexer Vektorverbsnd . ( 8iehe (13).)

Beweis: Bs ist zu zeigen,; daB es zu jeder stetigen Halbnorm

1

T8 ——>[0,+00[
eine stetige Halbnorm ‘ " |
LB [0, + o[ |
mit.dén folgenden Eigenséhaften.gibt:
2) T < 7T .
b) Pir £ und g eus c(x) mit £lglgl
| FC(0) < ¢le) . |
‘Wir definieren zur vorgegebehen, stetigen Edlbnorm TC und
fir ‘f sus E | ?
' (£) = sup n(e) .
| ge-1ptig1] l .
Es gilt  JU(f)< +0, Wire ndmlich g (f) = +o , so wiirde
es’ &, sus E mit .
: \gnl (\Af‘ ) i , |
wd 0 Tg) »n - ( nem )
geben.. DpnnhmﬁBte‘aléo '
Tie,/m) 21 | |
_gelten.. Der Fréchet-Filter d der Folge %(gn/n) ist feiner
als der gegen o konvergente Filter o |
(woiel) = w. [-lgl, Je0] ’ o
konvergiert also ebenfalls gegen o0 . Aus f{(gn/h) 21 folgt
aber, daB iT(ft) nicht gegen O konvergiért im Wider=-
spruch zur voréusgesetz%én Stetigkeit von ﬂt ;
Folglich 'ist die Abbildung TI* WOhlde:E'in-J'iertv°~ Man erkennt‘
sofort, dad X' positiv ist und da8 fiir jédes A sus IR
éowie fir jedes p aus E stets Tﬂ(?L.f).=z|7u.?€(f)

gilt. Folglich bleibt fiir den Nochweis, daB §¢' . eine Halbnorm

: l
o
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ist, nur zu zeigen, deB TY' subadditiv ist, Hierfiir benutzen

W:IL:;' die Zerlegungseigenschaft von Vektorverbinden:

R o e . ]
Wenn f1*“2’g1_’g2 aus E sind undeenr} j f’T]_ é g1 sowie

f_2 < g, gelten, so folgts ' '
[f.l ’g.]] »‘lf [fzy gz] = ‘jf,l‘f'fz,g‘l‘f‘gz—]‘ o

" Seien nun f und g aus E « Dann ist .

fut(f+g) = - sup T(n) <
. bGFifql,‘{*g‘]’» N
& sup TL’(h) .

hre[‘(lﬁ\f*‘gl),lﬁ.l*\glj I'

sup L +h,, N
h4@E-[ﬁlll-@l?j)kLéE‘Zl‘igl'}ﬁ(%?1+ 2)

] :
< sup (e )+ x(n,)) =
neCIgnigil hoeligligy 7 .
| = pp'(f) + qyle) « |
Alsc ist .;ﬁ" eine TY majorisierende Hnlbnorm'mit der Eigenw-

séhaft,_ deR fir f und g sus E mit cier Eigenschatt If|<lgl
folgh: () € o) v | |
Wir brzuchen nun nur noch zu zeigen, daB |

U :E ———>IR |

stetig ist,

S.ei also § éin in E gegen o konvergentér Filter. Da
E ' nach’ Voraussetzung ein Limesvektorverband ist, folgt, da=3
auch (§) in B gegen o kcnvergiert'..lFolglich konver—
giert der Filter TT(( §)) in IR gegen JO o Sei nun £>0
beliebig vorgreg_ében° Dann gibt es eine Méné_e F& . aus
§ s SO déB. ' : | l
O oE ) el
_'g.ilt. In.sbiesondere folgt da‘nn fir £ =us TFEI
| (L-1el,161]) <[-e, ¢ |
fLe) = sup TUs) < €

lalilgl : ’

[ .
1 .

ie
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und mithin nE ) e[-¢,¢1] | ;. -
dohe n'(ﬁ.;i) konvergiert in IR gegen O‘.. Also ist " 1Y
stetig. : . | ‘
gﬁﬂ%ﬂ%ﬂ&&i& Die Grundidee zum Beweis dieses qllgeﬁeinénVSatzes,
rgeht auf Butzmsnn (4) zurﬁék ,.def sié-bénutztg,;um
(CC(X))-' =;QEO(X) zu beréghngn,

Fir einen Limesvektorverband lsssen sich nuq alle S&tze aus -
der Theorie der lokalkonvexen, t0pologischeﬂ Vektbrverbénde

. \
tiber stetige, lineare Funktionale und Polsrenbildung iiber-

tragens

6.3 Korollar: Wenn E ein Limesvektorverbsnd isty Egrist

E’, der Roum sller stetigen, linepren Funktibnsle asuf E,,

ein Verbandsideal im Ordnungsdualraum von E .

Fiixr den Beweis via (6.2) siehe ( (13),. IT,4.17 )
Wir kehren nun zur Untersuchung der zu AD assoziierten,

1okalkonvexen Topologie auf C(X) zurick. Aﬁs den vorange-

gangenen Ergebnissen wissen wirs

6.4 Komllar: (C,(X))” ist ein lokalkomvexer, topologischer
D. = et

Vektorverbande

Wir betrachten nun vollstindig regulidre, ﬁo&ologische Hause

dorffridume X mit der Eigenschaft, daB -QCO(XJ tonneliert
v | '

‘ist. Diese Riume wurden von T.Shirota und | L. Nachbin

' ' |

( siehe (16) wund (12) ) wie folgt charskterisiert:

Satz: Cco(X) ist gennu dann tonneliert, wenn es zu jeder

abgeschlossenen Teilmenge L vomn X , die nicht kompsakt ist,

gine Funktion f sus C(X) gibt, die auf A .unbeschrinkt ist.

Wir-behaupten nun:

6.5 Satz: Wenn CCO(X) tonneliert ist, so gilt

Cepx)T = e () .
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Beweissy Ds die Abbildung

ld:cDﬁx) — cc(x)

stetig ist, ist wegen der Funktorislitidt der

konvexen Topologie such

idg (CD(X)>~ —'-""-'—'-"> CGQ(‘)_{').

stetig. Wir bresuchen nun nur zu zeigen, daB
von (CD(X))B auch eine Nullumgebung in C_
Dazu“bet?achten wir eine beliebige, solide,

v (C:

und absolutkonvexe Nullumgebung in D(
' V.O;

>

in (CD(X))' ist eine gleidchstetige Me

besondere schwach beschriankt. Nach Shirota

ckmA(éeV;

eine kompskte Teilmenge von “A ., Nun bilde
(e (X))

deh,, die positiven Funktiomale auf C(X) 1t

K = supp Vo= sup

(CBKX))' ‘ein Duslsystem, wobei

sus C(X) . Nach ((13), II,4.4 ) ist die P
den Teilmenge von (CD(XQ)” eine solide Te

Aus diesem Grunde kdnnen wir schreiben:

abgeschlossene

assoziierten lokal-

jede Nullumgebung

(%)

ist o

X)) .

nge;

Die Polare
alsc ins-
(16) ist dann

g ) |
2 (0p(0))7 wnd

reguldr geordnet ists
rennen die Funktionen

olare einer soli-

ilmenge von (CD(X))'“

Es muB K1 = KM X eine kompskte Teilmenge von X ° sein ,
denn jede Funktion f sus C(X) ;:C(xLX) ist suf der kompak-
ten Menge K wund mithin auf KTVbeschrénkt° Da Kj einé
abgeschlossene Teilmenge von X ist, nuB KT nach Voraus-
'setzung kom?akt sein.

Es werde nun bewiesen, daf K = KT giltl

Dgzu nehmen wir X %-Kt an und wéhlen P =sus K‘ij o
Es lassen sich dann offene Umgebungen U{ von Kt und UZ
von p in 'UX.V finden, so dasB I,I‘LnUZ = ¢ gilt und




- 67 =

ferner eine stetige Funktion fp:-dxs 7;[0,1} existiert .

mit der Eigenschaft, daB |
fp_(n1) ={0} und f‘p(U.Z) §~{§1‘}
gelten, ' :
‘Wegen
° o ol (Mo supp)

p € supp V = Cle(“?iV: supp??) {
gibt es ein positives,Funktionsl 39 aus V° -mit der Eigen—~
schaft, daf

,
suppyf\ U2 #- ¢
'gilt,AWir-definierén nun. ein positives, linesres Funktional
%::c()c), —> TR

durch ‘

 (£) = @(f_.f) (fecx) ).
I RO R (reo®) .
Wegen o,s‘f.‘,p € 1 folgt o |

o 'o;s%vgtf,

Da '(CD(X))'Aein Verbandsideal im Ordnungsduslreum von C(X)

ist und dsa VQ "auBerdem solide ist, folgt

‘%_evp .

Da £ suf UZ den konstsnten Wert 1 snnimmt,und dg

t
i
|
i
I

P
suppp N U, £ #
gilt, ist ?; ein:positives, linesres und stetiges Funktional

auf  (Cp(X))” . Andererseits gilt wegen ¢, € v .

supp § c K
und wegen d.er Wsahl von fp dariiberhinaus
_ N S

K2 supp fp ¢ K KT_C_'- vi z .
Zu jedem Punkt q sus X 148t sich eine stétige Funktion

: fq ‘aus C(VX) mit den folgenden Eigenschaften findens
T): o:fqu i .

2) £,(K) = {13 una £,(a) =0 .
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Wir definieren uns nun eine reelle Zahl M

. Das aber bedeutet, dag V
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Wir betrachten nun das D-zulédssige System

H: = {ﬁ\"f I qiéx s i ’—"-‘1,00-0,11

i

Nach Konstruktion gilt fir jedes h ‘aus, H

¢, (n) = 3;(1)

ein stetiges, positlveo,llnepres Fu
ist, mu8 59 (1)> 0 g_elten,, da man bei ge

lelcht einen WlderSpruch dazu erzeugu, dal

Der Abschnittsfilter @ von H konvergier

O . Andererseits gilt sber

lim ?>(§§) = (1) >0 .

D
as gber bedeutet)daﬁ g%

gegen

nicht stetlg seln

muf3.

ge;ten.
X

1/ = sw lgDl .

Aufgrund der Wahl-von V gllt nach dem Bipo
N AR S
Also gilt MK, ' V.

Da mun nsch  ((13), II, 4.3 und 4.4 ) gilﬁ

Vo= §2]| fec®), gev’ =l
folgt fir jede Funkticn f aus C(X) mit
f'tK < Hyly
und fir 39 aus v° wegen supp y < K :

gl (1£1) il ) ¢ 1
alle Funktionen

der Eigenschaft

lf‘\K < MK[K\ ¥

,‘n‘GIN‘}

nktion'al suf C_(X)
genteiliger Annshme

% £ o gilt';

t beziiglich AD.

ksnn <Also

> Q durch

larensatz

4

el (11 <

1z}",,

f aus C(X) mit
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vélso.eine Nuliumgebung der kompakt-offenen T%pologie,énﬁﬁélt
und folélich selbst eine Nullumgebung in CCL(X) “ist,.

Nagch (12) und (16), ist ein,vollstandig-rLgularér; topolo-
vgischer Hausdorffrsum X gensu dann feellko%pakt, wenn CCO(K)

bornologisch ist, In diesem Falle ist,dann,a%er" CCO(X) auch

tonneliert. Wir erhalten alsos

6.6 Korollar: Wenn X ein reellkompskter, vollstindig regu-

larer, topologischer Housdorffraum ist, so gilt

(0 (R))™ = Cy (1) .
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