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- Mehrstufige Iterationsverfahren und Hammersteinsche Gleichung: -

Uber mehrstufige Iterationsverfahren und die
Losung der Hammersteinschen Gleichung -

Eckart Gekeler

AbStract.‘The numerical solution of integral equations of
Hammerstein type results in solving systems ofvgquatibns
. x + Kf(x) = O with constant matrix K and diagonal mapping'f..
It ié shown that two-step iterative methods are asymptoti-
cally optimal‘if'K is positive semi-definite and f is isotone.

and continuously differentiable.

1. Einleitung
Ist G ¢ R™ ein beschrinktes Gebiet mit genligend glattem

Rand 3G und -

L(s,u) = : -1yl 1pda, (s)p¥ku)
o< jv[,|kl£1 J ’ _

fir alle s € G ein‘gieichm&ﬁig'eiliptiSCher“Differentialope—

rator mit nichtnegatiVem aoo(s), s0- 18Rt sich das Dirichlet-

problem

0 v/s € 3G

L(s,u) + h(s,u) = oV s ¢ G, u(s)

in die Hammerstein-Integralgleichung
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transformieren, wenn h und die Koeffizienten von L ebenfalls
‘hinreichend glatt sind (vgl. Hammerstein 3], Hyers (4]

und Krasnoselskii-Stecenko [5]); K(s,t) ist hierbei die
Green-Funktion zum Differentialoperator L ind der Randbe-
dingung u(s) = 0O V’s € 3G. Die Ldsung von (1) mit bekannten
Methoden der numerischen Integration flihrt auf ein Gleichungs-

system der Form
(2) X + Kf(x) = O,

in dem die (n;n)—Matrix K-konstante-Koeffizienten hat und
£ R 5 Dp — R". eine diagonale Abbildung ist, d.h.
f(X) =,(f(l)(x(l));Q}{;f(n)(x(n)))T gilt.
Amann [1] schlﬁgt zur L&sung von (2) einstufige Iterations-

verfahren
(3) X141 ° (1-ao)xi - aoKf(Xi) i=0,1,...

vor und es liegt nahe, diesen Ansatz zu verallgemeinern.
Im ersten Teil dieser Arbeit betrachteﬁ wir. die Klasse der
k-stufigen stationiren Iterationsverfahren mit konstanten

Koeffizienten o € C

k-1

(1‘00)Xi " aog(Xi) + Jz -1 a'(Xi - X -) l=k-1,k,.... :

(1) x

i+1 J i-J

v"
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in der Anwendung auf Gleichungssysteme x + g(x) = 0; dieses
‘Problemjwird_iﬁ"dem5bekgnntgnhBuchjvon'Ortega'und'Rheianldﬁ
[1d nicht ndher untersucht. Ansthieﬁend sei K einé'positiv
.semidéfiﬁiﬁggﬁébrii;[fieine'isotbhg_stetig ﬁifféreﬁzierbare

Abbildung und g(x) = Kf(x). Wir zeigen, daR in diesem Fall

schon zweistufige Verfahren in bezug auf eiren naheliegenden

Gltebegriff asymptotisch optimal sind, das sind solche Ver-
fahren (4), in denen gegeniiber (3) gerade c¢in weiteres Glied
hinzukommt. Al§ Sonderfall ergebén-sich-Au3sagen vén Polyak
[12] iber die asymptotisché Konvergenz nichtlinearerleéi—
.ghungséystémézﬁit1symmetriSCheq,Fﬁnkﬁippa%mafrix}fﬁhhiiche
'Uberlegungen‘finden sich_bei Niethammer [8, 9],und Schempp
[14], dort wird fir lineare Gleichungssysteme unter anderem
bewiesen, daB mehrstufige Itefationsverfahren identisch sind
mit der Limitierung der zugrunde liegenden Neumannschen

Reihe durch ein Euler-Verfahren.

Die Konvergenz des Verfahrens (4) beruht auf einem
Ausmitteln stark schwankender Vektorfolgen. Dieser Tatsache
‘wird eine Normabschitzung, wie sie fiir den Banachschen Fix-
punktsatz notwendig ist, nicht gerecht. Daher miissen zum
Nachweis der Konvergenz in grdReren Bereichen die Inter;

valle fir die Parémeter “j unter Umst&nden erheblich kleiner

vorausgesetzt werden, als dies fiir die asymptotische Konver-.

genz notwendig ist.

Einige Beispiele am Ende der Arbeit bestitigen die gute
Konvergenz der zweistufigen Iteration bei Systemen (2) mit

.den genannten Eigenschaften.




2. Mehrstufige Iterationsverfahren

Es sei € die um den Punkt « erweiterte koiiplexe Ebene
(Ein-Punkt—Kompaktifizierung der komplexer. Ebene C) und_

Bp = {¢ €-C, lz] € o} (Ové’b). Die Konvergenz eines fest
vorgegebenen k-stufigen Verfahrens (4) in der Anwendung auf
X + g(x) = O hingt vom Spektrum der Funktionalmatrix g'(a)
an der Lbsung'a ab. Im.allgeméineﬁ kennt man nur eine mehr
oder weniger grob bestimmte Menge S C €, in der dieses
Spektrum entﬁalten ist, und es ist daher-angebracht, die
Konvérgenz eines Verfahrens (4) gléich bei der gahzen durch

die folgende Definition festgelegten Klasée_von Funktionen

zu untersuchen.

Definition 1. Es sei GS a die Menge aller stetig differenzier-
. > . .
baren Abbildungen g: €" > Dy — ", D, offen, mit den folgen-

- den Eigenschaften:
(i) a € Dg_ist die einzige L&sung von x + g(x) = 0,
(ii) die Eigenwerte von g'(a) liegen in der kompakten
- Menge S ¢ C.

"Es sei g e G und (ao, +«+ 50y _4) kurz mit o bezeichnet.

9>a
Mit den k-tupeln

- T
Xi T (X5_pe1s ¥iopyeoo s X4)
Fav)

von aufeinanderfolgenden Néherungeh bilden wir nach Bittner [2]

"
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das zu (U4) gehdrende einstufige Iterationsverfahren

~ ~ - k-1

\fl_ao)xi - aog(xi) + g;;aj(xi - xi_jb/

Die Folge {xl}o <3 konvergiert genau dann, wenn ﬁii}oél

konvergiert und der Grenzwert ist a bzw. 3= (a, ... ,a)T
(k Komponenten). Die Folge gfi}ofi konvérgiert.andererseits
nach einem Satz von Ostrowski [11; Theorem 22.1] in einer
Umgebﬁng von a, wenn der Spektralradius o(T&(gag)) der Funk-
tionalmatfix vdniTa(g;') am Fixpunkt‘g kleiner als Eins ist.
Ostrowski und Meis-Térnig [6] veweisen dieses Ergebnis fiir

reelle Fuﬁktionen; der Beweis in [6] Ubertrigt sich wdrtlich

auf den komplexen Fall.

Fir einen beliebigen Eigenwert X von g'(a) sind nach dem
Spektralabbildungssatz die Eigenwefte von T&(g;a) die Wurzeln

der Gleichung

k-1 k-1 .
(6) Tk - (1 - a_  + E a. - a A)T + a. r = 0,
| ° J= T SEEUCA |

d.h. die von Null verséhiedenen Eigenwerte dieser Matrix

berechnen sich gem4B

k-1 k-1
(7) x = qa(T) 1= - ( - (1 - a +v5:iaj) +'§;;a /T )/a

aus den Eigenwerten A von g'(a). Die Iteration (4) konvergieft

in einer Umgebung

also fiir beliebiges, aber festes g € GS a
3
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von a, wenn die Menge qgi(s) im offghen‘Einheitskreis B1 liegﬁ
undwdig§fistigéhéquann'erfullt, Wegp;qd(C\SBiyleiG‘\S gilt.
Wir haben damit auf einfache Weise ein Ergébnis gewonnen,

das fir den linearén Fall auf Arbeiten von Niethammer [8,9]

zurlickgeht:

Satz 1. Es sei g € GS a und flir die durch (7) erklirte
. > .

Abbildung q,: C\{0} — € gelte
q,(€N\B,) ¢ C\S.

‘Dann gibt es eine Umgebung U(a) von a so, daB die k-stufige

Iteration (4) fir x

j € U(a) (0 £ J ¢ k-1) gegen a konvergiert.

Ist p(T&(g;a)) ¢ 1, so stellt dieser Wert wie im linearen Fall
ein Ma® flir die asymptotische Konvergenzgeschwindigkeit der
Iteration (5) und damit der Iteration (4) dar. Wir definieren
deshalb wie folgt

Definition 2. Die l-stufige Iteration

1-1
(8) x3,9 = (1-B)%; = Bo&(x;) + ;BJ‘(’% T Xjo5) 1= 11,1,

heift beziliglich der kompakten Menge S C C (asymptotisch)

optimal, wenn



max p(Té(g;a)) = inf inf max 0(T'’g;a)) ¢ 1

geG kel acRX  geg

S:a S,a

gilt.

 Die Charakterisierung des optimalen Verfahrens ist jetazt
eine einfache Folgerung aus dem Schwarzschen Lemma der

Funktionentheorie..

Satz 2. Das Iterationsverfahren (8) ist bez iglich der
- kompakten Menge S C.C optimal, wenn die durch (7) erklirte

zugehdrige Abbildung qp die .folgenden Eigenschaften besitzt:

(i) es gibt ein p € R, 0 < p 4 1, mit q,(C\B)) = €\s,
(ii) die Restriktion qg: C\§p — C\S ist bijektiv und

(iii) deren Umkehrabbildung ist holomorph.

Beweis. Wir vergleichen Ag mit einer beliebigen Abbildung Qs

fir die o, = max p(T'(g;a)) < 1, d.h. q_l(S)'C B. gilt.

1 €G a a Py -

& S,a .
Nach (6) und dem Fundamentalsatz der Algebra ist O < 04
(S £ @). Die Abbildung q-élo a,: %\Eg — T\F, ist stetig,
1 '
auf C\\Bp holomorph und hat die Fixpunkté, 1 und . Nach
1 o :

dem Schwarzschen Lemma ist daher

(14

-1 ) p
lagTeaq ()] * = [c]

1

It

fur |¢] E'pi; Setzen wir ¢z = 1, so folgt p £ pi q.e.d..
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Die Voraussetzungen von Satz 2 sind im aligemeinen Fall
schwer nachprifbar. Ist jedoch der Rand vin S eine Ellipse,
und enthdlt S nicht den Punkt -1, so 14Bt sich die ge-

suchte Abbildung dg vollsténdig bestimmen.

Satz 3. Es sei der Rand 58S von S eine Ellipse mit den
Brennpunkten y,8 € € und es sei -1 4 S (danei ist die
Entartung von 3S zu einer Strecke mit den Endpunkten vy und

§ zugelassen). Man wdhle flr (BO, 81) da¢ jenige Paar

. 4 (V1+y - /i+£)2
( R — ),
(V1+y + /1+6)2 (V1+y + /Tlé)g
sy (V1+v + /178)°
( 5 )

(V1+y - /1+6)2 % (V1+y - V/1+6)
mit ]81[ < 1, Dann gibt es fir g € Gq a eine Umgebung U(a) .
so, daB die Iteration S

(9) X549 = (1-8)x; - B g(x;) + By(xy = x5.4) i=1,2,.

fir XgsX, € U(a) gegen a konvergiert. (9) stellt das

bezligliéh S optimalé mehrstufige Iterationsverfahren dar.

Beweis. Es sei B = (Bys B4) und /Ei,als einer der beiden
méglichen Werte festgelegt. Die von Null verschiedenen

Eigenwerte der.MatrikTé(g;a) berechnen sich nach




+ 81) + Bllf)/Bo

‘)\:qB(T):—(T-(l—BO

aus den Eigenwerten A von g'(a). Die Bilder der konzent-
rischen Kreise:t = uV€1e1§'(O < ¢ £2m, 0 €u) sind die

konfokélén Ellipsen

E : x = (1 - 8

y o + Blb- /E;(u+1/ﬁ)éos¢ - i/E;(u—l/u)sin¢)/BO,

die flr w = 1 zu der Strecke

Ej: A= (1= B, + 8, - 278 cosd)/B

entarten. qS bildet das Gebiet {rec, lt] < I/E;I} und das
Gebiet {1t ¢ C, |t]| > |/§&|} jéweils schlicht auf die ganze
léngs E1 geschlitzte A-Ebene ab; Failen die Bfennpunkte der
,Ellipsen Eu’ also die Endpunkfe‘von'Ei,mit den Breﬁnpunkfen-»
Yy und 8 von 23S zusammen:

y = (1 - B+

o B, + 2@)/BQ,

(10)

§ = (1 B, + By — 2@)/,30,

1
dann gibt es ein w 2 1, fir das Eu mit 35S Ubereinstimmt.
Es folgt qB(C\\EL) = €\ S und die Ubrigen Voraussetzungen

von Satz 2 sind ebenfalls erfiillt. Aus (10) ergeben sich die
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im Satz genannten Werte von B, und 8, . Es ist jetzt noch zu
zeigen, daB u 4 1/[/§1|,ist, daB also das gridBere der beiden
Urbilder von Eﬂ (u i..1') im Einheipskreis liegt. Dazu muB

notwendigerweise |81| £ 1 sein. Das Bild des Einheitskreises

selbst ist die Ellipse

E1/|/§1|: A= (1= B+ B, - (1+8,)cos¢ - i(1-8,)sin¢)/8_,

die flir ¢ = O durch den Punkt -1 geht; daraus folgt die

Béhauptung wegen -1 ¢ S.

Wir kehren nun zu dem in der Einleitung beschriebenen

Gleichungssystem zurlick.
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3. Die LOsung der Hammersteinschen Gleichung

mit |..1 bezeichnen wir bei Vektoreh die Euklidnorm und bei
Matrizen die Spektralnorm. Ferner sei B(p) : {x € Rn; "xﬂvé p},
N(K) = {x € Rn,‘Kx = 0} der Nullraum von XK und R(K) der
Wertevorrat von K. Weil das Gleichungssystem x + Kf(x) = O
einen nichtiinearen Anteil enth#lt, muB die Lésung‘grob lokali-
~siert sein, bevor man Satz 3 anwenden kann. Der folgende

Satz von Amann [1] leistet hier wertvolle Dienste.

Satz 4. In dem Gleichungssystem x + Kf(x) = O sei die
(n,n)-Matrix K reellsymmetrisch, positiv semidefinit und die

Abbildung f: R" Jd Do — Rr" stetig und monoton:

f
(£(x) - £(y), x - y) := (£(x) - £yNT(x - y) 20 Vx,ye€n,.
Ist dann p_ = |K[|£(0)| und B(p ) n R(K) in D, enthalten,

so gibt es genau eine L&sung und diese liegt in der Kugel B(oo).

Beweis. Der Raum R 14Rt sich als-orthogonale Suhme

R” = R(X) @ N(K) dafstellen. Bezeichnet P: R" — R(K) die.
orthogonale Projektion auf R(X), so kann filir (2) aﬁch

x + X PP(x) = O geschrieben werden. Die Abbildung

fi 1= Pef: R(K) n Dp — R(K) hat auf R(K) n Df dieselben
Eigenschaftén wie f auf Dg. Sicher 1iegt jede L&sung von (2)

in R(K), man kann also an Stelle von (2) die Gleichung

X+ Kfl(x) =0




auf dem Hilbertraum R(K) = N(K)'L betrachten (vgl. [1]). Die
Existenz von K™! kann somit ohne Beschrinkung der Allgemein-

heit vorausgesetzt werden. Wegen

(KM% + 200 = Ky - o0y, x - y) 2 1k x - y12 Vx,y €D

f

folgt dann die Behauptung fﬁr”daé'zu (2) &quivalente System

K 1x + f(x) = O aus einem Satz von Minty [7];>

CErfillt f zusdtzlich in jeder Kugel B(p) ¢ De eine

Lipschitzbedingung
leGo = £ £ e llx - v) Vi eso),

und ist K positiv definit, so konvergiert nach einem weiteren
Ergebnis von Amann [1] die Iteration (3) fiir . - _
04 a < 2(1+ ﬂKHOzp )"2 gegen die Lésung a, falls B(2p ) in

, 0
Df enthalten ist.

Mit dem Ergebnis von Satz U folgt.aus Satz 3

Korollar;'Das-GleichUngssystem x + Kf(x) = 0 erfille die

folgende'Voraussetzung

(i) die reelle (n,n)-Matrix K sei symmetrisch und
positiv semidefinit,
(ii) es sei Df C Rn offen, f: Df — R" stetig differen-

zierbar, diagonal und B(e,) ¢ D, (o = [K[j£(O)]),




T ST T nty g

(iii) es sei die Diagonalmatrix f'(x) positiv semi-

definit V x € D, und

leGo - £l € e x - vl YV %,y € Bo,)
. (@]

Dann gibt es eine Umgebung U(a) der eindeutig bestimmten

Lésung a von x + Kf(x) = 0 so, daR fiir Xos%q € U(a)
die Iteration
(11) Xi.q = (1-Bo)xi - BoKf(Xi) + 61(Xi - gi_l) i=1,2,

mit

Y ' (1 - '/1+!Kﬂ(3p )2

= - &) =
° (1 + /1+|}Kﬂep )2 ’ 1 (1 + ‘/1+|]K|ep )'2
(0] ' -0

B

gegen a konvergiert. (11) stellt das bezliglich

S = {A€ R, 0% » ¢ "K“@p } optimalé'Verfahren dar.
o ,

Beweis. Bei positiv definiter Matrix K hat Xf'(x) die

gleichen Eigenwerte wie die symmetrische Matrix K1/2f'(x)K1/‘
und es gilt fir x € Df
(kY20 (x)x1 2y, 2 o V zec™.

Folglich sind die Eigenwerte voanf'(k) reell und nicht-
negativ v/x € Df und aus Stetigkeitsgriinden gilt dies auch,
wenn K positiv semidefinit ist. Damit liegen die Eigen-

werte von g'(a) = Kf'(a) in S, weil nach Satz 4 die ein-
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deutig bestimmte L8sung a in B(po) enthalten ist.
Zum Nachweis der Konvergenz zweistufiger Iterations-

verfahren in groferen Bereichen und nicht nur in der N&he

der Losung muB die Wahl der Parameter aus den in der Ein-

leitung genannten Grinden eingeschrédnkt werden. Der folgende

Satz verwendet in einfacher Weise den von Robert [13] einge-

fiihrten Begriff der Vektornorm.

Satz 5. Das Gleichungssystem x + Kf(x) = O gentlige der -

Voraussetzung des Korollars und es sei K positiv definit.

Ist dann der Quader

'\ . Q = {x ¢ R", Ile < 20,5

in Df enthalten und ef € Rdurch

e m———— - ""!*-"'"‘:‘ T U S




l£Gd = £l ¢ ephx -yl V %y e q
erkiﬁrté'sonkonvergiert die TIteration

X
o]

0, x; = (1-a)x, = a KP(x,),

(12)
X

141 (l—ao)xi - aOKf(xi) + a-l(xi - Xi—l) i=1,2,..

fir 0 4 a_ £ 2/(1 + Ikle.), a; = 0 und rir

04 aj 4 2/(2+ HKﬂef), 0 4 ay 4 o, /2 gegen die eindeutig

bestimmte LOsung von x + Kf(x) 0.

"Beweisfzﬁzéméindeutigé.Existenz der Ldsung a folgt aus

‘Satz 4. Da f eine diagonale Abbildung ist, gibt es hach dem

K

‘weil XK positiv definit ist. Wir erhalten

Mittelwertsatz zu x; € Q ein u; € Q mit
0] E N
X. - a = ) (X —'a),
1+1 : B
—alE -(1—do+a1)E - aoKf'(ui)
Durch "xﬂ ='HK—1/2XH ist fiir x € R” eine Norm~definiert,

Ixg = aly) |, fo 2\ [fix;_, - al,

I,\; ﬂ T i=1,2,...
\xgaq - alyg @ o "Xi - al,
wobei 6 = max [(1 - «_+ al)E -'aoKl/zf'(ui)K1/2" ist

0
LE- .
uy Q

© e oo ey . N memow B .. - - P



Die zweistufige Iteration (12) konvergiert, wenn der- Spektral-

radius der Matrix

kleiner als Eins ist. Daraus folgt fiir a, = 0 die Behauptung
nach einem Ergebnis von Niethammer [7, Satz 7.2]. Ist":_i1 $ 0,
.so muf O 4‘a1 €1 - 0 sein. Fir 0 ¢ a < 2/(2 + ”KWéf) ist
dann |

o = max{|1 - o + all, |1 - a  + ooy - aOHKHGf[} = |1 - al + u§§,

.und fir 0 < dl 4.ao/2 ergeben sich die Ungleichungen o € 1

£ ¢ 1 - - = -
und O »al. 1 |1 a, + all = ag o, .

. Es erscheint schwierig, die in Satz 5 fiir die Parameter

angegebenen Intervélle zu vergrdlern.




4, Beispiele
Es sei G ein meBbares Gebiet des R™. In der Hammerstein-

Integralgleichung
u(s) + fK(s,t)h(t,u(t))dt = 0O seaq
&
sei der Kern reellsymmetrisch, positiv semidefinit:

(13) : fK(s,t)u(sju(t)dsdt >0 Yot ue L),

G x

und der Einfachheit halber stetig. (Es geniigt, daf K
quadratisch integrierbar ist [1]‘.) h: G x r! — Rl sei
als Funktion von u fir alle x € G monoton nichtfallend
und;éﬁééigLdifferenziéfbar}-ErSetZen wif»das Integral
néherﬁngsWeise dufch eine Quadraturformel.mit nicht-

negativen Gewichten p; (1 ¢ j £ n), so entsteht das

J

Gleichungssystem
. n ’
) —_ £ A
u(sj) + ézl K(sj,sk)pkh(sk,u(sk)) = 0 1% 3 ¢ n.
Die Matrix X = (K(Sj’sk)) und die durch fk‘: pkhk(sk")

(1 £ k £ n) erkldrte Abbildung f erfilllen die Voraussetzung
des Kofdllars, wie man bei K durch Einsetzen geeigneter

Funktionen u € L2(G) in (13) zeigen kann.

Als Beispiel wihlen wir fiir K(s,t) die Green-Funktion

zum Differentialoperator - d2/dx2 und den Randbedingungen

)



x(0) = x(1) = 0, d.h. K(s,t) = s(1 - t) fiir 0 ¢ 5 € t £ 1

und K(s,t) = K(t,s) flir 0 € t £ s £ 1. Ferner sei

hl(t,u) = Tr2(8u3 - e(sinnt)3 - sinnt),
(14)

h,(t,u) m<(exp(8u) - exp(8sinmt) - sinmt).

Die Hammerstein-Integralgleichungen
iy ,

(15) u(s) + fK(s,t)hk(t,u(t))dt = 0 k = 1,2
e

haben die L&sung u(s) = sinns. Fir die numerischen Rechnungen .
wurde (15) mittels der Quadraturformel nach Simpson fiir die
Schrittweite h =-1/10 durch ein Nﬁherungsgleichungssystem
ersetzt. Bel der einstufigen Iterétion wurde mit X, = 0 ge-
startet, bel der zweistufigen Iteration wurdenpxo = 0 und_

Xy = (1—80/2))(O -.(80/2)Kf(xo) als Startvektoren.gewéhlt.

-6

In jedem Fall wurde die Iteration bei |x.

i+l T Xin £.10

abgebrochen. In den nachfolgenden Tabellen sind die opti-
malen Werte flr das einstufige und das zweistufige Ver-
fahren in Abh#ingigkeit von der Grdfe 8 in (1&5 aufgetragén.
N ist die Anzahl der bendtigten Iterationsschritte.

Im Ubrigen ergab sich bei den Testreéhnungen, daBk die
Schrittlidnge +h der néherungswéisen Qﬁadrafur wenig Einflyp

auf die optimalen Parameterwerte hat. Zur Berechnung der

Lsung einer Hammerstein-Integralgleichung (1) mit hoher -
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Genauigkeit lassen sich daher die optimalen Werte BO und 81
durch die Versuchsweisé Iteration mit einem NiZherungssystem
(2) niederer Ordnung ermitteln, wenn eine Schitzung mit

Hilfe der Formeln von Satz 3 zu umstidndlich erscheint.

N



Beispiel 1:

einstufig

zweistufig
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