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Im folgenden unternehmen wir den Versuch, das P?inzip der Dekom-
~position nichtlinearer, konvexer Programme, wie es von Dantzig [1],
Benders [2], Huard [3], Kr;nsja [4] und anderen [5] beschrieben wurde,
auf allgemeine konvex—konkave minmax-Probleme zu ﬁberﬁragen. Dabei er-
reichen wir eine symmetrische Formulierung, d.h. es spielt keine Rolle,
ob wir das Verfahren auf daé gegeﬁene primale minmax-Problem oder das
dazu duale maxmin-Problem ansetzen: Die Tterationsvorschrift ist die
gleiche, und das Verfahren 1l&st bei&e Probleme gleichzeitig. Durch
Spezialisierung erhalten wir dann eine unsymmetrische, primale Variante,
die die Verfahren von Dantzig und Huard als Spezialfall enthdlt. Wir
intefgssiereﬁ uns besonders fiir die geometrische Interpretation. So
zeigen wir etwa, dass das primale Dekompositionsverfahren zwischen ‘dem
Schnittverfahren zur Ldsung des dualen Problemes und dem Verfahren der
zuldssigen Richtungep zur Losung des primalen Problems eingeordnet wer-
den kann. Wir interessierenvuns nicht fiir die Anwendung des Dekompositions=
‘prinzipes auf bestimmte strukfuierte Probleme.

Im folgenden Abschnitt stellen wir einige Hilfsmittel zusammen

und geben einen Ueberblick iiber bereits bekannte Resultate.

1. Hilfsmittel

Dualitdt: Sei ¢ (x,y) ¢ X x Y + R eine auf einem cartesischeh

Produkt definierte reellwertige Funktion.Mittels der beiden Funktionen




(1) M(x) = sup  (x,y) : X > R {+ =} ,
y €y .
(2) m(y) = inf @(x,y) : Y > IRL)'{— w}

X €X

ksnnen wir ein duales Paar von Optimierungsproblemen bilden (Stoer [6]),

(3) P : inf {M(x)|x € X,M(x) < + =} ("primal problem"),

©(4) D : supv{m(y)]y €Y,m(y) > = «} ("dual problem").

Wir sagen, X sel eine L8sung von P, oder auch, X sel eine L3sung

von inf sup ¢ (x,y), geschrieben
X Y
% : inf sup ¢ (x,y) ,
X Y.

wenn. %€¢ X und sup o(R,y) < sup ¢ (x,y) ¥ xe X, und wenn sup ¢ (X,y)
y €Y y €Y yey

< + w, Offensichtlich gilt die grundlegende Ungleichung ‘ -
(5) | M(x) = é(x,y) > m(y) ¥ xeX, ¥yeY .
(%,9)e X XIY heisst Sdttelpunkt»von e(x,y) iber X x Y, wenn
ME) = n@) .
Dies ist gieichwertig mit
e(F,¥) = (X)) < ox,9) ¥ xeX, ¥ye¥ .

- Wir zeigen in der Regel die Sattelpunkteigenschaft von (%,¥), indem
wir die zu (5) entgegengesetzte Ungleichung M(X) =< m(§) verfizieren,

Aus (5) folgt sofort

(6) (%,9) ist Sattelpunkt ., ® 18st P, § 18st D .
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Offenbar gilt in diesem Fall auch fiir jede andere Ldsung x bzw. y von
nony R . .
P bzw. D, dass (x,y) ein Sattelpunkt ist. Wenn also ¢ tberhaupt Sattel-

-~

punkte hat,bso ist die Menge aller Sattelpunkte von der Form X x Y, wo-
bei X die Menge aller L&sungen von P und ¥ die Menge aller L3sungen
von D 1ist. Ein sehr handliches und flir unsere Zwecke ausreichendes
‘Kriterium fiir die Existenz von Sattelpunkten gibt der

Satz von Kakutani. - Die Mengen X ¢ ]Rk und ¥ ¢ R" seien nicht-
leer, konvex und kompakt. ¢ (x,y) sei stetig in X x Y und konvex-konkav
(d.h. konvex in x fiir festes y, und konkav in y fiir festes x). Dann
hat ¢ einen Sattelpunkt ﬁBer X x Y.

Wir betrachten den Spezialfall, dass

k) e (uy) = FG) +y £ , Y ={ye Ky 2 0

[
=

wo f : X~ IRm. Dann ist

. F(x), wenn f(x) < 0,
M(x) = )

+ o sonst,

und P wird zu einem gewShnlichen Programm der Form

(8) | P : min '{F(x)[xe X, f(x) < 0} .

¢ gemdss (7) heisst Lagrangefunktion zum Programm (8). Wenn

Kly= ®"

T T
q>(x,y)=cx+yb+yTAx’x=1R+ |

so werden P und D zu dualen linearen Programmen



o T
P : min {c'x{Ax +b <0, x 20} ,

D : max {bTylATy +c¢20,y 20},

" Menge ist und wenn F(x) , fj(x) auf X konvexe Funktionen sind), wenn

X eine Ldsung von (8) ist, und wenn die Slater'sche Regularititsvoraus-—

setzung erfillt ist, nidmlich

9 3x°eX:f(x°)<0,

so gelten die Kuin-Tucker—Bedingungen:

' (10) 35¢ RN : F(R) < F(x) + 5 £(x) ¥ xeX .

Aus (10) folgt sofort, dass M(X) 2 m(¥) ; (X,y) 1ist somit ein Sattel-
punkt von ¢ iber X x ]ﬁf. Wenn umgekehrt (X,¥) ein Sattelpunkt ist,
so ist (%) Lésung von (8), und die "Multiplikatoren" §j erfiillen zu-

sammen mit X die Bedingung (10). Aus (9) folgt weiterhin, dass

R F(x) - F(R) _
(11) Z yj 5 min 'f. (XO)I - B
F FR a

fiir alle ¥, die (10) erfﬁllen..Es gehen also keine Sattelpunkte von
¢ verloren, wenn wir von vornherein die nichtkompakte Menge Y = R"
ersefzen durch die kompgkte Meﬁge‘ Y = {y eﬁR@iO‘s yj < B}. Dig Zahl
der Sattelpunkte nimmt auch nicht zu, wenn wir uns auf solche Sattel-
punkte beschrénken; deren x-Teil eine L®sung des urspriinglichen Prob-
lems (8) darstellt. Wir wollen mit dieser Bemerkung plausibel machen;
dass die spiter zu stellende Forderung der KOmpaktheit von Y den Fall

nicht a priori ausschliesst.

. k .
- Wenn (8) ein konvexes Programm darstellt (d.h. wenn X< R eine konvexe

(7)



Um die Anwendbarkeit des Satzes von Kakutani sicherzustellen, werden
wir im weiteren, falls nicht anders erwihnt, bei der Behandlung der

Probleme (3), (4) stets die folgende Voraussetzung treffen:

(12) Xc¢ ﬁRk und Y < R seien nichtleer, kompakt und konvex.

¢ (x,y) sel stetig und konvex-konkav auf X x Y.

Die Funktion M(x) ist dann konvex (als ‘sup einer Familie von konvexen
Funktionen), ebenso ist m(y) konkav. Ausserdem sind M(x) und m(y)

stetig. Die Extrema in (1), (2) sowie in (3), (4) werden angenommen, und

wir kdnnen durchweg inf sup ¢ ersetzen durch min max ¢ + Wir werden

von (M(x) {brigens nur die Halbstetigkeit nach unten bendtigen,

lim inf M(x") > M(®) ,

n -
X > X

und diese Eigenschaft ist auch dann gewdhrleistet, wenn Y nicht kompakt
ist, wie im Falle (7).
Bei der Behandlung des Problems (8) werden wir stets die folgende

Voraussetzung treffen:

(13) X< Rk seli nichtleer, kompakt und konvex. F(x) und fj(x)

(3=1, ..., m) seien auf X stetig und konvex.
Ferner sei (9) erfillt.
Dann hat (8) mindestens eine L8sung, die Kuhn-Tucker-Bedingungen sind.er—

fiillt, und ¢ hat eine kompakte Menge von Sattelpunkten. (13) im-

pliziert offenbar (12), bis auf die Kompaktheit von Y.



Gelegentlich werden wir uns fiir die Djifferenzierbarkeit von M(x)
interessieren. Zusdtzlich zur Generalvoraussetzung (12) gei(p(x,y)
streng konkav in y und stetig na¢h x differenzierbar, mit dem

x-Gradienten VX@(x,y). Dann ist M(x) stetig differenzierbar, und

es ist
s Me) = Ve [xym]

wo y(x) so bestimmt wird, dass ¢[x,y(x)] = M(x).

Beweis: Aus der Stetigkeit und strengen Konkavitidt von ¢ folgt
leicht, dass y(x) eindeutig und stetig von x abhingt. Wir zeigen
dies hier nicht. Damit ist der im (l4) als Gradient von M angegebene
Vekt;r stetig in x. Wir zeigen nun die totaie Differenzierbarkeit.

Sei t(x) = wa [x,y(x)]. Man hat wegen der fiir konvexe, differenzier-

bare Funktionen gililtigen Stiitzungleichung, dass

M(E) - M(x) sup (&,y) - ol x,y(x)]

v

¢ [E)Y(X)] ¢ [XsY(X)]
(€ - x)T wa [x,y(x)] [Stiitzungleichung]

-7 t&x .

v

Durch Vertauschung von x .und folgt hieraus mittels der Schwarzschen
Ungleichung und der Stetigkeit von t(x)
T
M(E) - M(x) 5 (£ - x) t(&)

- 07t + g - x| ]e@ - t&)]
- 07 tx) + oe - x) ,

In

W



lim QETX o
x| - x|

Beide Ungleichungen zusammen ergeben
T
[M(&) - M) - (€ - %) ] 20 (- x) .

Damit ist die Differenzierbarkeit erwiesen, VM(x) = t(x).

Dekomposition: Dantzig und Huard haben nun je ein iteratives De-

kompositionsverfahren zur Ldsung des konvexen Programms
min'{F(x)fxe X, f(x) < 0}

unter der Voraussetzung‘(13)angegeben. Beide Verfahren l&sen dés Problem
iiber eine alternierende Folge von vorgenannten Mastgr—Programmen und Sub-
prog;ammen.

Das Verfahren von Dantzig: Man startet mit einem Punkt x° e X, der
die Slater Bedingung (9) erfiillt. Zur Durchfiihrung der n;ten Iteration

n-1

oot . . ' o
bendtigt man die bereits bekannten Punkte x , ..., x € X,

Master-Programm: Man 18se das Paar dualer linear Programme

e max 2 ) .
T j j .
‘ unter -z +n f(x°) + F(x') 20 (j =0, ..., n- 1),
as) 9 ze R, n2 0
L ("dual master")
n-1 .
min ) A, F(x})
j=0 ’
- n-1 .
(16) 4 unter z A. f(xJ) <0
j=0 7
n-1
) A, =1,x,20¢( =0, ..., n-1),
520 1 i

L ("primal master")



\ e : n .n
mit Ldsungen n , A . Setze

n n-1 n .
g = Z AL xJ .
j=0

Subprogramm: Man bestimme x| €X als L&sung von

a7 min ¢ (x, nn) .
X

Hierbéi ist @ (x,y) = F(x) + ny(x) die zu (8) gehdrende Lagraﬁge-
funktion.Damit ist eine Iteration beendet. Unter den getroffenen Vor-
aussefzungen ist das Verfahren theoretisch durchfiihrbar, und es gilt:
Die Folge (En, nn) hat mindestens ein Hdufungspunkt. Wenn (E, ﬁ)

ein solcher Hiufungspunkt ist, so ist (E, a) Sattelpunkt von ¢ auf

' m
X x E4.

Das Verfahren von Huard setzt zusitzlich noch voraus, dass F(x)

und f,(x) stetig nach x differenzierbar sind. Fiir die n-te Iteration
o s . . . o n-1 o

bendtigt man wieder die Hilfspunkte x , ..., x ¢ X (x so dass (9)

erflillt ist). Man wihlt eine kompakte konvexe Menge =" ¢ x derart,

dass  {x°, ooy xn—l} c =",

. n R
Master—-Programm: Man bestimmt § als Ldsung von

n, f£(¢) < 0}, ("primal master™)

(18) min {F(£)|g € =
und 1" als zugehdrige Kuhn-Tucker-Multiplikator:

(19) n" >0, F(E™) < F(g) + (nn)Tf(g) ¥£e =" ("dual master'").

Man wdhlt also (En, nn) als Sattelpunkt von ¢ (&,n) liber = % B#f .




. . n+l "
Subprogramm: Man bestimmt X als Ldsung von

(20) min [ (", 0"+ G- €DV o, Y]

Damit ist eine Runde beendet. Es gilt die gleiche Aussage wie beim Ver-

fahren von Dantzig.

2. Das symmetrische Dekompositionsverfahren

Wir suchen unter Zugrundelegung der Generalvoraussetzung (12) Ldsun-

gen der beiden dualen Probleme

(21) P :'min max ¢ (x,y) [ = min M(x)] R
. ' X Y X

(22) - D : max min ¢ (x,y) [ = max m(y)] ,
o Y X Y

d.h. also, wir suchen einen Sattelpunkt von ¢ (x,y) {iber X x Y. Be-
vor wir uns dem eigentlichen Dekompositionsverfahren zpwendén, erinnern
wir an das Schﬁittverfahren, das wir im folgenden mehrfach heranziehen
werden. Fiir das Schnittverfabren sind keine Konvexitdtsvoraussetzungen
notwendig.

Das Schniftverfahren Sfir D: Fiir den Start wihlt man eine Punkt
x° € X. beliebig. Zur Durchfiihrung der n~ten Iterationsrunde, die die
Punkte n €Y und x e X liefert, bendtigt man die bereits be-

o n v . n
kannten Punkte x , ..., X € X. Man wdhlt eine Menge X = derart, dass

'{xo, ey anl} ¢ X' ¢ x , X" kompakt.

Man bestimmt zuerst nn und dann x als Lésung der folgenden Teil-

probleme:
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(23) nn ¢ max min ¢ (X,y) ("dual master') ,
Y Xn
n . : ’ 8 " ' " -
(24) o x ¢ min ¢@(x, n) ("'dual subproblem").
X :

Damit ist eine Runde des Verfahfens beendet. (24) und (25) haben aus
Stetigkeits— und Kompaktheitsgriinden Losungen.
Satz 1. - Sei © ein HHufungspunkt von n®. Dann ist 7 LOsung
von D (hierfiir sind keine Konvexititsvoraussetzungen ndtig).
Beweis: Sei m = m@x m(y). Wegen def Kompaktheit von "X x Y
existiert eine konvergente Teilfolge (xﬁ, nﬁ) > (§;a) ¢ X x Y. Wegen

(24) und wegen der Definition von m(y) gilt
n n
e(x ', n) = m(n"™)
Hieraus folgt im limes, da ¢ stetig und m halbstetig nach oben ist .
e, M) £ m(M) .
‘ k n . . n
Wegen x €X  fiir alle k < n, wegen (23), wegen X ¢ X, und wegen

der Definition von o gilt

n . n
e(x , n) 2 min  @(x, n) = max min ©(x,y) 2 max min @(x,y) = @
X Yy X Y X

n + 1) so erhidlt man

flir alle k < n. Setzt man insbesondere k = n, n

( n n+1 ) ~
¢\X)n Zm,

n - n+ 1 - . .
und, wegen X > X, n + n, im limes

¢(x, n) =2 m,

() = m.

-~

Damit ist n L3sung von D.




11

Analog definiert man

Scehnittverfahren fiir P: yoevY beliebig; " kompakt derart, dass:

[e}
{yr, ...
(25) £ ¢ min
) X
(26) y" ¢ max
Y

Jeder Hiufungspunkt

das

y

@
m;g (x,¥)

P (€n9 Y)

E von En 16st

n—l} C n

("primal master"),

("primal subproblem') .

Das -symmetrische Dekompositionsverfahren: Fir den Start wihlt man

v x° €X, yoe Y beliebig. Zur Durchfilhrung der n—ten Itérstionsrunde be-

. n-1

. . . e o} .
ndtigt man die bereits bekannten Hilfspunkte x , ..., x € X sowile

(o}

art, dass

o

x, e,

v, ver, " le v, Man winle X°

S exc

kompakt und

kompakt, konvex der-

sowie Y kompakt und g kompakt, konvex derart, dass

[¢)

Ay, veey ¥

Man bestimmt zuerst

n—l} c Yn

gn € En, nnG ' und dann x- €X, yne Y als Ldsungen

der folgenden Teilprobleme:

\(27) nn : m;g
(28) £ : min

—__—n
(29) X" : min

m)i(g ¢ (x,y)

max ¢ (x,y)
Yn

¢ (x, )

(""dual master"),

("primal master") ,

("dual subproblem"),
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(30) yn : max ¢ (£n, y) ("primal subproblem').
Y

‘Damit ist eine Runde des Verfahrens beendet. Wegen der Stetigkeit von
¢ und der Kompaktheit der auftretenéen Mengen haben die Probleme
(27) - (30) Lﬁsungeﬁ.
Satz 2. — Jeder Hiufungspunkt (g, ﬁ) der durch (27) - (30)
" erzeugten Folge (En, nn) ist ein Sattelpunkt von ¢ auf X x Y;
Beweis: ngen der Kompaktheit von X x Y x X x Y existiert eine

konvergente Teilfolge (xn, yn, En, nn) - (%, §,'E, n € X xY xXxY,

Es gilt fiir alle k <n

k . k
C elx, ) 2 min ¢ (x, n [wegen x¢ X' ¥k <n]
. e
= max min ¢ (x,y) [wegen (27) ]
W X0 . |
2 max min @(x,y) [wegen X" ¢ =" ] -
Hn =n

Analog fiir alle k <n

n k .
(P(g s ¥ ) < min max (P(XsY) .
= gn

Nach dem Satz von Kakutani ist

min max ¢(x,y) = max min ¢ (x,y).
-n o | =0

Somit gilt

n k. k n
¢,y ) 2 ex,n)¥k<n .

Insbesondere wegen n < n + 1

n+1 n n n+1
(P(g sY)S(P(X’n ) ’
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und im limes
0, V) 2 oG n) .
Nach (29), (30) gilt
wmh = oG, MED = e Ty
somig»im limes fiir die Teilfolge, unter Verwendung der Halbstetigkeit
von m und M,
n(n) 2 ¢, 1), ME) < o, ) .

Insgesamt ergibt sich damit

t

ME) < oE, §) < @(%, n) < m(n) 3

(E, n) 1ist also ein Sattelpunkt.
Man sieht, dass Satz 2 gliltig bleibt, wenn man die Extremal-
probleme (27) - (30) nur bis auf En genau 1dst, ?n > 0.

Eine naheliegende Wahl von X" und = n’ die die geforderten Be-

n 0 n—l}

-1
dingungen erfiillt, ist wohl X = {X , ..., X Sl

n o
, = = [x s evey X

(die konvexe Hiille). Wir diskutieren kurz die geometrischen Aspekte

n n n

verschiedener anderer Wahlmdglichkeiten fiir Xn, =,Y, H.

1) Setzt man B = Y, =" = X, so erhidlt man zwei parallele,
'.pnverknﬁpfte Verfahren, nimlich das duale Schnittverfahren (23), (24)
und das primale Schnittverfahren (25), (26). Aus Satz 1 folgt dann
(ohng Konvexititsvoraussetzungen), dass n eine Losung von D und

~

£ eine Ldsung von P darstellt (ohne notwendig ein Sattelpunkt zu sein).
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Dieser Sonderfall des Verfahrens ldsst sich am bequemsten unter dem
Gesichtspunkt der'Approximation von aussen'interpretieren: Die {iber
X zu minimierende Funktion M(x) wird durch eine Folge von Funktionen
Mn(x) = max @(x,y) von unten (aussen) her approximiert. Analog fiir
. on
m(y).
' n n .
2) Setzt man X =2 , Y =H, so sind (27), (28) duale Probleme,
. n n, . .. n o .n ,
die besagen, dass (& , n ) ein Sattelpunkt von ¢ {iber =, X H sein
soll. Die Menge X x Y wird durch =" x B von innen her approximiert,
_n n . . - .n rer e .
3) Setzt man = =X = X (die Bestimmung von x eriibrigt sich
in diesem Fall), so erhilt man ein unsymmetrisches Dekompositionsver-
fahren - wir nennen es das duale Dekcmpositionsverfahren (obwohl (E, n)

natiirlich wegen Satz 2 immer noch beide Probleme P und D l¥sen):

n

£ : min max ¢@(x,y) ("primal master"),
X yn
nn : max min  @(x,y) (""dual master'),
HR X
n . n 1" . I ey
y :max ¢ (&, y) ("primal subproblem') .
Y

Das unsymmetrische Dekompositionsverfahren kombiniert die beiden Aspekte
der Approximation von aussen und der Approximation von innen. Statt
- . . n .. . 3
M(x) minimiert man M (x) iber X, und statt iber Y maximiert man
. n . . n+l
m(y) {iber H . Das Subproblem dient der Bestimmung von M (%)
. . . n+1 .
(Schnittgeneration) und der Bestimmung von H (Punktgeneration).
n n . .
4) Setzt man H =Y = Y, so erhilt: man ein unsymmetrisches,

primales Dekompositionsverfahren, das wir nochmals besonders heraus-

stellen, da wir es noch mehrfach abindern wollen.
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3. Das primale Dekompositionsverfahren

Man wihlt x ¢ X beliebig. Iterationsvorschrift:

(31) - £ mig max ¢ (x,y) ("primal master") ,
= Y :

(32) _ n" : max min o(x,y) ("dual master") ,
Y xXn .

(33) %" & min o(x, n) ("dual subproblem").
X . _ .

Hierbei wird X kompakt und =" kompakt, konvex derart gewidhlt, dass

O, L, A e Pex .

Fir die so erzeugte Folge (gn, nn) gilt
Satz 3. — Jeder Hiufungspunkt (E, R) der Folge (&%, n®) ist

ein Sattelpunkt von ¢ (x,y) iiber X x Y.

Der Beweis ergibt sich, wie erwdhnt, aus Satz 2 durch Spezialisierung.

~Wir betrachten noch kurz das Verfahren (31) - (33) fiir den Fall, dass

© eine Lagrangefunktion ist,

T , - m
e(x,y) = F(x) +y £(x), Y= {yly 20} = R,
wobeli wir Xn . (kompakt, konvéx) setzen. Dann ist (31), (32) sinn-

T . . n n .

gemidss so zu interpretieren, dass (£ , n ) einen Sattelpunkt von ¢
_n m n o

auf = «x IR+ darstellt, d.h., & 16st das konvexe Programm

n

(34) ' min- {F(E)|ge=z", £(&) < O}' ;

und n" erfiillt mit gn die Kuhn-Tucker-Bedingung fiir dieses Programm,

(35) >0, F(EM < e, ) ¥Ee=
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Weil Y nicht kompakt ist, miisser wir jetzt zusdtzlich fiir den Start-
punkt x°¢ X fordern, dass f(xo) < 0. Diese Forderung stellt wegen

X € =N (¥n) sicher, 1) dass (34) eine Ldsung En hat (weil der zulds-
sige Bereich nicht leer ist); 2) dass (35) eine Ldsung nn hat (weil
die Slater—Bedingung erfiillt ist); 3) dass die " gleichmidssig be-—
schrinkt sind (man entnimmt dies leicht aus (11), wenn man berilick-
'sichtigt, dass S C X). Das durch (34), (35) und (33) definierte Ver-
fahren ist also theoretisch durchfiihrbar, und die beschrinkte Folge
(En, nn) hat mindestens einen Hiufungspunkt (E, ;). E 18st dann (8),
und ; erfﬁllt'zusammen mit E die Bedingungen (10).

Wir diskutieren im folgenden noch einige Varianten von (31) - (33),
aus denen sich etwa die Verfahren von Dantzig und Huard ergeben. Es
wire ein leichtes, das allgemeine Modell so zu formulieren, dass diese
Varianten sich durch blasse Spezialisierung ergeben; wir haben darguf

verzichtet, um die Darstellung nicht unndtig zu komplizieren.

~

4. Varianten des primalen Dekompositionsverfahrens

Eine Variante, wenn ¢ 1in y‘ streng konkaqv ist. Wenn ¢ in y
sogar streng konkav ist, so ldsst sich das Verfahren (31) - (33) be-

deutend vereinfachen, und zwar wie folgt: Fiir die Durchflihrung des

allgemeinen Schrittes benttigt man nur En-l und xn.-1 (fir den Start

n—1 n—-1
» X ]

wihlt man goe X und xe X beliebig). Sei [¢& die ab-

geschlossene Verbindungsstrecke zwischen gn 1 und anl. Man berechnet
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1 n—1
]

. n n-
der Reihe nach £ € [¢% s X . nnE-Y, xne X gemdss:

n

(36) g : __.min_ . max ¢(x,y) ,
‘ [En l’ xn 1J Y

(37) N m;?x. e (ET,m)

(38) X m}i(n ¢ (x, 1)

Fiir die so erzeugte Folge (&n, nn) gilt wieder die Aussage von Satz 3,
falls ¢ zusitzlich streng konkav in y ist.
: . i 8 n _ oo o-
Beweis: Konvergiere (x , £ , n ) > (%, &, n). Aus (36) folgt

. n+l

(39) CoMETY s M@ e (€7, K]

+ :
Somit insbesondere M(En 1) < M(En), und wegen dieser Monotonie

: -, _ _
lim ME™ = 1lim MED) = @)
o n->o

Dies;zusamman mit (39), ergibt fiir n »

-~

M(E) < M(E) ¥ E e [, %].

~

£ 16st also min. max ¢(x,y). Nach dem Satz von Kakutani existiert
| [£,% ] . .
ein neY derart, dass (£, n) .einen Sattelpunkt von ¢ auf (g, xlxy

darstellt, insbesondere also gilt
~ -
e(&, n) 2 g, n) ¥ nel.
Aus (37) folgt

MGE™) = @&, n") 2 @&, n) ¥ ney

und  im limes
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ME) = o(E, ) 2 @(E, n) ¥ €Y.

~

Wegen der strengen Konkavitdt ist der Maximumpunkt von ¢ (£,n) ein-

deutig bestimmt, und es folgt
’\l -~
n=mn .

Somit ist (E, ;) Sattelpunkt auf’ [E, %] x Y, insbesondere gilt also
(P(E;’ n) f (P(E.- n) ¥ EE [E.:s ;(] .

Hieraus folgt

A

A PR
Aus (38) folgt im limes

oE, ) = m@ . :
Somit gilt

ﬁ(g) = ®E, ) 2 oF, 7y = nm
und (E, ;) ist ein Sattelpunkt.

Eine Variante, wenn ¢ stetig nach « differenzierbar ist.

Wenn ¢ stetig (in beiden Argumenten) nach x differenzierbar ist,

so kann man (31) - (33) wie folgt modifizieren (En wie zuvor):
: : n .
(40) € min max @(x,y) ,
=n Y
n .
< (41) n : max wmin ¢(x,y) ,
Y =n

(42) X : min wn(x), wobei wn(x)
X

o€, )+ - EHTY e, 0
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Es gilt wieder die Aussage von Satz 3.
. . a 0 o - o~
Beweig: Konvergiere (x , & , n ) = (X, &, n). Aus (40), (41)
folgt nach dem Satz von Kakutani, dass (gn,-nn) einen Sattelpunkt
iiber = x Y darstellt, d.h. es gilt

(43) 0 (B8, ™) < e(E, W) e et

A

(44) ¢ (£", M

v

e(e", n) ¥ n €Y.

Aus (43) folgt wegen der Konvexitit von =" und der Differenzierbarkeit

von ¢, dass
n,T,6 ,.n n ‘ n
(¢ -¢) Vx ¢{& ,n) >0 ¥ £ e= ’
somit
n n n n
V() 2¢(8, n ) ¥Egez ,
und insbesondere
n, k n n
p (x) 2 ¢, n)¥k<n
Mit k = ﬁ,. n=n+1 erhilt man im limes-
-~ _ ~ ~ ~ - AT ~ ~ A -~
P(x) = (&, n) + (X - &) v o€, n) 2 &, n)
Aus wn(x) < o(x, nn) ¥ x € X (Stiitzungleichung fiir eine konvexe,

differenzierbare Funktion) und aus (42) folgt
n, n_ . n . n n
165 = min 900 < min @ Gy ) = mO

im lines

PE < m(h)
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Damit hat man
&, n) 2 Y(®) 2 mn) .
Aus (44) folgt im limes
¢ (g, n) = M)
Damit hat man wieder die Sattelpunkteigenschaft M(E) < m(n).
Wenn ¢. eine Lagrangefunktion ist, so geht (40) - (42) iber in
das Verfahren (18) ~ (20) von Huard.
Das Verfahren der zuldssigen Richtungen filr P. Falls ¢ zu-

gleich stetig nach x differenzierbar und streng konkav in y ist, so

kann man die Verfahren (36) - (38) und (40) ~ (42) kombinieren. Man

erhdlt
n v
(45) R _,min__ . max 9(x,y) ,
. . [gn 1, xn 1] Y .
(46) o m;x w(&n, v)
v ‘ | . . \
47 X v m§n e(&, ) + (x - £ wa(in, .

Dieses Verfahren erlaubt nun aber eine sehr einfache und wohlbekannte
Interpretation. Wir wissen nidmlich, dass in diesem Falle M(x) stetig

differenzierbar ist, und dass
WM(x) = Vx 4>[x,y(x)] ,

wobei y(x) so zu wdhlen ist, dass ¢ [x,y(x)] = M(x). Aus (46) folgt

éber, dass <P(£n, nn) = M(En), und mithin




21

wME =V, n)

Damit kann man (45) und (47) wie folgt formulieren:

n . ’
(48) g [gn_lmlzn'l] M(E) |,
(49) 0 : omin M) + (x - 2% et .
X

(48),. (49) ist aber das bekannte Verfahren der zuldssigen Richtungen
von Frank und Wolfe [ 7] zur Hinimierung einer stetig differenziefbaren
konvexen Funktion M(x) auf einer kompakten konvexen Menge X. Dieses
Verfahren erwéist sich damit als eine extreme Variante des Dekompositions-
verfahrens, so wie andererseits das duale Schnittverfahren als extreme
Variante im primalen Dekompositionsverfahren enthalten ist.

Eine Variante von Dantzig. Um das Verfahren von Dantzig zu er-
‘halten, indern wir den Schritt (31) im Verfahren (31) - (33) noch etwas

o n-1

ab. Sei X' = {x s +evy X }. Mit dieser Wahl in X" 1dsst sich (32)

schreiben als

max yA
(50) 2 02, y) (=0, ..., n-1) ,
yey, z€ R .

. n n . v . . ‘
Sei n , z elne Losung dieses konvexen Programms. Wegen der speziellen

Form von (50) ist die Slater—Voraussetzung fiir (50) automatiséh erfﬁllt;
und es gelten die Kuhn-Tucker Bedingungen: Es existieren A

A 2 0 derart, dass
- n-1
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n-1 . ,
znzz'+.z_>\j [‘P(x‘],y)-z] ¥vyeY ,¥zeR .
i=0

Hieraus folgt unschwer

( n-1
L A, =1, A, 20 (=0, ..., n-1) ,
j=0 J J
(51) )
n n-1 .
z > ) A, <p(xJ,y) ¥yeY.
‘20 h|
J
\

Bestimmt man jetzt En statt durch (31) durch

(52) ST NPV I

. n . -~
so 1st & ¢ X, und es gilt wegen der Konkavitit von ¢ bez. vy und

wegen {(51)

N
v

‘P(gn, yj 'V'}"F-Y ’

somit auch

N
\"

n n

> max (&, y) = M(&) .

Y

Wegen der Nebenbedingungen in (50) ergibt dies
oG, M) 2 ME™) ¥ <n

. . . . . .n 1. n
Damit kann man wiederum die Aussage von Satz 3 beweisen, wenn (x , £ , 1 )

~ ~

+ (X, &, n). Setzt man ndmlich j =h, n =n + 1, so erhdlt man im limes -

e(x, n) > M)

Aus (33) folgt aber im limes
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n(n) = ¢, n) .
Somit

M(E) < m(n) .

Das durch (50), (51), (52) und (33) gegebene Verfahren kann als Ver-

allgemeinefuhg_des Verfahrens von Dantzig angesehen werden. Ist ndmlich
T , ‘
o (x,y) = F(x) +y £(x) , ¥ = {yly 2 0},

so'geht (50) iiber in das lineare Programm (15), und die-_Aj, Aie die
Kuhn-Tucker-Bedingungen fiir (15) erfiillen, sind identisch mit den
Losungen des dualen linearen Programms (16). Wegen der fehlenden Kom-
paktheit von Y benStigt man wieder die Voraussetzung f(xo) < 0 die
sicherstellt, dass (15) und (16) Ldsungen haben, und dass die Lésungen
n v;n.(15)"g1eichm§ssig beschrinkt sind.

Das Verfahren von Benders. Um noch kurz auf das Verfahren von

Benders einzugehen, betrachten wir das Problem

(53) " min max w(x, v, V) . . : 1
XxV 'Y : : 1

Hierbei ist X kompakt, V und Y sind kompakt, konvex. ¢ ist stetig o
in (x, v, y) und konvex-konkav in (v,y) fiir beliebiges x. Nach dem

Satz von Kakutani ist dann (53) #quivalent zu

(54) min [max min ¢ (x, v, y)]
X Y V

~

im folgenden Sinne: (E, v) 18st (53) genau dann, wenn & (54) 18st

und V zusammen mit einem y ein Sattelpunkt von ¢(§, v, y) {ber
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V XY ist. Problem (54) hat die Form
(55) P m}i{n mfilx- (P(X)Y)s (P(X’Y) =_m_f-7n v(x, v, y) .

Wir wenden nun auf (55) das primale Schnittverfahren an, also (25), (26),

{yo, Ceny yn-l} wihlen, und max e¢(x,y) als max @(x,yv)
yn

1

.. n
wobel wir Y

schreiben (v 0, ..., n - 1), Das ergibt

n

(56) £ ¢ min [max min P(x, v, yV) ],
X v \Y :

(57) yn : max min w(gn, v, y)
Y v

Wir setzen noch

(58) v' i min max w(g“;-v, y)
VoY _

Sei nun (E, v, y) ein Hiufungspunkt von (En, vn, yn). Aus (56), (57)
folgt gemiss Satz 1 (in seiner primalen Form), dass £ eine Lésung von
(55) und damit von (54) darstellt. Aus (57) und (58) folgt dufch einen
einfachen Grenziibergang und wegen des Satzes von Kakutani, dass (¥, y)
ein Sattelﬁunkt von w(%, v, y) 1ist. Damit isf (E, v) Losung von (53).

Wir betrachten nun insbesondere den Fall, dass
(59) Vix, v, ¥) = ¥ (x,¥) + ¥, (v,y).
n n . son .
Aus (57), (58) folgt, dass (v, vy ) ein Sattelpunkt von Y(& , v, y) 1ist,

insbesondere

n n n n
PES, v, YD) s W, v, YY) ¥veV,
das heisst

\Pz(vn, .yn) < d)z(v, yn) ¥veV.
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Es gibt also fiir alle v
min ¥, (v, y0) = b, (v7, 7
V .

und somit fiir alle x¢ X, alle v

m\i7n UJ(X, Vy Y\)) = ‘P(X’ V\)Q y\)) .

Setzt man dies in (56) ein, so erhdlt man das Verfahren

(60) £ min max ¥(x, v, ¥) ,
X v v
(61) y' t max min y(E, v, y)
‘ Y ' .
(62) v' i min max $(£", v, y)
\' Y

Zur Ldsung von (53) unter der speziellen Annahme (59). Dieses Ver-
fahren wurde von Kronsjd fiir den Fall der Lagrangefunktion beschrieben.

Hat man ndmlich das Programm

min  F(x) + G(v) ,
f(x) + g(v) 20 ,

- x€X , v €V |

so lisst sich dies in der Form (53) schreiben, wobei die Lagrange-

funktion
PG, v, Y) = FG) + GO 4y [EG) + g(W)]

der Bedingung (59) geniigt; Y = {y[y 2 0}, (61), (62) besagt dann, dass

n . o
\Y eine Losung von
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min F(én) + G(v)
£(E™) + g(v) < 0

vev

darstellt, mit ¥y als zugehdrigem Kuhn-Tucker—Multiplikator (Existenz
und gleichmissige Beschrdnktheit.der yn missen wieder durch eine zu-
sitzliche Regularititsvoraussetzung sichergestellt werden). Benders be-

trachtete urspriinglich den Fall, dass G(v) und g(v) linear sind:

(63) P : min F(x) + ch’

f(x) +Avzs0

xeX ,vz20 .
(64) s min [F() + max s TEG 1.
Vv
(65) ~_vn : min ch
f(&n) + Avz<0
v>0 .
66) v ¢ max yl£(£™) \
ATy +¢20
yz20 .

Hierbei hat man wieder den Multiplikator yn als Losung des zu (65)
dualen linearen Programms (66) ausgedrilickt. Die vereinfachte Form von
(64) gegeniiber (60) riihrt daher, dass gemdss der Dualitdtstheorie filr

lineare Programme
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(vv)T(ATyv +¢) =0

("complementary slackness condition'"), somit

0 v,y = FGo v e+ GO EG + avY]

F(x) + (v F(x) .

Das Verfahren von Benders ist ein schénes Beispiel dafiir, wie
sich die zuvor beschriebenen Verfahren (hier: das primale Schnittver-
fahren) "erweitern'" lassen, indem man die Funktion ¢ (x,y) implizit
als Extremumsfunktion definiert. Im Zusammenhang mit derartigen Er-
weiterungen ist die folgende Bemerkung niitzlich.

Hilfssatz. - .Seien X, V, Y,VZ konvex, und sei die Funktion

F(x, v, ¥y, 2z) konvex in (x,v) und konkav in (y,z). Dann ist
¢ (x,y) = igf sup F(x, v, 5, 2)

konvex in x wund konkav in y.

Beweig: Wir zeigen zunichst die Konvexitit in x (dabei unterdriicken
wir die Abhidngigkeit von y). ¢(x,v) = s;p F(x, v, z) 1ist konvex in
" (x,v) als Supremum einer Familie von konvexen Funktionen. Um zu zeigen,

dass @(x) = isf U(x,v) konvex ist, wihlen wir a 20, 8 20, a + 8 = 1.

«0(x) + B0 (x,) = vigé [a VG v+ B U(xy, V) ]
1 .

> inf Y (a x

+
v €V Pt Bxys av

ALY

VZGV' [ Konvexitdt von ¢ ]
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= inf P (ax

+ szy V)
véa V + BV

1

=Ainf ¥ (ax

+ sz, v) [Konvexitdt von V]
veV

1
= tP(dxl + sz) .

Damit ist ¢ konvex in x. Mit den gleichen Argumenten zeigt man die
Konkavitdt in y.
Dekomposition bei grossen,strukturierten Problemen. Falls
Y(x, v, z) = Z wi (X:vVi, yi) ’
i
i

Y = >§ Y, V= Xy, |
. 1

so zerfallen (61), (62) in kleinere Teilprobleme der Form

max min
Y4 Vi n .
wi(E » Voo Yi) .
min max ’
V. Y.
i i

Falls @ (x,y) = E wi(xi, v), X =>§}%} so zerfZllt (33) in kleinere
i
Teilprobleme der Form
. n
min ¢, (x5 m)
i

Dies ist pfaktisch von erheblicher Tragweite.




29

[1]

[2]

[ 3]

[ 4]

[ 5]

[ 7]

LITERATUR

G.B. DANTZIG: General convex objective forms. In: Mathematical
Methods in the Social Sciences (K.J. Arrow, S. Karlin, P. Suppes ed.)

pp. 151-158. Stanford University Press, Stanford, 1960.

J.F. BENDERS: Partitioning prbgedurés for solving mixed-variables

programming problems. Numer. Math. 4 (1962), 238-252.

P. BROISE, P. HUARD, J. SENTENAC: Décomposition des programmes

mathématiques., Dunod, Paris, 1968.

T.0.M. KRONSJ8: Decomposition of a nonlinear convex separable

economic system in primal and dual directions. In: Optimization

(R. Fletcher ed.), pp. 85-97. Academic Press, London, 1969.

D.M. HIMMELBLAU (editor): Decomposition of Large-Scale Problems.

North-Holland Elsevier, Amsterdam (to appear).

J. STOER: Duality in nonlinear programming and the minimax

theorem. Numer. Math. 5 (1963), 371-379.

M. FRANK, P. WOLFE : An algbrithm for quadratic programming.

Naval Res. Logist. Quart. 3 (1956), 95-110.




	00000001
	00000002
	00000003
	00000004
	00000005
	00000006
	00000007
	00000008
	00000009
	00000010
	00000011
	00000012
	00000013
	00000014
	00000015
	00000016
	00000017
	00000018
	00000019
	00000020
	00000021
	00000022
	00000023
	00000024
	00000025
	00000026
	00000027
	00000028
	00000029
	00000030

