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Uber metrische Riume und C (X).
1)

von E. Binz und XK. Kutzler

Im Folgenden sollen metrische Riume mit Hilfe einer gewissen
Klasse von Algebren funktionalanalvtisch untersucht werden.
Hierbei spielt folgender Charakterisierungssatz metrisier-
barer Riume aus der ailgemeinen Topologie ( siehe Kowalsky,
[6], 28.8 wund - 31.4 ) eine wichtige Rolle: " Ein topolo-
gischer Raum ist genau dann metrisierbar, wenn er in das

abzdhlbare Produkt eines Sternraumes einbettbar ist."

1. Zwel Lemmata.

" Die im Folgenden verwendete Symbolik schlieBt sich den in

[1} - {37 eingefiihrten Bezeichnungen an. Flir einen Limesraum

Esn s w

X sei C(X) die R-Algebra aller auf X definierten, stetigen

und reellwertigen Funktionen. CC(X) seil die Algebra C(X)
. versehen mit der von X auf C(X) induzierten stetigen Kon-
vergenz, d.h., der grdbsten Limitierung A auf C(X) mit

>R defi-~

der Eigenschaft, daR die Evaluation w:CA(X><X
niert durch w(f,x) = f£(x) .( (f,x) € C(X}xX ) stetig ist.
Flir eine Unteralgebra A von C(X) , die im Folgenden stets
die konstanten Funktionen enthalte, seil AC die mit der von
CC(X) induzierten stetigen Konvergenz versehene‘Limesalgebra.
A° sei die Algebra aller beschrinkten Funktionen aus A

Hom AC sel die Menge aller stetigen Algebrenhomomorphismen

h:A
c

>R , fir die h(1) = 1 gilt.Es ist Hom‘AcC C(AC)




Mit Hochc ‘werde. der Raum Hom AC versehen mit der von

CC(AC) induzierten stetigen Konvergenz bezeichnet.Sind B
und B! Limesalgebren mit Einselementen und Hom B sowie

Hom B' nicht leer, so indusziert’ jeder stetige Algebrenhomo=

morphismus v:B ———>B' eine stetige Abbildung
\VK:HomCB' - >Hom B definiert durch v (h')(b) = h'(v(b))
( ht € Hom B' , b ¢ B ) . Sind X und Y Limesriume, so de-
finiert jede s£etige Abbildung v':¥Y ——>X einen stetigen
Algebrenhomomorphismus (v')$:CC(X) v—w—m>QC(Y)

dqurch  (v' ) (£)(y) = £(v'(y)) (.fe C(X) , y ¢ ¥.) . Eine Li-
mesalgebra A mit Einselement , die der Bedingung Hom A # @
genligt, besitzt die Gelfanddarstellung CC(HomCA) , die durch

die folgende universelle Eigenschaft charakterisiert ist:

Sei der stetige Algebrenhomomorphismus d:A — >CC(HoméA)
definiert durch
d(a)(h) = h(a) (aeh , he Hom A )

Dann gibt es zu jedem Limesraum Y und zu jedem stetigen

Algebrenhomomorphismus u:A - >CC(Y) genau einen stetigen

Algebrenhomorphismus (u'ﬁ::CC(HomCA) ->CC(Y) , der durch

eine stetige Abbildung u':Y >Hoch induziert wird, derart,

daR das folgende Diagramm kommutiert:

A ~—41"~—>C_(Hom A)
c c

u \\\\\ J’(u')
\\ACC(Y)

1.1) Lemma: Sei X ein vellstédndig reguldrer topologischer

Hausdorffraum. A C C(X) sei eine Unteralgebra, die die konstan-

ten Funktionen enthalte und die zudem die Eigenschaft besitze,




) . . . e
dicht in A ist. Dann sind alle stetigen Homomor-

- e e . C

phismen aus Hom Ac durch Punktevaluationen darstellbar.

Bewels: Es gilt A° ¢ c®(x) . sei A® die abgeschlossene

0

. v . O
von A bezliglich der Supremumsnorm ., Dann ist A sowohl

. . . R O, .
eine Unteralgebra als auch ein Unterverband von C (X) . Ein

. (@] . . .
Homomorphismus h' aus Hom AC ist auch uniform stetig. Er

e

v . . . . o]
18Rt sich zu einem verbandstreuen Homomorphismus h:A >R

stetig bezliglich der Normtopologie fortsetzen. Es werde ange-

nommen, daR h nicht durch eine Punktevaluation induziert

. . - o}
wird. Dann gibt es zu x aus X stets fX aus A~ , so dabk

gilt:
f (x) = 1 und h(fx)': O

Man beachte, dah A° uniform.dicht in A° ist, d.h., daB es

zu & > O und zu f aus A°  stets g aus A° derart gibt, 
daR e - g“z sup| £(x) - g(x)| < &

' K xeX '
gilt.

Da die Funktionen fX ( x ¢ X ) stetig sind, gibt es zu § mit

0 < 8 < 1/4 und x aus X stets eine Umgebung UGX von X

.. ) _ [
derart, QdB‘ ygﬁgxlfxgy) fx(x)$ < §/2

gilt. Aufgrund der zuvor erwidhnten Approximationsméglichkeit

s . . . O .
18/t sich eine Funktion g, aus A mlt

%!fx - gXﬁ < §/2

finden. Hieraus folgt einerseits
sup  leg_(y) -~ 1148
yeU x
T o

Andererseits folgt aus der Stetigkeit des Homomorphismus h

bezliglich der Normtopologie von A

O




g ) = In(e, - £, + n(e )l = hig,~f s {nilf, - gls
<le, - g ll<1/h |

Nun definiere man flir ¢ mit O< é< 1/4 und x aus X

D F e | B ea’, sup l8(y) = 1]« s , hig)s 1/4
Nach dem soeben Gezezgggh ist Déx nicht leer. Es werde nun
gezeigt, daR die Familie

gB sz | D@yl O< §< 1/4 , x ¢ X}
die endliche Durchschnittseigenschaft besitzt. Seien D(S:LXtL s o0
...y, aus B . Definiere & = min{ 6. i=1,...,n)

n n
Bilde die Funktion:

n ’
f:= (N f_ d~1
1 X.

3

die in A° liegt, da a° ein die Algebra A° umfassender
Verband ist. Die Funktion f hat, wie man aufgrund ihrer De-
finition und der Verbandstreue von h sofort nachrechnet, die

folgenden Eigenschaften:

\
(2) sup |f(y) - 1]¢ &/2 (i =1,...,n)
y €U
‘ 83%4
(by } h(f) = O
Wegen fe A® 188t sich g aus A° mit lf-gll & §/2 finden.

Dann folgt nach soeben durchgefiihrter SchluRweise aus (a)

und  (b)
(a”) | sup | g(y) -~ 1| ¢ &, (i=1,...,n)
yf': Ué 'X
i7i
(b”) n(g) € 1/4
Folglich liegt g in jeder der Mengen D <. Die Familie
i7i

D . . Gy . .
&) besitzt demnach die endliche Durchschnittseigenschaft,

ist also Subbasis eines Filters 0 auf A° , der nach Defi-

nition der stetigen Konvergenz gegen die Funktion 1 konver-

giert.




Andererseits nimmt aber der Homomorphismus h auf keinem
Element der Filteréubbasis é@ und somit auch auf keinem
Element der davon erzeugten Filterbasis einen Wert > 1/4
an. Es gilt also

lim sup h(0) ¢ 1/4

O

Andererseits mliRte aus der Stetigkeit von h auf AC

1im h(0) = 1
folgen. Hieraus resultiert ein Widerspruch. Folglich ist

o © h' genau dann stetig, wenn sich h' als Punktevalu-
A
ation darstellen 14Rt. Sel nun A wie in der Voraussetzung.

: . : o
h' sei aus Hom A_ . Dann ist K| aus Hom A  und dem-

0
A
1’3

nach durch eine Punktevaluation darstellbar. Da nach Voraus-~

setzung A° dicht in A, ist und die h'] o darstellende
Punktevaluation auf einer dichten TeilmengeAvon AC mit

h' {lbereinstimmt, miissen beide auf AC aus Stetigkeits-
grinden ibereinstimmen.

Als ein Korollar hierzu ergibt sich:

1.2) Korollar: Wenn zusitzlich zu den Voraussetzungen in (1.1)

A punkteseparierend oder gar topologieerzeugend ist, so kann

‘man X in natlirlicher Weise mit Hom AC identifigieren.

Die soeben bewiesenen Ergebnisse liefern filir die Gel-
fanddarstellung einer Unteralgebra A von C(X) das folgen-
de Resultat:

1.3) Lemma: Seien X ein vollstidndig regulidrer Raum und

A eine Unteralgebra von C(X) , fir dis gilt:

(1) A enthalte die konstanten Funktionen.

(i1) A erzeuge die Topologie von X

(11i) A° ist dicht in Aj
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Dann ist CC(X) die Gelfanddarstellung der Algebra AC

#

Beweis: Nach (1.1) und (1.2) folgt wegen (i) - (iii)
Hom A = X
c

im Sinne der Isomorphie in der Kategorie der Mengen. Aus

der Stetigkeit der Einbettungsabbildung jA:AC >CC(X)
folgt bei Anwendung des Funktors Homc die Stetigkeit von
ji:HomCCC(X) w~-~>HomCAC . Als velistdndig regulérer Raum
ist X c-einbettbar. Demnach gilt in der Kategorie der
Limesriume X = HomCCC(X) . Ferner ist
id :Hom A ————>Hom_ A stetig. ( Hierbei tridgt Hom_ A
Hom AC cc s cC s ¢
die von der Algebra A auf Hom AC induzierte schwache To-

pologie. ) Da A die Topologie von X induziert und da men-

gentheoretisch Hom Ao = X gilt, folgt in der Kategorie der

Limesridume HomSAC = X ., "Aus dem Diasgramm
54 . Sk
o Ia 1d I
> A ~
X — HomCAC > HomSAC > K HochC

folgt dann aber X = Hom A , so daR C _(X) = C_(Hom A )
ce c c ce

die Gelfanddarstellung von .AC ist.

Bemerkung: Im Beweis zu (1.1) gehen SchluBRweisen von

W. Feldman und PF.T.M. Schroder ein.

2. Algebraische Beschreibung von Sternrdumen und deren

frodukten.

Im Folgenden sei J eine nichtleere Indexmenge. Mit I

werde das Einheitsintervall 0,1} bezeichnet. Auf dem

) oy - ) .
kartesischen Produkt p(J) : = Ixd werde eine Aquivalenz-

relation ~ wie folgt definiert:




r\; - . - N\
Fur (xi,mi) aus ,S(J) (1= 1,2 ) gelte <X1’m1> N <X2,m2)

genau dann, wenn eine der beiden folgenden Bedingungen er-

fU1lt ist:
(I) Xq = X, = 0 ; my und m, sind beliebig.
(I1) _Xl = X, und m, = m, |
N .
2.1) Definition: Der Quotientenraum S{(J) = S(J)/v wird

Sternraum genannt.

Ein Sternraum entsteht durch Verheften der Nullpunkte einer
Fémilie von Einheitsintervallen. Seine Elemente sind von der
Form O ( wo O die Kquivalenzklasse der Paare der Form
(O,m) (me J ) ist ) beziehungsweise (x,m) ( O< x5 1 ;
_m,€‘J ) . Die Menge I_ : = {0otv { (x,m) | 0<x< 1} wird der
durch m (me J ) Dbestimmte Strahl des Sternraumes genannt.

f\l n\l . - -
Auf S(J) wird eine Pseudometrik d wie folgt definiert:

- X m, = m

x o [ my

1 2

: (
a’(<xi,m1),(x2,m2))r= )

k x, + X | ] m

4 5 4 m,

1
Diese Pseudometrik ist kompatibel mit der Aquivalenzrelation.
Sie definiert auf dem Sternraum S = S(J) eilne Metrik d ,
bezliglich der 3 vollsténdig~ist‘ Im Folgenden sei S stets
durch die Metrik d topologisiert. Die Punkte der Form
'(1,&) (me J ) werden EcKpunkte des Sternraumes genannt.
Fir zweil verschiedene Punkte (1,m1) und (1,m2)> gilt

d((l,ml),(l,mg)) = 2 . Hieraus folgt

‘Der Sternraum S(J) ist genau dann kompakt, wenn die ihn de-

finierende Indexmenge J endlich ist.
Jede abgeschlossene §-Umgebung des Punktes O enthilt alle

Punkte der Form (§,m) , wobei m aus J beliebig ist. Fir

und m aus J gilt dann

zwel verschiedene Indizes my i,
. [




d((é,mi),(é,mg)) = 26 . Hieraus erkennt man, daR notwendig fir
die Lokalkompaktheit des Sternraumes S(J). die Endlichkeit
der Indexmenge J ist.

2.2) Bemerkung: Flr einen Sternraum S(J) sind die folgenden

drei Aussagen Hquivalent:

(a) S(J) ist kompakt.

(b) S(J) ist lokalkompakt.

(¢) Die Indexmenge J 1ist endlich.

Die von der Metrik d auf S dinduzierte Topologie 14Rt sich
wie folgt beschreiben:
Fiir einen Punkt {(x,m) aus S ( (x,m) # O ) gibt es eine
Umgebungsbasis offener Mengen, die sdmtlich in Im liegen und
mit einer Umgebungsbasis offener Mengen des Punktes x aus
I identisch sind. Eine Umgebungsbasis des Punktes O 148t
sich wie folgt beschreiben: Zu vorgegebenem 6> 0 sei | U6
.die Menge aller Punkte (x,m) , fir die |x| < & gelte uhd
fir die m aus J beliebig ist. Die Familie | U6| §> 0}
bildet dann eine Basig offener Umgebungen von O

Aus dieser Betrachtung folgt: Ist J ein unendiiches
Indexsystem, so ist der Punkt. O in S(J) der einzige Punkt,
der keine kompakte Umgebung besitzt. Hieraus folgt filir die
Stone—éech—Kompaktifizierung BS wvon S : Die abgeschlosse-
ne Hiille von  BS~ S in BS ist (RSN S)v {0},

2.3) Definition und Eigenschaften der Algebra P

Sei S = S(J) ein Sternraum..Man unterscheide die Fidlle, in
denen J endlich bezichungsweise unendlich ist.

(a) Sei J wvon endlicher Kardinalzahl. Dann ist S.: S(J)
kompakt. PO(I) sel die Algebra aller Polynome mit reellen

Koeffizienten - aufgefaft als Funktionen auf I =~ , die in




0 verschwinden, d.h., deren konstanter Term O ist.

Man definlere:

PO(S) = { g | &:8 >R, me Jiﬁ'g!Ime PO(Im)}
Das heiBt: PO(S) besteht aus allen Funktionen auf S , die
in O verschwinden und deren Einschrinkung auf Jeden Strahl

des Sternraumes ein Polynom der oben genannten Art ist.

Die Polynomalgebra P(S) des Sternraumes S werde definiert

durch P(S) :+ = P_(S) &R

'Nach dem Satz von Stone-Weierstrass ist wegen der Kompaktheit
von S die Algebra P(3S) dicht in CC(S) . ( Man beachte hier-
bei, daR auf Funkticnenslgebren Uber lokalkompakten topologi-
schen Réumen die stetige Konvergenz mit der kompakt-offfenen
Topologie Ubereinstimmt.) P(S) erzeugt ferner die Topologie
von S und besteht wegen der Kémpaktheit von S ﬁur aus be-.
schridnkten Funktionen. P(S) erflillt also die Voraussetzun-
gen von (1.3%) . Es gilt HomCPC(S) = 8 . Ferner ist CC(S)
die Gelfanddarstellung von PC(S)

(b) Sei S ein Sternraum mit Indexmenge J ., deren Kardinal-
zahl nicht endlich ist. M sel eine endliche Teillmenge von

J o, my sei aus M . Das Paar (M,mb) werde endliche Teilmen-
ge von ‘J mit ausgezeichnetem Element mo genarmt. Im Fol-
genden sei F(J) das System aller endlichen Teilmengen von
J mit ausgezeivhﬁauen Elementen. Auf F(J)f'werf; eine‘
Ordnungsrelation 7 wie folgt definiert:

Fir (Mrmo) und (M',mé) aus F(J) gelte (M,mo) = (M’,mé)

genau dann, wenn eine der beiden folgenden Relationen erfiillt

ist:




o« :b R mt

(=) (m)) = (1 m))

(R) M'c M\x{mo}

Mit der soeben definierten Ordnung bildet TF(J) ein gerichte-
tes System.

Flir eine endliche Teilmenge M von J seil 'SM der kom-
pékte‘Sternteilraum von S , der durch die Indigzes aus M de-
finiert wird. Fir (M,mo). aus F(J) sei SEO identisch mit
SM , wobeil. allerdings der durch m definierte Strahl I
besonders ausgezeichnet sei. Fir (Mﬁmo) aus F(J) werdeO

die Projektion

m m
HM 03 »~"~—>SM

definiert durch:
0 )”(X,m) | me M
HMO(x,m)_: ,

“(x,m )| mo¢ M

o
Ty (0) = 2 |
Man verifiziert sofort, daR HMO stetig ist und daR die Fami-
m ,
lie { HMO | (M,mo) e F(J)} die Topologie von S induziert.

Man betrachte nun den Algebrenhomomorphismus

m_ m

L ONK « O
<“M ) CC<DM ) —————>CC(S)
: - L m
Er fihrt die Algebra P(SM ) in die Algebra
m mg . m
PM ¢ o= (HM )”(P(SMO)) Ubér. Man rechnet nun leicht nach,

dah qie Algebren Pﬁojwb (M,mo) e F(J)

richtetes System von Unteralgebren von C(S) bilden, so dak

, ein aufsteigend ge-

\ m
P : = . PMO
(M,mo) e F(JI)

eine Unteralgebra von C(S) ist. Die Elemente der Algebra P
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sind stetige.Funktionen auf S , deren Eingchrinkungen auf die
Strahlen des Sternraumes Polynome sind, die auf fast allen Strah-

len des Sternraumes identisch sind. Da die Unteralgebren
m ‘ m

P(SMO) die Topologien der Sternriume SMO und die Projektionen
m m V ‘
Ty 13 >SM die Topeclogie von g ‘induzieren, folgt, daR
P eine topologieinduzierende Unteralgebra von C(3) 1ist. Da

A m
alle Algebren PM nur beschrinkte Funktionen enthalten, besteht
P nur aus beschrinkten Funktionen . Nach einem Theorem von

W. Feldman [5] dist P eine dichte Unteralgebra von CC(S)
Nach (1.3%) besitzt die Algebra Pc die Algebra CC(S) als
Gelfanddarstellung.

Die Punkte eines Sternraumes kOnnen durch eine Familie von
Funktionen, die die Algebra P erzeugen,lbeschrieben wefden.

Hierzu definiere man fir m aus J

_ (x| m = m'
(m' e J) p,(x,m") : = i
-0 | m # m'
p (0) : =0 . .

Falls J wunendlich ist, adjungiere man zu J ein neues

Element w , so dak man Jw 1z Jw{w} erhd1t und definiere
(m' ¢ J) pw(x,m') = X
p,(0) : =0

Die Unterscheidung zwischen endlichem und unendlichem Indexbe-
reich ist notwendig, weil im Falle eines endlichen Systems J

bei entsprechender Definition von P, gilt: p = I o
0 me J
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und daher das Systéem der PFunktionen o urid %J algebraisch
abhdngig ist, was hingegen nicht der Fall ist, wenn J von
unendlicher Kardinalitdt ist.

Es gilt, wie man leicht nachrechnet:

m

(i) p (me J ) und P, sind aus P

(ii) (a) Wenn J endlich ist, so ist { P | me J ¥A1} ein

minimales EBrzeugendensystem der Algebra P

(b) Wenn J unendlich ist, so ist { P, | m e J}L){pw}u{i}

ein minimales Erzeugendensystem der Algebra P

Zwischen den Funktionen P (me J ) und P, bestehen die
folgenden Relationen:

(iii) Fir m und m' aus J mit m # m' gilt : P Pnr = O

(iv) Wenn J unendlich ist, so gilt fiir m aus J:

PpP, = P, = O

¥,
2.4) Untersuchung des Quotienten der Stone-Cech~Kompaktifizie-

rung BgS , der durch die Algebra P definiert wird.

Im Folgenden zeigt sich, daR die Algebra P einen in gewisser
Hinsicht minimalen Quotienten von BS beschreibt, wobei das
Erzeugendensystem {pm[ m e Jw} im Hinblick auf diese Kompak-
tifizierung minimal ist. Im vorliegenden Falle gentigt es, nur
Sterhréume mit unendlich Vieleﬁ Strahlen zu betrachﬁen.

Sei § = 8(J) ein Sternraum. Fir (M m_ ) und (M',mg )

aus F(J) definiere man eine stetige Projektion

momé mO mé
Tumr oy > Sy
durch | ((x,m) | me M'
m, mom& e )
. “,‘\_(1:),. \
C (x,m) e Sy™) Ty,

\ :
Sx,m )] mod MY
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m m!

. i -,-OO —
und | . Tygp o (0) =0

Aufgrund der Ordnung auf F(J) und der Definition der Abbil-
m m!'
0

dungen T, folgt fir (M,m ) , (MY m!) und (M",m")
aus F(J) mit (M, mo) 7o (M ’m(')) z (M"”mg) stets

m'm" m m!? m m"

oo, OO0 - 1 00O
M'M" MM MM
Das bedeutet: Die kompakten Riume Sﬁo bilden zusammen mit den
: m m'
stetigen, surjektiven Abbildungen meo° ein projektives
MM '

System kémpakteﬂ Sternréume.tNach bekannteﬁ Sdtzen aus der
allgemeinen Topologie existiert der projektives Limes dieses

System und ist ein kompakter Hausdorffraum. Sei

m
T .- proj SMO
(M,mO)EF(J) ‘
Man betrachte nun fir (M,mb)- aus F(J) die Projektionen
m m 4 ‘
HM :S >SM . Wie man leicht nachrechnet, sind diese Pro-

Jektionen mit den Abbildungen des nrojektiven Systems kompa-
tibel. Nach der universellen Charakterisierung des projektiven

Limes induzieren die Projektionen eine stetige Abbildung

HO
M

m:S —>5

2.4.1) Behauptung: T ist eine Einbettung von S in den kompak-

ten Raum S , deren Bild dicht in S liegt .

Beweis: T ist injektiv: Seien ,(Xl,mi) 7 <X2’m2> aus 8

Setze M = {ml,mg} falls m, # m gilt, sonst M = {m

1 2
Betrachte (M,mi) aus F{(J) . Dann fdlgt

n

m .
1 : 1 .
= ¢ \ = (
My (Xl’ml) (Xi’ml’ # (Xz,mg) Ty \X23m2),,
d.h., die Projektion Hﬁl trennt die Punkte (Xl,ml) und

(x2,m°) . Nach der Definition bzw. Konstruktion des projektiven




Limes trennt I dann auch diese Punkte. Folglich ist N in-
jektiv.

Es werde nun gezeigt, daR 1 ein Hombomorphismus von S
in S ist. Hierzu genlgt es, ein System F von stetigen

~

Funktionen auf S derart anzugeben, dab die Familie

{ fe | £ ¢ F } die Topologie von S erzeugt. Seien hier-
PN N m

0. _5gq © e S alem

flr My 8 > Sy .< (M.mo) e F(J) ) die zum projek

tiven System und zu dessen Limes gehOrenden Projektionen.
m AT

Dann folgt fiir (M,mo) e F(J) : HMO = HMqﬁﬂ

m ,

Die Abbildungen HMO induzieren aber die Topologie von S

m m !
. - 0 - o _ 0
Da ftr (M,m_ ) aus n(J) stets Ty, (8) = Sy 7 My (8)

gilt, folgt nach Definition des projektiven Limes, dak

N(S) dicht in % ist. Im Folgenden werden N (3) und S
stets miteinander identifiziert. |

Der Raum % 18Rt sich nun auch - durch einen. Raum be-
schreiben,der Sterngestalt besitzt:

Sei w der zu J -adjungierte Index. Der zu definierende

Raum S' habe die Gestalt S' = S(Jv{wl}), i.e. der Sternraum

S mit dem adjﬁngierten Strahl Iw
Die Funktionen o (me J ) und i werden wie folgt in

natlirlicher Weise auf S' fortgesetzt:

j*x I m = m'
(me dJ) pm(x,mf) = \v ( m' e Jw
0| m#m
p,(0) = 0
pw(x,m‘) = X

p,(0) = 0O

)




Diese Funktionen trennen die Punkte von S' . Demnach indu-
zieren sie eine vollstindig regulire Topologie auf S' . Da
ferner ihre Einschrinkungen auf S - wie man leicht nach-

rechnet -~ die Topologie von S induzieren, folgt, daR S -
versehen mit der Sternraumtopologie - ein Unterraum von S!
ist. Dile soeben definierte Funktioneﬁfamilie besitzt ferner
die Eigenschaft, auf jedem Strahl von S' die vom Einheits-

intervall I kommende Topologie zu induzieren.

2.4.2) Behauptung: S' dist kompakt. S ist dichter Unterraum
Beweis: Sei ((x_,m )) eine Moore-Smith-Folge in §'

(i) Es gebe eine Teillfolge (mB) von (m_ ) , die konstant m
ist. Dann 1iegeq die (XB,mB) :‘(XB,m) auf dem kompakten
Strahl Im und haben dort einen Hiufungspunkt (xo,m)

Die Folge ((x_,m_)) besitszt demnach auch den Hiufungspunkt
(x,,m)

(ii) Die Folge ((x_,m_)) besitze eine Teilfolge ((XB,mB))
derart, daB XB—W—> 0 gilt. Da, _wie man sofort erkennt,
eine Nullumgebungsbasis in S' durch alle Mengen der Form

{ (x,m') | m' e Jgr ¥ < §}, ¥> 0 beschrieben wird, folgt,
dak ((XB,mB)) gegen O Lkonverglert und somit ‘((xm,mm))

den Punkt O als Hiufungspunkt besitzt.

(iii) Die Folge ((x_,m_)) Dbesitze keine Teilfolge ((XB,mB)),
flir die (mB) eine konstante Folge dist, bzw., die gegen O
konvergiert. Die Folge (X%) besitzt in. {0,1] einen Hiufungs-
punkt X - Man betrachte nun den Punkt (xo,w) . Flir m aus

J ist (pm(xa,ma)) aufgrund der Voraussetzungen eine Folge,

die 0O = pm(xo,w) als Hiufungspunkt besitzt. Andererseits

besitzt die Folge (pw(xa,mm)) = (x,) die Zahl X E pw(xo,w)
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&

als Hiufungspunkt. Aufgrund der Voraussetzungen iber ((x_,m_ ))

folgt hieraus aher, daB (Xo,w) Haufungspunkt von ((x_,m_ ))

o

sein muR. Aus (i) - (iii) folgt, dap S!' kbmpakt ist.

Die Dichtheit von S din S' folgt einerseits aus der Einbettung

L]

von S in S' und andererseits daraus, daB jeder Punkt (x,w)

aus I, Hiufungspunkt der Teilmenge {(x,m)| m aus J belie-

big } von S ist.

2.4.3) Behauptung: Die Riume S und S' sind homomorph

Bewels: Definiere eine Abbildung Sto- ->S aufgrund

7> €

der universellen Eigenschaften von mit Hilfe eines Systems

m
. Qt Q o . 1
i 8 >5,0 ( (M,m ) e F(I) ),

das mit dem projektiven System kompatibel ist:

von stetigen Abbildungen ¥

Flr (M,mo) aus F(J) sei
- o flx,m') | m' e M
( (x,m")e 18" ) ¥, O (% mt ) =

L(x,mo) | m' ¢ M

M
Yy (0);= 0
Die Vertridglichkeit der Abbildungen mit dem projektiven System

ist leicht zu verfizieren. Die Abbildungen sind stetig, denn

m
6]

M

induziert,und es gilt

die Topologie von 8 wird von den Funktionen P, (me M)

o {'pm | m # m
meWMO - é
Mithin ist eine stetige Abbildung V:3! —~——->§ darch die-

ses System von Abbildungen definiert. Beachtet man ferner,
m m

o - o . oo _ o s
dah Yy !S = M, gllt, so Iolgu' W]S = T . Da S sowohl
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dicht in S8' wie in S dist und da 7 eine Einbettung
ist, folgt notwendigerweise wegen der Kompaktheit der

Rdume S und  S' , daB . VY surjektiv sein mub.

Betrachtet man wiederum das Abbildungssystem {¥ (M,mo)eF(J)},

M|
so verifiziert man ohne Schwierigkeiten, daB es die Punkte
von - S' trennt und ¥ folglich injektiv sein mub . Da

S' und é kompakt sowlie VY stetig und bijektiv sind,
folgt die Hombomorphie der beiden Riume.

Nach dem soeben Bewiesenen ist 87 ein Quotient der
Stone—%ech—Kompaktifizierung BS von S. Das'Funktionen—
system {pml me Jlu {pw} ist ein minimales System,
das S' beschreibt. |

Die Funktion Py beschreibt im Wesentlichen die

Symmetrie des Sternraumes & . Die Kompaktifizierung 8!

besitzt nun die folgende charakteristische Eigenschaft:

2.4.4)Behauptung: Fir jede Kompaktifizierung kS von S ,
flir die es eine stetipge Abbildung pr:KS —> T
derart gibt, daR

“Py

KS > T
‘\ 4 ’
. P
N /////w
S

kommutiert, folgt: S' ist ein Quotient von «8§ .

Beweis: Es gilt \/ Kp;i(X> = kS . Man definiere nun
: xel

QIKS —t———> 3!
durch (& l £ e s
alg) @ = 4§ } -1
' (X LW) | EEpr'(X)\ S

Es i1st nun zu zeigen, daR® die Abbildung « stetig ist. Jede

Funktion P (m € J) 1Bt sich stetig auf kS fortsetzen,
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; | - o | =
indem man  Kp_| g P und S O definiert
Die Abbildung o ist genau dann stetig, wenn die Abbildungen

p oo und Do (me J ) stetig sind. Aus p.ea = kp

und PP 0= KD folgt die Stetigkeit von o. Da o nach Defini-
tion den dichten Unterraum S von kS hombomorph auf den

dichten Unterraum S von S' abbildet, folgt, dak a sur-

jektiv und folglich S' eiln Quotient von KS ist.

2.5) Es.kénnen nun die Punkte eines Sternraumes S = S(J)
gekennzeichnet werden als die reeilen Algebrenhomorphismen
h auf der Algebra P,  flr die fir m aus J stets die
Relation O« h(pm)g 1 erfiillt ist. Wenn fiir alle Indizes
m aus J gilt : h(pm) = 0 , so wihle man O als dén
renridsentierenden Punkt. Da die Familie {pml m e J}u{pw}
zusammen mit der Eins die Algebra P erzeugt, und aus
PP, pi = 0 auch h(pw ) = 0O folgt, impliziert dies,
da fir g aus P stets h(g) der konstante Term von

g sein muR ( nach (2.3) (ii) ), so daR h durch die
Evaluation im Punkte O dargestellt wird. Ist anderer-
seits flUr ein m,  aus J aie Relation h(pm )y > O.
erflillt, so folgt aus (2.3)(iii) , dak fir Om aus J
mit m # m, gelten muB: h(pm) = 0 . Aus (2.3)(iv) folgt
h(pw) = h(p_. ) . Man betrachte den Punkt (h(pm ),mo)
Es ist leicht nachzurechnen, daé die Evéluationoin diesem |
Punkt den Homomorphismus darstellt. Da P lberdies die

Topologie auf S induzlert, 13Rt sich S Dbeschreiben

als die Menge HS(P) aller Homomorphismen h auf P ,

die auf {pm Im € J}xj{pw} Werte zwischen O und 1
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annehmeh, wobel ﬂS(P) mit der von P induzierten (schwa-
chén) poologie versehen ist.

Es soll nun eine zu P isomorphe, abstrakte R-Algebra kon-
struiert werden, die ein wesentliches Hilfsmittel zur Be-
schreibung metrisierbarer Riume sein wird.

(I) Sei J endlich. Man betrachte die freie Algebra

R [Xml m e J] und defin;ere einennAlgebrenhomorphismus

SP

T:R{X | mell —
durch Vorgabe der Bildwerte von T auf dem Erzeugendensystém
der freien Algebra: T(1) = 1 und T(Xm) = P, (me J)

Jedes Polynom g aus RE:Xm] m g {1 ist in der Form

O,cenn.. sK n, v n
g =V ...} a % x @ x 1
N, 3n1 1°°°71 M1 e
darstellbar, wobei J ={;m1,.,.,ml} Dann ist
O,...0.5k n n
Tg = ) ... 1 a p ? p
N N Ng...n 7 my RS i
1772
Flir ein l-tupel (nws""nl) , flr das n. und n. (i # 1),
mit N3Ny # 0 existieren, tritt im Term
n n
1 1
a P ...D
Nge..ny ml my
der Faktor ST auf , der auf S nach (2.3){(iii) ver-
,my ,

schwindet. Mithin verschwindet der ganze Term, so daB -

nach Weglassen lberflissiger Indizes - Tg von der folgenden
Form ist:
1 k
Tg = a_ + L L a. pn
© i=z1 n=1 MM
Bei Einschrinkung von Tg auf den Strahl Im (i = 1,...,1
i!

erhdlt man nach Definition der P




] auPn
itnm.,
i

i1
o
+

r -
r'g T 0 o
m. n=1
i

Dieser Ausdruck verschwindet genau dann, wenn a, und dié
aﬂ'n alle verschwinden. Da Tg = O &guivalent dazu ist,

déﬁ die Einschrdnkung von Tg auf jeden Strahl von S ver-
schwindet, ist flir Tg = O notwendig und hinreichend, daB
a, T oa;, - O (i=1,...,1 3 n=1,...,k ) gilt. Das bédeuF
tet, daB® Tg genau dann verschwindef wenn jeder Term von g
einen Faktor der Form XmiXmiv (1 # i' ) enthilt. Folglich
ist der Kern von T genau das von den Polynomen Xm.X

1

m.
: 1f
(i,i* = 4 4..,1 3 1 # 1" ) erzeugte Ideal Q .Wie man

sofort sieht, ist T surjektiv,:so daf aufgrund des Homomor-

phiesatzes die Algebra P isomorph zu der Faktoralgebra

Bio= Ry | me I /Q
ist. Die kanonische Abbildung R{Xm|m e J) >B  werde
| mit % , der durch T induzierte Isomorphismus B > P
mit T bezeichnet.
(IT) Fir den Fall eines unendlichen Indexbereiches J
betrachte man die erweiterte Indexmengé Jw: Ju{w} und

v . . ¢ -1 o
dariber die freie Algebra R{Xm,|m' € Jug . Nun definiere
il

—>P

man wiederum einen Homomorphismus T:RLXm,|m' € Jw}

o 1) = T Y = i
durch T(1) 1 und I(Xm,, Pt (m' ¢ J&_,

Ein beliebiges Element g aus R[Xm}[m' 3 ij ist von der

Form: Q... ,k
L : LM T Y]
g = N a . X K s
Nysesosn Bqeeefygg My My«
1° >1+1 - T
wobei m © iy endlich viele Indizes aus J sind. Nach

TR
Definition von T gilt:




) nq n, n
Tg = Y a P ces PP

- b N, ey MM m, 7w
nl,.,..,n1+1 1 1+1 71 1

1+1

Nach denselben Uberiegungen wie in (I) kann man aufgrund

von (2.3)(iiil) Tg auf die folgende Form reduzieren:

: % % % 1...k n k
Tg = a_ + n y n, 2 n
0 L Loa. p o+ Lk L b. pip ) c.p
1i=z1 n=1 Tin M. i=1 ngs0, dnyn, mitw + nz1 O

Bezeichnet man mit @Q das Ideal iIn R{X m' e Jéﬁ, das von

mt

den Polynomen der Form Xm,X

" ( m',m" ¢ Jw , m' #m" ) er-

zeugt wird so folgt, daR jedes g aus R{Xm,]m' £ Jéfolgende
¢ Gestalt besitzt:
1 k 1 1...k k
- n : n, n "
g= aj g+ ) L ey X oo+ ] ) x X ? &+ Locxl o+

L L b b. {
;-1 n=1 1 i=1 Ny, inyn,y m,w n

ist, wobel aus Q dist. Berilicksichtigt man weiter die

5Q
Relation (2.3)(iv) , so erhdlt man als eine notwendige Bedingung

dafir, daf g aus dem Kern von T ist

| | % f . 1 2k N
0=1Tg = a_ + a,_p. .+ % D CES) b. dp.. +
© dzinzi M 21 n=2 n tngen ngno Ty
k
n
+ ) c¢.p.
n=1 w

WAhlt man nun m aus J so, daB m # my (1i=1,...,1)

gilt Wwas moglich ist, da J wunendlich ist, so ist Tg]I =0
m .

Hieraus ergibt sich insbesondere a, = ¢ = O (n-=1%...,k)

Fir g aus Xern(T) kann man also annehmen, daf gilt:

1 2k . 12k | -

i=z1 n=2 n,+n.=n 12 i




liegt, ist die

Bedingung, dak g

in dem von den Polynomen

— 22 -
; b P :
= a..p + : (a. + A : )p s
= 11 mi 124 pio in n.o4n. = in,n, “m,
1 772
wobel as, ~ O flir n=%k+1 ,..., 2k und 1 = 1,...,1 gesetzt
wurde. Flr festen Index m. gilt dann:
gk ' ) ' n
0O = Tg = .. P + . (a'. + b. )p 5
) : Im. 11 ms ne=o in n.in.=n g0y Tmy
1 172
woraus asq = a;, 'n1+n2:n ininq 0 fir 1 lyeoosd und
='2,...,2k folgt Ein Polynom g aus R[Xm,lm' € JQ]
liegt demnach genau dann im Kern von T , wenn es in der
Form
1 2k 1, 15...,k n, n
g = .z in E ) ) bin n Xmixw2 ¥ gQ
i=1 n=2 ) i i=1 ngsn, [t A |
darstellbar ist und die Relationen
as, + Z_ b. o = 0 (n= 2, ,2k)
n,+n.,=n 172
1 2
erflillt sind. Dann folgt: »
1 2k n, n 1y ook n, n,
g= S { ) (-3 . x x 2y« 7y b, x 1% 2 34
. L L __in,n " m, m. in,n,"m. w
i=1 n=2 n,+n.= 172 1 1 n, ,n 172 i
1 72 12772
+ =
| %q
101, k n n n
= ) bin n Xml(xw2 Xm2) t gg )
i=1 Ny Ny 172 7i 1
1 1,...,k n,-1 n,-1
= 9 y Dy K (X - X (X T+ X A -
i=1 n,,n 172 i i i
1*7°2
5 EERRRELS n,-1 n2—1 n2—1
= 3y (X X =-X£) 7 b (X +X ) + 8
is1 M1 @ M on a2 0 my @
Hieraus ergibt sich: Notwendig daflir, daB g im Kern von T
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Xme‘ und Xme Xm erzeugten Ideal Qm liegt, wo m,m' ¢ J
und m # m' gelte . Umgekehrt erkennt man wegen der Beziehungen
(2.3) (iidi) = (iv) sofort, daRk jedes Polynom aus diesem

Ideal Qw auch ein Element des Kernes  von T ist, so
daR Kern(T) = Qw gilt. Da man sofort sieht, .daR T auch
surjektiv ist, folgt unmittelbar nach dem Homomorphiesatz,
daB die Algebren REXm,[m' £ Jw}/QUJ und P _isémorph sind.
Es ergibt sich folgendes kommutative Diagramm:

- T
e v

. e

-~

RLvalm'\€ J

oS
b i {
R Xm,[m e J./9,

Die Algebra R[Xm,[m' > Jw]/Qw werde wiederum mit B bezeichnet.

y

Die kanonische Abbildung von R{X ,|m' e J |-— >B  seil

~

wiederum T . Der konstrulierte Isomorphismus B
v

sei T .Es induziert T eine bijektive Abbildung 1%

>P

der Menge der reellen Homomorphismen auf P in die Menge der
reellen Homomorphismen auf‘ B  vermdge %*(h)(g) = hu%(g),_wobei
h ein reeller Homomorphismus auf P ‘und g ein Element aus
B seien. Man erkennt nun unmittelbar, daR die reellen Homomor-
phismen auf B, die auf den Klassen %(Xm,), ‘wo m' aus Jw
sei, stets Werte zwischen O wund 1 annehmen, in bijektiver
Beziehung zu den Homomorphismen aus E(P) stehen. Man defi-
niere:

H(B) = W (H(P)) = {h| h reeller Homomorphismus, meJ impli-

ziert - Os"h(T(Xm))é 1}

Nach den vorangegangenen Betrachtungen entsprechen sich H(B)

und S bijektiv und zwar so , daB fiir h aus H(B) und g

aus B gilt:
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AT () (B

&

h(g) = n(¥ ()
Hieraus folgt: HS(B) ist - mit der von B induzierten To-
pologie versehen - homdomorph zu einem Sternraum S
Dieses Ergebnis werde als Satz formuliert:

2.5.1) Satz: Sei J eine nichtleere Indexmenge. Ein topologi~

scher Raum X 1st genau dann homdomorph zu dem zur Index-

menge J gehdrenden sSternraum S(J) , wenn er homGomorph zu

HS(B) ist , wobei B eine Algebra vom Typ

B

R[Xm|m € J}/Q ( J endlich ) beziehungswelse

B

) Y 7] . . .
Rle,lm € Jw}/Qw (J un?AdllCh ) ist

Sei S ein Sternraum und B wieder zu S konstru-

jert. Versieht man nun B mit der von der Evaluation
Q:BXHS(B) —-—~?R induzierten stetigen Konvergenz und be-
zeichnet man die so erhaktene Limesalgebra mit BC , SO sind

B, und P bistetig isomorph. Da nun CC(S) Gelfanddarstel~
lung von PC und- somit von BC ist, kann man aufgrund der
universellen Eigenschaften'der Gelfanddarsteliung als Folgerung

zu (2.5.1) formulieren:

2.5.2) Korollar: Ein c-einbettbarer Limesraum X 1ist genau

dann ein Sternraum, wenn seine Algebra stetiger Funktionen CC(X)

Gelfanddarstellung einer Algebra vom Typ Bc ist .

2.6) Bemerkung: Bei dieser Charakterisierung eines Sternraumes

wurde der Versuch unﬁernommen, diesen Raum durch eine "minimale"
Unteralgebra der A&gebra aller stetigen Funktionen zu charak- '
terisieren. Aufgrund der Struktuf des Sternraumes liegt dabeil
die Verwendung von Funktionen nahe, die Polynomcharakter besit-

zen, Zur Beschreibung der Punkte des Sternraumes allein wlrden




die Funktionen pm'3 wo m aus J ist , genligen. Diese Funk-
tionen 1ndu21oren aber im Falle eines unendlichen Ster nraumec

nicht die Topologie des Sternraumes sondern eine grobere Ini-

Q

tialtopologie, .mit der der Sternraum 3 ein kompakter‘Haus—
dorffraum wird.Aus diesem Grunde wird im Falle des unendlichen
Sternraumes die Funktion pw hinzugenommen , dle insbesondere
auch die Symmetrie des Sternraumes beschreibt, damit man so
ein topologieerzeugendes System von Funktionen flr die metri-
sche Topologie erhdlt.

Man kann nun das n~fache Tensorprodukt BB der

4

Algebra B Dbilden. Es werde mit Bn bezeichnet.'Bn ist in
natiirlicher Weise eine kommutative R—Algebra mit Einselement,

wenn man die Multiplikation wie folgt definiert:

3 = f 3
( f1@ ce bfn)(g1® ce @gn) f1g1® e @ingn .

" Das Einselement 1st der Tensor 168...81 . Flir jede natirliche-

Zahl n erhilt man eine Einbettung | jn n+1:Br_w—;__>Br+1
5 . 1 1

definiert‘duroh

In, n+4(2 fgi)®°=-®féi) )=o) f§i>®..,®féi)®1
) 1

Die Algebren Bn mit den Einbettungen j bilden ein

n,n+l

induktives System, wenn man die Einbettungen ] durch

“n,n+k

. . . L P . .
Jn,n+k J(n+k-1)5n+k ...~Jn,n+1 definiert . Der induktive

Limes dieses Systems werde mit B bezeichnet. B 1ist eine

kommutative Algebra mit Eins, deren Elemente wir in der Form

(1) ﬁ(l)
‘ i 8...8f 818. ie... (n.e N)
1=1 i 1

darstellen, wobel die einzelnen Summanden formal Tensoren mit

D~ N

abzdhlbar vielen Faktoren sind, von denen fast alle glelch

1 sind.
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Fur natirliche Zahlen n und n' mit n' <« n kann man

g = 3 . iy - . . h
Einbettungen JE,:B ——~—>Bn 5 Jn,oB ————>B deflnleren durc
% (g):= 19...818g018. . .81 j,i(g):= 18...818g81. ..
n ,«wa‘\"w-"a\ s T __l_‘__/‘ *».....m'_’\
(n'-1)-mal (ri-1)-mal
Man kann ferner flUr n » n' Projektionen m , B ->B
n,n'" n

definierepndurch

k . .
(3 f§1>®...®fél))

fé%)
121 i

1

H o~

m b
n,n

Analog definiert man nn,:ﬁ ~>B . Es gelten die folgenden

Relationen:

. N .
v o = 1d T
1,131,17 Jn! B n'
n
'nf >

@dp g

jn’ injektiv und die w_-

Hieraus folgt, daf die j n,n' T

;urjektiv sind. Da 1 und die. %(Xm) » Wwo me J bzw. m e J, ,
ein minimales Erzeugendensystem der Algebra B bilden, erhidlt
man durch die Tensoren der Form g1®.,.®gn beziehungsweise

%gk , wobel fast alle &, gleich 1 und die {iibrigen von

der Form f(Xm) sind, ein minimales Erzeugendensystem der
| Algebra Bn beziehungsweise der Algebra B . Dieses Erzeugenden~
syétem werde mit E(Bn) beziehungsweise E(B) bezeichnet.
Man definiere nun H<Bn) als die Mengen aller reellwertigen
Algebrenhomemorphismen , die auf E<Bn) Werte zwischen O

und 1 annehmen. Anaiog definiere man H(B) . Aus den Defini-

tionen der Abbildungen jﬁ, s J

s s, T_, erkennt

] i i
n n,n n

man sofort, da® sie surjektive Abbildungen

n

i Eoam ) e ‘ . i..‘[ 7
(Jpo)7 H(B) >H(B) (J, ) +H(B) —>H(B)
beziehungsweise injektive Abbildungen
b ( T _
<ﬂl'1,n') :H(B) ""‘"_——>H<Bn) (TT]')‘) .H(B) _._>ﬂ<B)
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induzieren, die den Bedingungen

o

.n & _ . » A - g
(Jn'>v(wn,n‘) - ldH(B) 2 @ ldH(B)

genligen. Diese Abbildungen induzieren wiederum Abbildurigen

JFiHB) ~——>T H(B)  , TFH(B) ————> RH(B)
n n 1 : ) 1

% RE(B) ———>H(B.) , 714: RH(B) —————>H(B)
n 1 n 1

definiert durch

Eg(h) = ((jg)x(h),.‘.,(jg)*(h))' . j$(h) .= (ji'(h))
. . (i) (1)
-1 (i) (i) _ v :
ﬂn(hi,...,hn)( ; fl @...@fn ) = % hl(fl )..,hn(fn )
7 (h )( V §f<i)) 1= ) T n (f(i)) respektive
n é ! ) & -4 nn : :

Man beachte hierbei, dap =¥ wohldefiniert ist, da in dem

w (1 i . .
Ausdruck @fﬁl) fast alle fél) gleich 1 und somit in
1 ;
dem Produkt b hn(fél)) fast alle Faktoren gleich 1
n=1 '

sind.Folgende Beziehungen lassen sich leicht verifiziern:

X

S T K| Frhe® o= da
n “n ) H(Bn) > n 'n YH(B)
. . 1
—F =X _ . o _ ) <4 - A _ . o
TT}L'J = ygEy - o Jem = 3d ey
’ 1

Das bedeutet: Die Mengen H(Bn> und ?H(B) beziehungsweise
H(B) und ?H(B) sind in der Kategorie der Mengen isomorph.v
Man erkennt nun ferner, daR die Erzeﬂgendensysteme E(Bn)
vermoge Ei auf ?H(B) beziehungsweise E(ﬁ) vermbge g4
auf ?H(B) die Produkttopologie induzieren. Folglich

erhdlt man:

2.7.1) Satz: Ein topologischer Raum X ist genau dann homdo-

morph zu einem endlichen {(abzihlbaren) Produkt eines Stern-

raumes, wenn er homdomorph zu einem Raum vom Typ HS(Bn)




( bzw. HS(§> ) . ist,

Sei nun S der zur Algebra D gehSrige Sternraum. Fir

jede natiirliche Zahl n bilde man S" und definiere

WE:SH - >S5S als die k-te Projektion, wo 1<ksn gelte.
Analog definiere man die k-te Projektion ﬂk:SN —_—8

' n
Dann 1dRt sich die zu Bn isomorphe Algebra ®@P in der

1
Form
n . . .
- - (i) n (1) . n (i)

Pn._?P_{g(fi e ) (£ T ) £,7e P}

darstellen. Analog ist die zu B isomorphe Algebra

P : = 1nd P darstellbar in der Form
n e N
RS &5 SN ¢ D (1) e g
Bo- U] GapceBer 1 2P e pae w0

- Diese Algebren sind topologieinduzierende Algebren stetiger,

. . noo. . . &N
beschréinkter Funktionen auf S beziehungswelse S

Versieht man Bh beziehungsweise B mit der stetigen Konver-

genz, die von den Evaluationen wn:BnXHS(Bn) >R

begiehungsweise w:BXHS(B) >R induziert wird, so sind
. . n . .
wegen der Homdomorphie von S und HS(Bn) bezliehungsweise

J -
Sk und HS(B) sowie der Isomorphie der Algebren Bn und

Pn beziehungsweise P und B die Algebren (Bn)C und
(P ), Dbeziehungsweise EC und ?C, bistetig isomorph.
Man erhilt mit (1.1) - (1.3) somit das Analogon zu

Korollar (2.5.2)

2.7.2) Korollar: Ein c-einbettbarer Limesraum X ist genau

dann homdomorph zum endlichen (abzidnlbaren) Produkt eines

Sternraumes, wenn CC(X) Gelfanddarstellung einer Algebra

vom Typ (B ). ( bzw. B, ) ist.




%. Charakterisierung metrisierbarer Riume.

Im Folgenden sollen nun metrisierbare Réume charakterisiert
werden. Hierzu wird der in der Einleitung zitierté Satz

liber metrisierbare Rdume und Sternridume verwendet.Demnach ist
ein topologischer Raum X genau dann metrisierbar, wenn

es eine Algebra von dem in (2) eingeflhrten Typ B vgibt,
sovdaﬁ X homBomorph zu einem Unteffaum von "HS(E) Cist

Sei. H:X

>HS(§) die'Einbettung fir einen metrisierbaren

Raum X. Sie induziert einen stetigen Algebrenhomomorphismus

H’*"';chS(E)) —_ >¢C(x>

Andererseits seil dlch'

lung, die nach den Ergebnissen von (2) ( bistetige Isomorphie

>CC(HS(E)) die Gelfanddarstel-

von BC und Fc ) eine hombomorphe Einbettung ist

Durch H%ndi wird die Algebra B auf eine topologieindu-

zierende Unteralgebra A beschrinkter Funktionen in CC(X) abge~
bildet.A ist nach dem schon zitierten Ergebnis von W. Feldman

eine dichte Unteralgebra von CC(X) . Nach (1.3) besitzt

Ac die Algebra CC(X) als Gelfanddarstellung.

Sei nun umgekehrt G:B

. >CC(X) ( X topologisch )
ein stetiger Algebrenhomomorphismus. Dann existiert wegen der
universellen Eigenschaft der Gelfanddarstellung ein stetiger

Algebrenhomomorphismus (G’)*:CC(HS(B)) ~—-———>CC(X)

derart, da das folgende Diagramm kommutiert:

B >CC(HS(E))

~_ _
G \\\\\\\\ l (G')*

"*’cc<x>




...’jo .
Es werde nun angenommen, dap A die Topologie yon X indu-

ziere, so daRk nach (1.3) CC(X) die Gelfanddarstellung

von A ist. Da die Gelfandabbildung 4d

:A >C (X) mit
cC c c

2

der Einbettung identisch ist, erhdlt man das folgende kommu-

tative Diagramm:

[IRN

>cc<§s<é)>

—- 1

|
o)

RS

>C, (%)

B <

c
Die Anwendung des Funktors HomC ergibt das folgende kommu-~

tative Diagramm:

H_(B) >H, (B)
A +
G B
id !
X = Hom A — > X
cC C

Nun ist AC eine Unteralgebra beschrénkter Funktionen von
CC(X), die zudem die Topologie von X erzeugt, also nach dem
Ergebnis von W. Feldman eine dichte Unteralgebra von CC(X)
Da A das Bild von B unter & ist, muR aufgrund der Kommu- -
tativitdt des ersten Diagramms (G')X(CC(HS(E))) die Algebra
A umfassen und folglich auch dicht in CC(X) sein. Hieraus
folgt, dak (G')$ ein Epimorphismus ist..Das wiederum impli-
ziert, dak G' ein Monomorphismus ist. Da andererseits

die Algebra A die Topolegie von X induziert, folgt,

da G' ein Homdomorphismus in Hé(ﬁ) ist. Das ergiﬁt den
folgendeﬁ Satz:

3.1) Satz: Ein topologischer Raum X ist genau dann metrisier-
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bar, wenn es eine Algebra vom Typ BC und einen stetigen

Algebrenhomomorphismus G:I_BC ~——4~#00(X) derart gibt,

daf die Algebra G(B) die Topologie von X erzeugt.

Bemerkung: Wenn X metrisch ist, so ist G(B)c CC(X) dicht.

3.2) Bemerkung: Es werde an die in (2.4) gegebene Definition

des kompakten Hausdorffraumes S' erinnert. Da der Sternraum

S ein dichter Unterraum von S' 1ist, ist auch SN ein dich-

, AN L .
ter Unterraum des kompakten Raumes (3')7. Zu jedem metri-

sierbaren Raum X gibt es einen Sternraum S derart, daR
. y . N . . .
%X  homdomorph zu einem Unterraum von S 1st. Folglich ist

. . : N . .
X auch hom&omorph zu einem Unterraum von (S')" . Die Ein-

bettung X >(S‘)N gestattet nun eine Kbmpaktifizierung

X von X , indem man die abgeschlossene Hlille des Bildes
von X in (S')N bildet. Diese Kompaktifizierung verliuft
analog der Kompaktifizierung eines separablen, metrisier-
baren Raumes,wenn man ihn nach dem Urysohnschen Metrisations-
theorem in IN einbettet und dort abschlieht.

Die separablen, metrisierbaren Riume kénnen wie folgt

charakterisiert werden:

3.3) Satz: Fiir einen topologischen Raum X sind die folgenden

Aussagen Hquivalent:

N . . C e
(1) X dist ein separabler, metrisierbarer Raum .

(2) Es existieren eine Algebra vom Typ Bc und ein stetiger

Algebrenhomomorphismus G:EC ——>C_(X) ,_sc daR das

Erzeugendensystem FE(B) abzidhlbar ist und G(B) die

Topologie von X induziert.

(3) Es existieren eine Algebra (El)C und ein Stetiger Algebren-

homomorphismus G:(Ei) —
c

>CC(X) derart, daf die
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 Algebra B1 von der Eins und nur einem welteren Element

%a erzeugt wird und G(Bi) die Topologie von X indu-

ziert.

(4) Es existieren eine Algebra vom Typ BC, so daP die ste-

.tige Konvergenz auf BC normierbar ist, und ein ste-
tiger Algebrenhomomorphismnus G:BC ~w—mwaC(X) derart ,

dah G(R) die Topologie von X induziert
Beweis: (i)é>'(2) Zu >X existiert ein Sterraum S = S(J)
derart,dalk X als ein Unterraum von SN aufgefalt werden
kann.Da X separabel ist, existiert eine dichte, abzihl-
bare Teilmenge { x [ n e N} in X . Fiir jede natlirliche
Zahl 'k sel Trk:SN ———>3 dle k-te Projektion. Definiere
nun die Indexteilmenge J* von J wie folgt:
J*: ={ m| m e J, es existieren k,n e N , so dak wk(xn) £ Im} .
Es ist sofort ersichtlich, daf J° eine abzdhlbare Teilmenge

von J ist. Sei 8% der von J° definierte Sternteilraum

von S . 8% ist ein abgeschlossener Unterraum von S .

. a N .
Hieraus folgt, daR (%) ein abgeschlossener Unterraum von
N . . ' N
S ist. Man erkennt ferner aus der Definition von Jg, 7

da® (S%N die Menge {xn] n e N} und folglich auch deren
Abschluf in S enthilt. Wegen Xc { x| nen }7 folgt
dann aber, daB .X in (85N liegt . Die zu dem Sternraum S°
gehdrige Polynomalgebra P Dbesitzt dann aber nach ihrer Définiw
tion ein abzihlbares Erzeugendenéystem. Demnach ist das Er-
zeugendensystem‘_E(B) der zu P isomorphen Algebra B eben-
falls abzidhlbar. Nach Konstrukticn der Algebra B folgt,

daf dann auch E(B) aﬁzéhlbar Séin muf. Es gilt dann

- . ’ a N .
HS(B) Z (éﬁN . Sei d:BC —w~———>cc<<va) die Gelfanddar-



P
stellung und (G")"

:CC((S%N) — CC(X) die Restriktions-

abbildung. Dann ist G: = (G‘)id:éc ——f~——>CC(X) ein stetiger

Algebrenhomomorphismus und G(B) induziert die Topologie
von X

(2)=>(3) : Da die Algebra G(B) die Topologie von X indu-
ziert, induziert auch schon das hdchstens abzidhlbare Erzeu-
gendensystem G(E(B)) die Topologie von X . Sei

G(E(B)) = {fnl n ¢ N}. Man betrachte das Gelfanddiagrgmm

a
Y
B >CC(HS(B)/

e

G T (GH*

{

1

- b
‘$CC<X>

Nach Definition des Erzeugendensystems E(B) giit fir g
aus E(B) und fir h aus HS(E) stets d(g)(h) = h(g)e I
Hieraus folgt fir x aus X : G(g)(x) = (G)¥(a(g))(x) =
= d(g)(G'(x)) ¢ I . Das bedeutet, das alle Funktionen fn
aus G(E(B)) ihre Werte in I annehmen. Man definiere nun
eine Abbildung T:X —————~>_IN durch T(x}):= (fn(x)) 5

wo X aus X sei . Trivialerweise ist T -étetig . Da an-

dererseits die Familie {f | n e N} die Topologie von X
N

=3

induziert, ist T eine Einbettung .- von X in I
o . . N ,
Also kann X als ein Unterraum von I aufgefalkt werden.

Sei ‘nun B1 die zum Sternraum I gehdrende Algebra.

Sie wird von der Eins und dem Element X1 erzeugt
' N

Die Algebra (Ej)c beschreibt dann I Konstrulert man

nun den stetigen Algebrenhomomorphismus G:(El)C ->CC(X)
wie im Schluf (1)=>(2) , so wird von G(B) die Topologie

von X erzeugt.



(3)=>(4): Man vetrachte nun die Algebra <§1)c . Es 1ist

HS(El) = IN ein kompakter Hausdorffraum. Folglich ist die

von HS(E ) auf B, induzierte stetige Konvergenz die

1 1
gleichmédRige Konvergenz auf Hs(ﬁl) . Also ist (El)C normier-
bar. Die Aussagen in (4) sind somit erfiillt. .

(U4)=>(1): Sei Ec normierbar. Die Vervollstidndigung A
von EC bezlglich der Norm ist dann eine Banachalgebra. Da
Ec dicht in A ist, gilt Hom A = Hom Ec . Da A eine

Banachalgebra dist, ist HomSA ein kompakter Hausdorffraum.

Die Einbettung EC ———>A definiert eine stetige, bijektive
Abbildung HomSA = Hoch —-«~—————-~—>Homcl_3C . Nach (1.3)
und dem im Beweis von (1.3%) auftretenden Diagramm ist

Hom B = Hom B = HS(E) . Also ist HS(E)_ ein kompakter

v

Hausdorffraum. Da die Algébra B das abzdhlbare Produkt SI\|

c
eines Sternraumes S durch HS(E) x SN beschreibt, folgt,
dahk SN kompakt sein mul . Dies wiederum.impliziert, dak
auch der Sternraum S kdmpakt sein muB. Nach den Betrachtungen
in Abschnitt 2 Uber Sternrdume folgt, daR S nur endlich
viele Strahlen besitzt, woraus folgt, daf die Algebra B 5
die S béschreibt, ein endliches Erzeugendensystem E(B)
besitzt. Nach Konstruktion von B ist dann aber E(E?
abz8hlbar. Nach Voraussetzung induziert G(B) wund folglich
auch G(E(B)) die Topologie von X . Sei wiederum
G(E(E)) = {fni n e N } . Definiere wiederum T:X ——-~—>RN
durch T(x) : = (fn(x)) , Wo X aus X sei . Die Abbildung

T ist stetig. Da die Familie G(E(E)) aber auch die Topo-

logie von X induziert, ist T ein Homdomorphismus ven X
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Brned

1
A\
I

I

I

. N . ..
in R . Da jeder Unterraum von R separabel und metrisler-

bar ist, folgt, daR ¥ separabel und metrisierbar ist.

Bemerkungen: (a) Bel genauerer Betrachtung der hier durch-

geflihrten SchluBweisen erkennt man Sofort,'daﬁ gleichzeitig
aus dem hier verwendeten allgemeinen Mefrisationssatz das
Urysohnsche Metrisationstheorem hergeleitet wurde.

(b) Die =zweite Aussage von (3.3) Dbesagt insbesondere,
da fir einen separablen,metrischen Raum X die Aigébra
CC(X) separabel iste Dieses Ergebnis wurde in anderem Zu-

sammenahng mit Untersuchungen iber das zwelte Abzihlbarkeits-

axiom fiir CC(X) von W. Feldman gefunden.
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