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Bemerkungen Uber eine Klasse von R- Algebrentopologien

auf  C(X)

von E. Binz , H.-P. Butzmann und K.Xutzler

Flir einen volistédndig regullren {37 topologischen Raum

[N

X bezeichne C(xX) die {R- Algebra ( mit den punktweise
definierten Operationen ) ‘aller stetigen, reellwertigen
Funktionen auf X . \
Bel dér Untersuchung von JR-Algebrenlimitierungen aufv C(X)
stiefRen wir auf die folgende Frage:
Gibt es auf C(X) eine I{R-Algebrentopologie T , die fol-
genden Bedingungen genligt:
(a) Die Evéiuationsabbildung'
@i Oy (X) XX ————> R ,
definiert durch w(f,p) = f(p) rfir alle  aus C(X)
und fur alle p aus X  ist stetig.
(b) Die abgeschlossenen, maximalen Ideale von CT(X) sind
genau die fixierten.
( Ein maximales Ideal M von C(X) heipt fixiert, wenn es
einen Punkt p aus X so gibt, dah
M E{fi fe C(.X),f(p)zo} gilt . )
Zur LOsung unseres Problems verwenden wir den ,
Begriff der Limitierung der stetigeanonvergenz {11 .
Diese ist auf einer Teilmenge ®(Y,Z) der Menge aller
stetigen Abbildungen von einem Limesraum Y in einen Limes-

raum Z wie folgt charakterisiert:

Sie. ist unter allen Limitierungen /\ auf F(Y,z) , fur

die die Evaluationsabbildung cu:&%K(YyZ)xY e S/




stétig ist, die gridbste. ?ﬁ(X,Z) versehen mit der Limitierung
der stetigen Konvergenz werde mit EfC(Y,Z) bezeichnet.
“Sei T eine gR—Aigebrentopologie auvf C(X) ,
die (a) und (b) erfillt. Dann ist wegen (a)
id 1 Cp(X) ————s  C_(X)
stetig. Bezeichnen wir flr eine R-Limesalgebra A mit Eins-
element die Menge aller otetlyenS reellwertigen, unLtaPPn
&R—Algebrenhomomorphismen mit Hom A , so ist die Abbildung
ig* Hom C (X) ————> Hom Cn(X)
die jedes h aus HomCCé(X) auf sich selbsp abbildet,
stetig. Jeder Punkt p aus X induziert eine stetige
Abbildung : ‘
iX(p):CC(X) e}
definiert durch
iy(p)(r) = f£(p)
fiir alle £ ausv C(xX)
In {2] wurde gezeigt, dap filr einen vollstindig
réguléren topoldgischen‘ﬁaum X die Abbildung
X

‘ein HomSomorphismus ist . Damit ergibt sich das folgende

KR . \
X — HomCCC(X/

kommutative Diagramm stetiger Abbildungen:

ig*
— Fom C (X)
f

.x \\\\\\ //// ldOLX

Die Btdln rung (b)) impliziert die Bijektivitidt von idkbiv,
N

“om C (X)

Da die Limitierung der stetigen Konvergenz auf Hom C,,(X)
P

feiner als die Topdlogie der punktweisen Konvergenz ist,




folgt aus der vollstindigen Regularitdt von X die Bistetig-
keit wvon idﬁ‘ciX .
Den Schlilssel zur Lésung unseres Problems liefert der folgende

Satz von M. Schroder : Sei A eine assoziative, kommutative,

topologische [R-Alpgebra mit Einselement. Dann ist HomCA

ein lokalkompakter Limesraum, d.h., jedem konvergenten Filter

in Hom A gehOrt eine kompzkte Mernge an . [ 4]

Also 1ist HomCCT(X) und daher X lokalkompakt.

e

Ist umgekehrt X lokalkompakt, so ist die Limitierung
der stetigen Konvergenz eine Topologie auf C(X) , die
(a) und (b) erfillt. Zusammenfassend k&nnen wir sagen:

Satz: Ein vollstindig regulirer topologischer Raum X ist

genau dann lokalkompakt, wenn auf C(X) eine IR-Algebren-

topologie T existiert, die (a) und (b) genligt.

Unsere eingangs gestellte Frage wird durch das fclgende
Korollar beantwortet:

~Korollar: UWenn ein vollstindig regulirer topologischer Raum

X nicht lokalkompakt ist, dann gibt es auf C(X) keine

iR-Algebrentopologie mit den Eigenschaften (a) und  (b) .

LA/t man die Bedingung (b) fallen, so findet sich
ein vollstdndig reguldrer, nicht lokalkompakter topologischer
Raum X und eine iR—Algebrentopblogie auf C(X) , die
(é) erfliillt. Als DReispiel wihle man einen nicht lokalkompalc-
ten aber pseudolompakten , vollstidndig reguliren topolo-
gischen Raum X und versehe C(X) mit aef Topologle der
gleichmiBigen Xonvergenz auf X .

Einen solchen Raum kdnnen wir etwa wie folgt erhalten:

Das Produkt  ~WxN® von W -~ der Menge aller Ordinalzahlen,




.

die kleiner als die erste lberabzihlbare Ordinalzahl sind,

5

versehen mit-der Intervalltopologie =~ und der Einpunkt-

e

!

.kompaktifizierung NS von N - der Menge der natlirlichen
7Zahlen versehen mit der diskreten Topologie =~ ist lokal-
kompakt und pseudokompakt (3] . Jedoch ist

Y= AT )N (WrN )
zwar abzihlbar aber nichtvdiskret ¢ [37 ., p. 133 ) .
Man w&hle also eine nichtabgeschlossené Menge C in Y
und . bilde

X o= pmmmd\c.
Der Raum X ist ein vollstédndig fegu,érer, .pseudokompakﬁef

topologischer Raum, der nicht lokalkompakt sein kann.
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