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Einleitung

Von großem Interesse in der Differentialgeometrie ist die Frage,

inwieweit die topologische Gestalt einer Riemannschen Mannig-

faltigkeit durch ihre lokalen geometrischen Invarianten, vor

allem durch die Krümmung, charakterisiert wird. Im allgemeinen

muß man einschränkende Bedingungen an die Krümmung stellen, um

globale topo10gische Aussagen zu erhalten. So setzt man etwa

voraus, daß das Krümmungsverhalten des Raumes nur geringfügig

von dem eines bekannten Standardraumes abweicht. Hier bieten

sich vor allem die symmetrischen Räume als Vergleichsmodelle an.

Charakteristisch ist etwa die Frage, ob eine kompakte Riemann-

sche Mannigfaltigkeit M, deren Krümmung nur wenig von der eines

symmetrischen Modellraums M abweicht, homöomorph oder diffeo-

morph zu einem lokal symmetrischen Raum ist.

Für die Sphäre als Modell gab H.E. Rauch ([Rt]) hier 1951 die

erste Antwort, die dann von M. Berger ([B],1960) und W. Klin-

genberg ([K],1961) vervollständigt wurde und als Sphärensatz

in die Literatur einging, (siehe auch K. Grove und K. Shiohama

([GS],1977) für eine weitere Verallgemeinerung). Die erste

differenzierbare Version des Sphärensatzes wurde 1966 von D.

Gromoll ([Gr]) bewiesen. Gromolls Ergebnis wurde dann in einer

Reihe von Arbeiten von H. Karcher, E.A. Ruh und vielen anderen

verbessert und verallgemeinert.
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Rauch ([R2],1953) untersuchte auch als Erster die Situation

für die anderen kompakten symmetrischen Räume als Modell,

wobei er jedoch starke Holonomievoraussetzungen stellen mußte.

Eine weitgehende Lösung des Rauchschen Programms wurde erst

1979 von Min-Oo und E.A. Ruh ([MR1]) gegeben: Sie zeigten, daß

eine kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit M bei sehr kleiner

Abweichung vom Modellraum M diffeomorph zu einem lokal symme-

trischen Raum r\M ist, wobei als Modell jeder beliebige ein-

fach-zusammenhängende kompakte irreduzible symmetrische Raum

zugelassen ist. Unter Verwendung der gleichen Beweismethod5

erweiterten Min-Oo und Ruh ([MR2], 1981) dieses Ergebnis bis

auf einige Ausnahmen auch auf nicht-kompakte irreduzible
symmetrische Modellräume.

Während in den meisten Beweisen des Sphärensatzes hauptsächlich

das Verhalten der geodätischen Kurven untersucht wird, beruht

der Beweis von Min-Oo und Ruh auf einer anderen Methode, nämlich

der Lösung der Maurer-Cartanschen Strukturgleichung. Als Aus-

gangspunkt dient dabei ein fast-flacher Cartan-Zusammenhang,

der dann zu einer Lösung dieser Gleichung deformiert wird.

Diese Vorgehensweise beruht auf dem Grundgedanken, die Ab-

weichung der lokalen Geometrie des vorgegeben Raumes M von

der des Modells M = G/H als Krümmung eines geeigneten Cartan-

Zusammenhangs w zu interpretieren. Die 1-Form w ist hierbei

aUf einem Prinzipalbündel P mit Basisraum Mund Strukturgruppe

H definiert. Ihre Werte liegen in g, der Liealgebra von G.

Für das Modellbündel G ~ M hat man einen kanonischen flachen
Cartan-Zusammenhang w: TG ~ g, nämlich die linksinvariante
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Maurer-Cartan-Form von G. Flachheit bedeuted, daß w die Maurer-

Cartan-Gleichung löst. Diese Gleichung ist die kanonische

Integrabilitätsbedingung für eine lokale Liegruppe. Die

Krümmung von w: TP ~ 9 ist als Abweichung von der Maurer-

Cartan-Gleichung definiert. Sie ist somit ein natürliches Maß

dafür, wie weit P von einer lokalen Liegruppe (und M von einem

lokal homogenen Raum) abweicht. Wir verweisen auch auf [M1],

[M2], [Rul],[Ru2], [Ru3], wo dieser Aspekt herausgestellt wird

und zum Tragen kommt.

Man kann sich die Frage stellen, inwieweit die oben skizzierten

Betrachtungen noch Sinn machen und Deformationsmethoden wie

die von Min-Oo und Ruh noch anwendbar sind, wenn man keinen

Modellraum G/H, sondern lediglich eine Mannigfaltigkeit Mund

eine Liegruppe G vorgegeben hat, (wobei dirn M < dirn G voraus-

gesetzt sei). Es ist klar, daß es dann im allgemeinen keine

Kandidaten für H, P und w gibt, die der oben beschriebenen

Ausgangssituation genügen, auch dann nicht, wenn man zunächst

auf Symmetrie- und Krümmungsvoraussetzungen verzichtet und

lediglich ein homogenes Modell G/H haben möchte. Der erste

Schritt wäre nun, anstelle von G/H, P und weine allgemeinere
Struktur zu beschreiben, auf die Deformationstechniken wie die

in [MRl] und [MR2] angewendet werden können. Das Hauptanliegen

dieser Arbeit ist es, im Fall einer gegebenen dreidimensionalen

orientierten Riemannschen Mannigfaltigkeit M und der normalen

reellen Form der einfachen Liealgebra vom Ausnahmetyp G2 eine
solche Struktur zur Verfügung zu stellen.
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Von Interesse ist dieser Problemkreis unter anderem auch des-

halb, weil man zwangsläufig sein Augenmerk auf allgemeinere.

Strukturen als Prinzipalbündel und Cartan-Zusammenhänge richten

muß, wenn man mit der oben erwähnten Methode Aussagen über

Räume gewinnen will, die nicht lokal homogen sind. Wir werden

daher den Begriff eines Cartan-Zusammenhangs auf beliebige

Faserbündel auszudehnen. Nach wie vor macht es Sinn, die

Krümmung eines solchen verallgemeinerten Cartan-Zusammenhangs

w: TB ~ 9 zu definieren und sie als Maß für die Abweichung

des Bündels B von einer lokalen Liegruppe zu werten.

Das erste Kapitel dient vor allem der Einführung von Cartan-

Zusammenhängen und einiger hiermit verbundener Begriffe.

E. Cartan verwendete diese Zusammenhänge zur Untersuchung

affiner, konformer und projektiver Strukturen, (siehe [C]).

Später wurde die Theorie von C. Ehresmann ([E]) und S. Koba-

yashi ([Kol]) präzisiert und weiter ausgebaut. Durch die

Arbeit von S. Sternberg und T. Ungar ([SU]) hat sie auch

Eingang in die Physik gefunden und dort einen neuen Zugang

zu den Bewegungsgleichungen ermöglicht, (siehe auch [GSt]).

Die weiter oben beschriebene Sichtweise verdeutlichen wir

in Abschnitt 1.4 an einigen Beispielen. Sie dienen gleich-

zeitig als Grundlage für die spätere Konstruktion.

In Abschnitt 1.5 beschreiben wir die Ausgangssituation zum ~
Studium projektiver Cartan-Zusammenhänge. Dabei folgen wir

dem Buch von S. Kobayashi ([Ko2]), in dem projektive und kon-
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forme Zusammenhänge gleichzeitig mit ein und derselben Methode

behandelt werden. Basis für diese Vorgehensweise ist die Tat-

sache, daß man die relevanten Liealgebren wie folgt zerlegen

kann:
si (n+l,~) = ~n ~ 91 (n,~) • ~n.

o(n+l,l) = ~n • co(n,~) • ~n.

Für die normale reelle Form 9 vom Typ G2 hat man eine ganz

ähnliche Zerlegung:

So drängt sich die Frage auf, ob die Methoden zur Untersuchung

projektiver und konformer Zusammenhänge auch für Cartan-

Zusammenhänge vom Typ G2 genutzt werden können. Im Gegensatz

zum projektiven und konformen Fall ist die' Liealgebra 9 aber

nicht graduiert. Dies führt dazu, daß die oben gestellte Frage

verneint werden muß. Wir werden darauf in Abschnitt 3.5 näher

eingehen.

Im letzten Abschnitt des ersten Kapitels erweitern wir dann

den Begriff eines Cartan-Zusammenhangs auf den Fall, wo das

zugrunde liegende Bündel kein Prinzipalbündel mehr ist.

Kapitel 2 beschäftigt sich mit den einfachen Ausnahmealgebren

und -gruppen vom Typ G2• Das hier verwendete Modell für die
komplexe Liealgebra ist dem Buch von J.E. Humphreys ([Hu])

entnommen. Für diese Liealgebra bestimmen wir explizit die
Killingform, eine Cartan-Unteralgebra, das zugehörige Wurzel-
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system und eine Weylbasis. Diese Daten liefern uns dann auf

bekannte Weise eine normale reelle Form 9 (und eine kompakte)

wie auch eine Cartan-Zerlegung 9 = ~ ~ p. Die Liealgebra ~

ist isomorph zur Liealgebra der schiefadjungierten Endomorphis-

men des IR4, einen expliziten Isomorphismus geben wir in Ab-

schnitt 2.4 an. Der letzte Abschnitt dieses Kapitels dient der

Beschreibung der Liegruppen vom Typ G2, wobei wir vor allem

SO(4) als Untergruppe der adjungierten Gruppe G von 9 reali-

sieren.

Nach diesen Vorbereitungen wenden wir uns im dritten Kapitel

der Konstruktion verallgemeinerter G2-Cartan-Zusammenhänge für

eine dreidimensionale orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit

M zu. Zuerst benötigen wir ein geeignetes Faserbündel B über M.

Wir geben hierfür in Abschnitt 3.2 zwei Beschreibungen an.

Einen Isomorphismus zwischen den beiden Bündeln erhalten wir

mit Hilfe der in 3.1 definierten Projektion des relevanten

(durch die Riemannsche Volumenform definierten) SL(3,~)-Bündels

über M auf das SO(3)-Unterbündel P der positiv orientierten

Orthonormalbasen in TM. Eine geeignete Einbettung j von B in

das zu P assoziierte Prinzipalbündel mit Strukturgruppe G er-

laubt uns dann, die Menge C(B) aller verallgemeinerter Cartan-

Zusammenhänge auf B vom Typ (G,j) (im Sinne der Definition aus

1.6) zu untersuchen. Als erstes Ergebnis erhalten wir in Ab-

schnitt 3.3 eine Charakterisierung von C(B) als Menge gewisser

g-wertiger 1-Formen auf P. Insbesondere hat man damit ein not-
wendiges und hinreichendes Kriterium, das angibt! unter welchen

Bedingungen eine vorgegebene 1-Form wo: TP ~ 9 einen verall-
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gemeinerten Cartan-Zusammenhang w: TB ~ 9 vom Typ (G,j) indu-

ziert. Wir zeigen dann, daß jeder Cartan-Zusammenhang auf P

vom Typ (SO(4) ,SO(3) diese Bedingungen erfüllt. Setzt man die

Krümmungen von w und Wo zueinander in Beziehung, so sieht man,

daß diese nur gemeinsam verschwinden können. Dies liefert ins-

bes~ndere für jede sphärische Raumform M einen flachen Cartan-

Zusammenhang. Um ein analoges Ergebnis auch für die hyperbo-

lischen Raumformen zu erhalten, betrachten wir in 3.6 und 3.7

die komplexifizierte Situation. Die Ergebnisse aus den vorher-

gehenden Abschnitten lassen sich dann problemlos auf komplexe

Cartan-Zusammenhänge ausweiten.

Der Abschnitt 3.5 dient der Beschreibung der Strukturgleichungen

von w und der Bianci-Identitäten in Bezug auf eine geeignete

Basis. Wir vergleichen die vorliegende Situation mit der pro-

jektiven aus Abschnitt 1.5.

Die hier beschriebene Konstruktion beruht im wesentlichen auf
einer Cartan-Zerlegung von g. Sie kann deshalb in analoger Art

und Weise durchgeführt werden, wenn man anstelle von 9 eine

beliebige andere nicht-kompakte, halbeinfache Liealgebra be-
trachtet, (vorausgesetzt, man hat ein geeignetes Ausgangsbündel

zur Verfügung). Wir skizzieren dies im letzten Abschnitt.



1. CARTAN-ZUSAMMENHANGE

1.1 Äguivariante Differentialformen

Wir betrachten ausschließlich endlich-dimensionale Mannig-

faltigkeiten der Klasse Cm."Differenzierbar" bedeutet stets

"glatt", d.h. "unendlich oft differenzierbar". Für allgemeine

differentialgeometrische Grundlagen verweisen wir auf [KNo].

Die Tangentialabbildung einer differenzierbaren Abbildung f=

zwischen zwei Mannigfaltigkeiten Mund N bezeichnen wir mit

f : TM ~ TN ,•
faserweise auch mit

Unter einem Faserbündel Tt: B -+ M verstehen wir ein lokal

triviales Cm-Bündel. Wir schreiben rB für die glatten Schnitte

von B. Das Vektorbündel der vertikalen Tangentenvektoren von B

wird mit VB notiert:

VB = ker Tt C TB .•

Ist E ein reeller Vektorraum, so bezeichnet A{B,E) den Raum

der E-wertigen glatten Differentialformen auf Bund Ak{B,E)

den Unterraum der k-Formen. Eine Form ~ E A{B,E) heißt

horizontal, wenn X J ~ für jedes vertikale Vektorfeld X E rVB

verschwindet. Hierbei ist
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X.J Ak (B,E) ----+ Ak-1 (B,E)

die innere Multiplikation mit X.

Sei nun n: P ~ Mein Prinzipalbündel, wobei die Struktur-

gruppe G von rechts auf P operiert. Ist F eine weitere Mannig-

faltigkeit, auf der G differenzierbar von links operiert, so

hat man das zu P assoziierte Bündel

B: = P XG F .

B ist der Quotientenraum der durch

(p,f) .g = (pg,g-l f) (peP, feF, geG),

definierten Rechtsoperation von G auf P x F. Den Orbit durch

(p,f) bezeichnen wir mit

[(p,f)] = {( pg ,g-1f) e P x F I g eG} .

B ist ein Faserbündel über M vom Fasertyp F, die Projektion

nB: B ~ M ist durch nB([(p,f)]) = n(p) gegeben. Jedes

peP induziert einen Diffeomorphismus von F auf die Faser

nB-1 (n(p)), den wir auch mit p bezeichnen wollen:

p: F ----+ ltB-1(lt(p)) , p(f) = [(p,f)] .

Wir betrachten den Fall, wo F = E ein reeller Vektorraum ist
und G durch eine Darstellung

p: G ----+ GL(E)

auf E operiert. Das assoziierte Bündel E = P XG E trigt
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jetzt eine kanonische Vektorbündelstruktur, derart, daß

für jedes pEP ein linearer Isomorphismus ist.

Eine Differentialform ~ E A(P,E) heißt äguivariant (oder
genauer p-äquivariant), wenn

•Rg ~ = p(g-l) ~

für alle gEG gilt. Hierbei bezeichnet Rg die Rechtsoperation

von g auf P und •Rg ~ die mit Rg zurückgezogene Form.

Jede k-Form a auf M mit Werten im Vektorbündel E induziert

eine E-wertige horizontale, äquivariante k-Form ~ auf P,

punktweise definiert durch

für alle v1, ... ,VkE TpP und pEP. Offenbar gilt:

1.1.1 Lemma: Die Zuordnung a ~ ~ beschreibt einen Iso-

morphismus von Ak(M,E), dem Vektorraum der glatten IE-wertigen

k-Formen auf M, auf die horizontalen, äquivarianten Formen in

Ak (P,E).

Wir erinnern an den Begriff des "fundamentalen Vektorfeldes":

Sei 9 = TeG die Liealgebra von G. Jeder Vektor AEg induziert
ein vertikales Vektorfeld A. auf P, definiert durch
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d= dt1t=O(p.exp(tA))

wobei peP als Diffeomorphismus

p: G ~ n-l (n{p)) , p(g) = pg = Rg(p)

aufgefaßt wird, also (P.)e ein Isomorphismus von g auf den

Vertikalraum Vn{p)p im Punkt n{p) ist. Man nennt A. das

fundamentale Vektorfeld von A. Es gilt

für alle Aeg, geG und peP. Hierbei ist Ad: G ~ GL{g) die

adjungierte Darstellung von G, die wir gelegentlich auch mit

AdG bezeichnen wollen.

Das folgende Lemma werden wir später oftmals benutzen.

1.1.2 Lemma: Sei na: B ~ Mein Faserbündel, n: P ~ M

ein G-Prinzipalbündel und f: B ~ P eine starke Bündelab-

bildung, d.h. eine differenzierbare Abbildung mit nof = na.
Ferner sei p eine Darstellung von G in einem reellen Vektor-

raum E und ~l '~2e Ak{P,E) zwei äquivariante k-Formen mit

• •f ~l = f ~2 und • •A .J ~l = A .J ~2

für alle Aeg. Dann ist ~l = ~2 .

Beweis: Seien VI' ... ,VkE TpP. Man wähle ein beB und Vektoren
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für alle i = 1, ... ,k gilt. Definiert man gEG durch p = f(b)g,

so ist Rg-l.Vi - f.wj vertikal und somit von der Form

für eindeutig bestimmte AiEg. Da ~j äquivariant ist, gilt

~ j (v1 , • • • , V k) = P (g-l) ~ j (Rg-l.V 1 , • • • , Rg-l•V k)

für j = 1,2. Ersetzt man Rg~.Vi durch
ergibt sich

wobei.Bj eine Summe über Summanden der Form ~j(Ul, ... ,Uk) mit

Ui= Ai-(f(b)) für mindestens ein i ist. Da •A .J ~l =
für alle AEg, folgt Bl= B2 und somit ~l= ~2 aufgrund von

Zum Schluß dieses Abschnitts sei noch bemerkt, daß wir den

Begriff "Zusammenhang" im Sinne von "Zusammenhangsform" ver-

o

wenden. Ein Zusammenhang auf einem G-Prinzipalbündel P ist also

eine Ad-äquivariante 1-Form w E Al (P,g) mit w(A.) = A für

alle AEg. Die Krümmung von w ist dann eine Ad-äquivariante

horizontale 2-Form ~ E A2(P,g). Sie kann durch die Struktur-

gleichung

~ = dw + [w,w]

definiert werden, d.h. genauer:

~(X,y) =X(w(Y») -Y(w(X») -w([X,Y]) + [w(X),w(Y)]

für alle X,Y E rTF. Der letzte Term ist die Lieklammer in g.
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1.2 Cartan-Zusammenhänge auf Prinzipalbündeln

Wir definieren jetzt den Begriff eines Cartan-Zusammenhangs

Sei G eine Liegruppe mit Liealgebra 9 und H C G eine abge-

schlossene Untergruppe mit Liealgebra Q C g. Ferner sei

n: P ~ Mein H-Prinzipalbündel über einer Mannigfaltigkeit M

mit dirn M = dirn G/H.

1.2.1 Definition: Ein Cartan-Zusammenhang vom Typ (G,H) auf P

ist eine g-wertige i-Form w auf P mit folgenden Eigenschaften:

(Cl) w(A*) = A für alle A E Q,
(C2) •Rh w = Ad(h-1) w für alle h E H,

(C3) w(X) * 0 für alle X E TP mit X * o.

Wegen (C3) und dirn P = dirn G ist wp: TpP ~ 9 für jedes pEP

ein Isomorphismus. w definiert also einen absoluten Parallelis-
mus auf P, d.h. eine Trivialisierung TP ~ P x g.

Die Krümmung ~ eines Cartan-Zusammenhangs w: TP ~ 9 wird durch

~ = dw + [w,w] E A2(P,g)

definiert. Ist ~ = 0, so nennt man w flach.

Motiviert ist dieser Krümmungsbegriff durch die Maurer-Cartan-
sche Strukturgleichung dw+ [w,w] = 0 für die Liegruppe G.
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Hierbei ist w E Al (G,g) die linksinvariante Maurer-Cartan-
Form von G, definiert durch

für alle Xg E TgG. Für jede abgeschlossene Untergruppe H von

G ist wein flacher Cartan-Zusammenhang vom Typ (G,H) auf dem

H-Prinzipalbündel G ~ G/H. Man nennt ihn den kanonischen

Cartan-Zusammenhang für den homogenen Raum G/H.

Man beachte, daß die Krümmung eines Cartan-Zusammenhangs

horizontal und Ad-äquivariant ist. Ad steht hier für die

Einschränkung der adjungierten Darstellung von G auf H.

Die folgende Beobachtung liefert die Motivation für die in

Abschnitt 1.6 vorgenommene Verallgemeinerung von Cartan-

Zusammenhängen auf beliebige Faserbündel. Sei

n': P' = P xH G ~ M

das zu P assoziierte Bündel mit typischer Faser G, wobei H

durch Linkstranslation auf G operiert. G operiert dann auf P'

von rechts durch

[(p,a) ].g = [( p ,ag)] , (pEP, a,gEG) .

Mit dieser Operation ist P' ein G-Prinzipalbündel über M.
Mittels

i: P -~ P' , i(p) = [(p,e)] ,

wird P in P' als Unterbündel eingebettet. P ist also eine
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Reduktion von P' auf Strukturgruppe H.

1.2.2 Lemma: Eine g-wertige I-Form w auf P ist genau dann

ein Cartan-Zusammenhang vom Typ (G,H), wenn die folgenden zwei

Bedingungen gelten:

(i) Es gibt einen Zusammenhang w' auf P' mit w •

(ii) w{X) * 0 für alle X E TP mit X * 0 .

Beweis: Ist w'E Al (P',g) ein Zusammenhang auf P', so erfüllt

w: = i.w' offensichtlich die Bedingungen (Cl) und (C2) für

einen Cartan-Zusammenhang auf P, (während (C3) im allgemeinen

nicht gilt). Umgekehrt läßt sich jede i-Form w: TP ~ 9 , für

die (Cl) und (C2) gilt, zu einem Zusammenhang w' auf P' erwei-

tern: Zu vorgegebenem X'p'E Tp'P' wähle man pEP, gEG und

Xp E TpP mit p'= [(p,g)] und ~.Xp = ~~X'p'. Dann ist

Rg-l.X'P' - i.Xp vertikal. Es gibt somit genau ein AEg mit

A • (i (p)) = Rg-I.X' p' - i. Xp •

Man setze
w' (X'p,) = Ad(g-l) (A + w(Xp))

Diese Definition ist unabhängig von der Wahl von p, g und XP'
und w': TP'~ 9 ist'ein Zusammenhang auf P' mit i.w' = w .

o

Es sei bemerkt, daß die Erweiterung eines Cartan-Zusammenhangs

w E Al (P,g) zu einem Zusammenhang w' auf P' nach 1.1.2 eindeutig

ist. Sind Q und Q' die Krümmungen von wund w' respektive, so

hat man i.Q' = Q, wie unmittelbar aus den Strukturgleichungen
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folgt. Ferner ist ~' die einzige horizontale und Ad-äquivariante

g-wertige 2-Form auf P' mit dieser Eigenschaft (siehe 1.1.2).

Dies impliziert insbesondere ~' = 0, wennw flach ist.

1.3 Die Verschmelzunq eines Cartan-Zusammenhanqs

Die Voraussetzungen und Notationen des vorangehenden Abschnitts

werden beibehalten. Ferner bezeichne M den homogenen Raum G/H

und n: G ~ M die kanonische Projektion. G (und somit H)

operiert auf M durch Linkstranslation:

Das assoziierte Bündel

Lg(ft(a» = n(ga) (g,a e G)

ist kanonisch isomorph zu P'/H, dem Quotientenraum der Rechts-

operationvon H auf P'. Man hat einen kanonischen Schnitt

a: M ~ B ,

denn die Abbildung P ~ B, die jedem pEP den Orbit [(p,e)]

zuordnet, ist faserweise konstant. Hierbei .bezeichnet e = n(e)
den Ursprung in M.

Sei VM = a.VB das mit a zurückgezogene Vertika1bündel VB C TB.

VM ist ein Vektorbündel über M; die Faser über xeM besteht aus
allen vertikalen Vektoren von TB im Punkt a(x).
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Jeder Cartan-Zusammenhang w: TP ~ 9 vom Typ (G,H) induziert

eine Verschmelzung von P mit B, d.h. einen starken Isomorphis-

mus der Vektorbündel TM und VM, wie folgt:

Sei w' die Erweiterung von w zu einem Zusammenhang auf P'= P xH G

gemäß 1.2.2 und

TP' = VP' ~ HP'

die durch w' definierte Zerlegung in Vertikal- und Horizontal-

bündel, also

VP' = ker rr'• und HP' = ker w'.

Da P xH Mund p'xG M kanonisch isomorph sind, kann Bauch

als zu P' assoziiertes Bündel aufgefaßt werden. Somit induziert

w' auch eine direkte Summenzerlegung von TB in vertikale und

horizontale Vektoren,

TB = VB ~ HB .

Der Horizontalraum HbB C TbB im Punkt b = [(p' ,g)] E B mit

p'EP' und gEM ist hierbei durch HbB = rg.(Hp'P') definiert,
wobei rg: P' ~ B ein Element q'EP' auf [(q' ,g)] E B ab-

bildet. Offenbar hängt HbB nur von b und nicht von der Wahl
von p' und gab.

Sei V E Al (B,VB) die Projektion von TB auf das vertikale

Unterbündel VB. Die von w induzierte Verschmelzung von B mit

P ist dann die mit cr zurückgezogene Form
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Eine andere Charakterisierung der Verschmelzung gewinnt man

durch Beschreibung von VM als zu P assoziiertes Vektorbündel

vom Fasertyp .TeM ~ g/p. Hierbei operiert H auf TeM vermöge

der linearen Isotropiedarstellung

Man hat einen kanonischen Isomorphismus

J: P xH TeM ~ VM ,

definiert durch J([(p,X)]) = (P.)e(X) für alle peP und

X e TeM, wobei p auf der rechten Seite der Gleichung als

Diffeomorphismus von M auf die Faser ~B-l (~(p)) interpretiert

wird. Wir setzen

e: = Ti_ 0 w: TP ~ TeM

und nennen e die Verschmelzungsform von w. Die Bedingungen

(Cl)-(C3) für den Cartan-Zusammenhang w implizieren die folgenden

Eigenschaften für e:

(Cl') e(A*) = 0 für alle Aep ,

(C2') Rh-e = p(h-1)e für alle heH ,

(C3') ep: TpP ~ TeM ist surjektiv für jedes peP.

(C2') folgt aus der Kommutativität des Diagramms

g Ad(h)
) g

(il.).1
p(h)

1 (il,l.
TeM ) TeM
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Die Verschmelzungsform 9 ist also eine horizontale, p-äqui-

variante 1-Form auf P und induziert somit gemäß Lemma 1.1.1

eine 1-Form e auf M mit Werten im Vektorbündel P xH TeM.
Die Beziehung zwischen 9 und der Verschmelzung cr.V wird dann

durch die Gleichung J 0 e = cr.V beschrieben. Die Bedingung

(C3') garantiert die Invertierbarkeit der Verschmelzung.

Sei jetzt M reduktiv, d.h. es gibt ein Komplement m von ~ in

g mit Ad(h) (m) c m für alle heH. Wir identifizieren TeM mit

m vermöge (i.)elm. Die lineare Isotropiedarstellung von H in

m ist dann durch Einschränkung der adjungierten Darstellung

von G gegeben, also

p(h) = Ad(h) Im für alle heH .

Die Verschmelzungsform 9: TP ~ m ist die m-Komponente von

w bezüglich der Zerlegung g = ~ ~ m. Die ~-Komponente von w,

wir bezeichnen sie mit ~, ist wegen den Bedingungen (Cl) und

(C2) in 1.2.1 ein Zusammenhang auf P. Für die Komponenten der

Krümmung ~ von w = ~ + 9 ergibt sich

(1.3.1)

wobei

~b = d~ + [~,~] + [9,9]b ,

~m = d9 + [~,8] + [8,~] + [8,8]m

~ = ~~ + ~m ,
[8,8] = [8,8]b + [8,8]m

die Aufspaltung in die b- und rn-Komponente bezeichnet.
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Hat man umgekehrt einen Zusammenhang n auf P sowie eine hori-

zontale, p-äquivariante und punktweise surjektive I-Form

e: TP ~ m vorgegeben, So ist n + e ein Cartan-Zusammenhang

auf P vom Typ (G,H). Die Zuordnung w ~ (n,e) beschreibt

somit eine Bijektion von dem Raum der Cartan-Zusammenhänge

vom Typ (G,H) auf die Menge C(P} x Isom(TM,P xH m}, wobei

C(P} den Raum der Zusammenhänge auf P und Isom(TM,P xH m}

die (starken) Bündelisomorphismen von TM auf P xH m bezeichnet.

1.4 G-Strukturen und- einige Beispiele

In diesem Abschnitt betrachten wir einige Beispiele von Cartan-

Zusammenhängen auf sogenannten G-Strukturen. Das Beispiel 1.4.3

ist der Ausgangspunkt für die Konstruktion in Kapitel 3.

Sei Meine n-dimensionale Mannigfaltigkeit und

n: GL(M} ~ M

das Prinzipalbündel aller geordneter Basen von TM, wobei eine

Basis p € n-1(x} als linearer Isomorphismus p: IR" ~ TxM

aufgefaßt wird. Die Strukturgruppe GL(n,~) operiert als Iso-

morphismengruppe des ~n in kanonischer Weise von rechts auf

GL(M}. Ist H eine abgeschlossene Untergruppe von GL(n,~}, so

nennt man eine Reduktion der Strukturgruppe von GL(M) auf H

eine H-Struktur für M.
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Beispiele:

(i) Sei H die orthogonale Gruppe

Eine O(n)-Struktur definiert eine Riemannsche Metrik

für M und umgekehrt.

(ii) Sei H die spezielle lineare Gruppe

SL(n,IR) = { A E GL(n,IR) I det A = 1 } .

Einer SL(n,~)-Struktur entspricht genau eine Volumen-

form, d.h. eine nirgends verschwindende reellwertige

n-Form auf M. Die Existenz einer SL(n,~)-Struktur ist

also äquivalent zur Orientierbarkeit von M.

Sei n: P ~ Meine H-Struktur. Das Tangentialbündel von M

ist dann kanonisch isomorph zu dem zu P assoziierten Vektor-

bündel mit Faser ~", wobei H in kanonischer Weise auf ~"
operiert. Man definiert die kanonische 1-Form

8: TP ~ IR"
')

punktweise in einem Punkt pEP durch

8 ist horizontal, äquivariant und punktweise surjektiv. Die

nach 1.1.1 induzierte Form

e: TM ~ TM = P x H IR"
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ist die Identität.

Wir beschreiben jetzt einige Beispiele von Cartan-Zusammen-

hängen auf H-Strukturen.

1.4.1 Beispiel:

Sei G = A(n,~) die affine Transformationsgruppe des affinen

Raumes ~n und H = GL(n,~) c A(n,~) die Isotropiegruppe von

o e ~n. Die Liealgebra 9 = a(n,~) von G läßt sich zerlegen

in 9 = b ~ rn,wobei b = 91 (n,~) die Liealgebra vonH und

rn~ ~n ist. Es gilt Ad(h)X = h(X) für alle h e H und X e rn,

insbesondere ist M = G/H = IRn ein reduktiver homogener Raum.

Sei ferner Meine n-dimensionale Mannigfaltigkeit und P = GL(M)

das lineare Basenbündel von M. Das assoziierte Bündel P xH M

kann jetzt mit dem Tangentialbündel von M identifiziert werden.

Der kanonische Schnitt 0: M ~ TM ist der Nullschnitt.

Wir betrachten einen Cartan-Zusammenhang w: TP ~ 9 auf P

und schreiben wie im vorhergehenden Abschnitt w = ~ + 8.

Die b-Komponente ~ ist jetzt ein linearer Zusammenhang für M,

während die rn-Komponente 8 als Eichtransformation, d.h. als

(starker) 'Bündelautomorphismus

8: TM ~ TM ~ P xH rn

gedeutet werden kann.

Sei ~ = ~P, + ~rn die Krümmung von w. Wegen [m,m] = 0 lesen
sich die Gleichungen 1.3.1 nun als
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Qf,> = dll + [11,11]

Qm = d8 + [11,8] + [8,11] •

Qf,> ist also die Krümmung des linearen Zusammenhangs 11, und Qm

ist die durch 11 definierte äußere kovariante Ableitung der

Verschmelzungsform 8. Ist 8 die kanonische 1-Form auf P, so

ist Qm die Torsion von 11. In diesem Fall n~nnt man w (wie auch

die Erweiterung von w zu einem Zusammenhang auf dem affinen

Basenbündel P' = P xH G) einen affinen Zusammenhang für M.

Die Zuordnung 1'1 ~ 1'1 + 8 beschreibt dann eine 1-1 Korrespon-

denz zwischen den linearen und den affinen Zusammenhängen.

1.4.2 Beispiel:

Sei G = E(n) die Gruppe der Euklidischen Bewegungen des

Euklidischen Raumes IR" und H = O(n) C E(n} die Isotropie-

gruppe des Ursprungs 0 E ~". Die Liealgebra 9 = e(n} zerlegen

wir in die schiefadjungierten Endomorphismen und die Trans-

lationen des IR":

9 = f,> ~ m , f,> = 50(n} , m = ~" .

Sei Meine n-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit und
n: P ~ M die durch die Metrik definierte H-Struktur für M,

d.h. jedes p E n- 1 (x) ist eine lineare Isometrie IR" ~ TxM.

Die Aufspaltung eines Cartan-Zusammenhangs w auf P vom Typ

(G,H) in w = 11 + e liefert jetzt einen metrischen Zusammen-

hang 11. Ist dieser der Levi-Civita-Zusammenhang von M und ist
außerdem die Verschmelzungsform e die kanonische 1-Form ,auf P,
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so hat man jetzt Q = Q~, d.h. die Krümmungen von w und ~ stimmen

überein.

Der Riemannsche Krümmungstensor einer Riemannschen Mannig-

faltigkeit M mißt die lokale Abweichung von M zum Euklidischen

Raum IRn= E(n)/O(n). Mist genau dann lokal Euklidisch, wenn

dieser Tensor verschwindet, wenn also der Levi-Civita-Zusammen-

hang ~ von M flach ist. Wie oben beschrieben, kann die Krümmung

von ~ al.s Krümmung eines Cartan-Zusammenhangs angesehen werden.

Legt man anstelle des IRneinen beliebigen homogenen Raum G/H

als Modellraum zugrunde, so ist die Krümmung eines geeigneten

Cartan-Zusammenhangs vom Typ (G,H) das adäquate Maß für die

Abweichung der lokalen Geometrie von M von der des Modells G/H.

Bei lokal homogenen Räumen verschwindet dann diese Krümmung.

Der Modellraum des folgenden Beispiels ist die n-dimensionale

Einheitssphäre Sn.

1.4.3 Beispiel:

Sei G = SO(n+l) die Gruppe der orthogonalen Transformationen

des Euklidischen Raumes~n+l mit Determinante 1. Wir fassen

H = SO(n} als Untergruppe von SO(n+l) auf vermöge der Ein-

bettung

SO(n)

h

SO(n+l)

[~l
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wobei wir wie üblich Endomorphismen des ~" mit (nxn)-Matrizen

via der kanonischen Basis identifizieren. SO(n+1) operiert auf

S" durch Isometrien und SO(n) ist die Isotropiegruppe von

e1 = (1,0, ...,0) E ~"+l. Die Liealgebra 9 = 50(n+1) zerlegen

wir in 9 = ~ ~ m, wobei ~ = 50(n) mittels der Zuordnung

a [~l
in 9 eingebettet ist und m den Raum aller Matrizen der Form

~l
mit x e ~" bezeichnet. m ist invariant unter Ad(h) für jedes

h e Hund M = G/H ~ S" ist ein reduktiver homogener Raum.

Sei P = SO(M) ~ Meine SO(n)-Struktur für eine n-dimensionale

Mannigfaltigkeit Mund w = n + 8 ein Cartan-Zusammenhang vom

Typ (G,H) auf P mit Krümmung ~ = ~~ + ~m. Da [m,m] in ~ liegt,
nehmen die Gleichungen (1.3.1) jetzt die Form

~~ = dn + [n,n] + [8,8]
~m = d8 + [n,8] + [8,n]

an. Ist 8 die kanonische 1-Form unter der Identifizierung

IR" ---=-+ m x~ [~]

so beschreibt ~m die Torsion des metrischen Zusammenhangs n.
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Wir betrachten spezieller den Fall, wo M = S" und P die

Standard-SO(n)-Struktur der Einheitssphäre ist. Die Krümmun~

des Levi-Civita-Zusammenhangs n: TP ~ b ist durch -[9,9]

gegeben, wobei 8: TP ~ IR" ~ m wieder die kanonische 1-Form

ist. Also ist w: = n + 8 ein flacher Cartan-Zusammenhang auf

P. Identifiziert man P mit SO(n+1) in kanonischer Weise, so

ist w die Maurer-Cartan-Form von SO(n+1).

Im folgenden beschreiben wir die Situation im Modellfall

M = M = G/H genauer.

Sei M = G/H ein n-dimensionaler homogener Raum und ft: G ~ M

die natürliche Projektion. G ist ein Prinzipalbündel über M

mit Gruppe H. Wie bereits in Abschnitt 1.2 erwähnt, ist die

Maurer-Cartan-Form w: TG ~ 9 von G ein flacher Ca~tan-

Zusammenhang vom Typ (G,H). Das assoziierte Bündel G xH G

mit typischer Faser G ist jetzt kanonisch trivial, explizit

hat man die Trivialisierung

~G XH G ----- M x G
[(a,b)] ~ (ft (a) ,ab)

Somit ist auch das assoziierte Bündel G xH M trivial. Der

kanonische Schnitt

cr: M ~ G XH M = M x M

ist die Diagonalabbildung, d.h. cr(i) = (i,i) für alle a E M.
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Sei GL(M) das lineare Basenbündel von M. Die kanonische

Operation von G auf M durch Linkstranslationen induziert

eine Operation von G auf GL(Ml, definiert durch

g'u = Lg• 0 u

für alle g E.G und alle Basen u e GL(Ml. Wir wollen voraus-

setzen, daß G frei auf GL(M) operiert, oder äquivalent, daß

die lineare Isotropiedarstellung p von H in TeM treu ist.

p liefert somit eine Einbettung von H in GL(n,~), indem man

GL(TeM) und GL(n,tR) mit Hilfe einer fest gewählten Basis

uo: IR"~ TeM identifiziert. Das Prinzipalbündel Ti: G ---l> M

ist dann eine H-Struktur auf M, die Einbettung von G in

GL(M) ist durch die Zuordnung g ~ g.uo gegeben.

Sei jetzt ferner M = G/H reduktiv, 9 = Q ~ m. Das Vektor-

bündel G xH m ist kanonisch isomorph zu TM, explizit:

G XH m --~- TM

[(g,X)] I~--) (Lg 0 Ti). X = (Ti 0 ,Lgl. X .

Ist w = n + 8 die Zerlegung der Maurer-Cartan-Form von G

in die f]- und m-Komponente, so ist 8 die kanonische I-Form
(unter der Identifizierung Uo -1 0 Ti.: m ~ TeM ~ IR"), und

n ist der kanonische G-invariante Zusammenhang für G/H

bezüglich der Zerlegung 9 = b ~ m, (d.h. m ist horizontal).

Die Gleichungen 1.3.1 liefern die bekannten Formeln für die

Krümmung K und die Torsion e des linearen Zusammenhangs n:

K = -[8,8]b e = [8,8]m
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Ist insbesondere M = G/H ein Riemannscher symmetrischer

Raum, so hat man [m,m] c ~, also 8 = 0, und ~ ist der Levi~

Civita-Zusammenhang der Metrik.

Sei M eine Mannigfaltigkeit mit dirn M = dirn Mund n: P ~ M

eine H-Struktur für M, wobei H durch die lineare Isotropie-

darstellung in GL{T~M) s GL{n,~) eingebettet ist. Dann ist

n: P ~ M lokal äquivalent zu Ti:G ~ M genau dann, wenn es

auf P einen flachen Cartan-Zusammenhang vom Typ (G,H) gibt. ~

Lokale Äquivalenz bedeutet, daß es zu jedem Punkt x E Meine

offene Umgebung U in M und einen Diffeomorphismus f von U auf

eine offene Menge Ü in M gibt mit

Hierbei bezeichnet PIU = n-i (U) (bzw. GIÜ = Ti-i(Ü)) die Ein-

schränkung von P (bzw. G) auf U (bzw. ij), und fi ist der

durch f induzierte Bündelisomorphismus

GL (U)

p

~ GL(Ü)

1.5 Projektive Zusammenhänge

Gegenstand der Untersuchungen in Kapitel 3 sind Cartan-Zu-

sammenhänge (in einem verallgemeinerten Sinn) mit Werten in

der normalen reellen Form der einfachen Liealgebra vom

Ausnahme-Typ G2• Im folgenden Kapitel beschreiben wir eine
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Realisierung dieser Liealgebra als direkte Summe

Eine ähnliche Zerlegung hat man für die Liealgebra der pro-

jektiven linearen Gruppe PGL(n,~):

sI (n+1,1R) = IR"~ gI (n,IR)if; IR"*

wie auch für die der Möbiusgruppe O(n+1,1):

o(n+1,1) = IR"~ co(n,IR) ~ IR"•.

Die in [Ko2] dargestellte Theorie der projektiven und kon-

formen Zusammenhänge als Cartan-Zusammenhänge mit Werten in

sI (n+1,~) bzw. o(n+1,1) basiert weitgehend auf diesen Zer-

legungen. Es stellt sich die Frage, ob eine Behandlung von

(verallgemeinerten) Cartan-Zusammenhängen vom Typ G2 mit

ähnlichen Methoden möglich ist. Die Liealgebren 5 I (n+1,IR)

und o(n+1,1) sind - im Gegensatz zu ~3 ~ sI (3,~) ~ 1R3* -

graduiert. Dieser Begriff ist hier wie folgt zu verstehen:

Sei g eine endlich-dimensionale reelle oder komplexe Liealgebra.
Eine direkte Summenzerlegung

g = g- 1 ~ go ~ '" ~ gk

von g in lineare Unterräume g-l, go,"., gk heißt eine
Graduierung von S, wenn

für alle i,j E ~ gilt, wobei wir gi = {O} für i<-l und i>k

r
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setzen. Insbesondere ist dann So ~ ... ~ Sk eine Unteralgebra

von S. Ist Sk * {O}, so heißt k+1 die Ordnung der Graduierung.

Graduierte Liealgebren der Ordnung 1 haben wir in den Bei-

spielen 1.4.1. und 1.4.2 betrachtet:

a.(n,IR) = IRn ~ Sr (n,IR)

e(n) = ~n ~ so(n)

Ist 9 halbeinfach, so hat jede Graduierung von 9 höchstens

die Ordnung 2. Eine Klassifizierung der halbeinfachen, gradu-

ierten Liealgebren wurde von Kobayashi und Nagano ([KN2])

gegeben.

Sei P ~ Mein H-Prinzipalbündel und wein Cartan-Zusammenhang

vom Typ (G,H) auf P. Ferner sei

eine Graduierung der Liealgebra 9 von G derart, daß die Lie~

algebra von H durch

gegeben ist. Wir zerlegen w entsprechend dieser Graduierung in

w = W-l + Wo + .•. + Wk .

Sei el, ...,en eine Basis von 9-1 und wl, ... ,wn die Kompo-

nenten von W-l bezüglich dieser Basis,

oder kürzer: W-l = (wi)
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Da weinen absoluten Parallelismus auf P definiert, wird

A(P,~). die Algebra der reellwertigen Differentialformen auf P,

von den Komponenten von w (bezüglich einer Basis von g) und

den reellwertigen Funktionen auf P erzeugt. Bei horizontalen

Formen treten dabei jedoch nur die Komponenten von W-1 auf,

denn einerseits definiert Wo + ... + Wk eine Parallelisierung

für jede Faser von P, andererseits verschwindet W-l auf verti-

kalen Vektoren. Insbesondere kann die Krümmung Q von W in der

Form

Q = L Kij WiA wj
i , j

dargestellt werden, wobei jedes Kij eine g-wertige Funktion

auf P ist. Um die Eindeutigkeit dieser Funktionen zu erzwingen,

fordern wir Kij = -Kji'

Wir beschreiben nun die Ausgangssituation zum Studium projek-

tiver Zusammenhänge und folgen dabei den Ausführungen in [Ko2],

Ch.IV.4. Für eine genauere und weiterführende Darstellung ver-
weisen wir ferner auf [KNt].

sei G die projektive lineare Gruppe

G = PGL(n,~) = SL(n+l)/Zentrum

und H c G die durch

H =
v

A

AeGL(n,IR),

veR" * } / Zentrum
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definierte Untergruppe, wobei Vektoren des IRn als Spalten-

und die des Dualraums ~n- als Zeilenvektoren aufgefaßt werden.

G/H ist der n-dimensionale reelle projektive Raum. Die Lie-

algebra 9 = sI (n+l,~) von G ist graduiert wie folgt:

9 = 9- 1 @ 90 @ 91

mit

9-, = { ~
x I 0

xelRn

aEg!(n,lR) } • gl(n,RJ

91 velRn- } IRn - •

Offenbar ist 90 @ 91 die Liealgebra von H.

Wir fixieren die folgende Basis von 9: Sei e1, ••• ,en die

natürliche Basis von 9-1= ~n, e1, ... ,en die hierzu duale

Basis von -91 = IRn und eJe 90= 9I (n,~) die Matrix mit 1
i

in der (i,j)-ten Komponente (i-te Zeile, j-te Spalte) und 0

in den restlichen Komponenten.

Wir betrachten eine Mannigfaltigkeit M der Dimension n und

ein H-Prinzipalbündel P über M. Ein Cartan-Zusammenhang w vom

Typ (G,H) auf P wird bezüglich der oben angegebenen Basis als



- 33 -

Menge reellwertiger 1-Formen Wi
,

i
W j , Wj auf P beschrieben:

Wir schreiben kurz

W =

L
i , j

(W i , i
W j ,

und analog für di~ Krümmung Q von W

Die Strukturgleichung Q = dw + [w,w] liest sich dann kompo-

nentenweise als

Qi = dwi + L w~/\ wk ,
k

(1.5.1) Q~ = dw~ + L w~/\ w~ + wi/\ Wj - ö~ L wk/\ wk
J J k J J k

Qj = dWj + L wk/\ w~
k J

wobei ö~ das Kronecker-Symbol bezeichnet.

Die Bedingungen (Cl), (C2) und (C3) aus 1.2.1 für den Cartan-

Zusammenhang w implizieren die folgenden Eigenschaften für

w_ 1 und wo:

(C'1) • 0 und wo(A.) für alle qw_ 1 (A ) = = Ao A e = go ~ gl ,
wobei Ao die go-Komponente von A bezeichnet.

(C'2) Rh. (w_ 1 + Wo) = Ad (h-1)(w_1 + Wo) für alle h e H,

wobei Ad (h-1): g-1 ~ go ~ g-1 ~ go die durch
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I

induzierte Transformation des

(C')

Quotientenraumes 9/91 ~ 9-1 @ 90 ist.

Ist X € TP mit W-1 (X) = 0, so ist X vertikal.

Der Hauptsatz über normale projektive Zusammenhänge kann

nun wie folgt formuliert werden:

1.5.2 Satz: Sei bzw. Wo = (w ~)
J eine 9-1 - bzw.

eine 90-wertige l-Form auf P, so daß die Bedingungen (C'l),

(C'2), (C') sowie die Gleichungen

dwi + L W~A wk = 0
k

für i = 1, "'In

erfüllt sind. Dann gibt es genau eine 91-wertige l-Form

W1 = (Wj) auf P, so daß w: = W-1 + Wo + W1 ein Cartan-

Zusammenhang vom Typ (G,H) ist, der folgender Bedingung genügt:

die Krümmung vonw und sind K)kl reell-

wertige Funktionen auf P mit

Qj = L K)kl WkA W'
k I 1

so gil t

und

L Kj i 1 = 0 .

Für einen Beweis verweisen wir auf [Ko2], Ch.IV, Th.4.2.

Bemerkung: Die vorgegebenen 1-Formen W-1 und Wo treten bei
einer projektiven Struktur für M kanonisch auf:
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Sei GL2(M) das lineare Basenbündel 2-ter Ordnung von Mund

8 = 8_1 + 80: T GL2(M) ~ a.(n,IR) = 9-1 ~ 90

die kanonische 1-Form. Für die Definition der Basenbündel

höherer Ordnung und ihrer kanonischen 1-Formen verweisen wir

auf [K03]. H ist als Untergruppe in die Strukturgruppe

GL2 (n,~) von GL2(M) eingebettet. Eine projektive Struktur

für M ist eine Reduktion von GL2(M) auf Strukturgruppe H.

Ist W-l bzw. Wo die Einschränkung von 8_1 bzw. 80 auf eine

projektive Struktur P, so erfüllen diese beiden Formen die

Bedingungen (C'1), (C'2), (C'3) und (.). Den durch 1.5.2 defi-

nierten Cartan-Zusammenhang W = W-l + Wo + W1 nennt man den

normalen projektiven Zusammenhang der projektiven Struktur P.

Die Theorie konformer Zusammenhänge läßt sich, basierend auf

der Graduierung

in analoger Art und Weise aufbauen (siehe z.B.[K02],[Og]).

Verallgemeinerungen dieser Methoden auf Cartan-Zusammenhänge

vom Typ (G,H) mit einer halbeinfachen graduierten Liealgebra

9 = 9-1 ~ 90 ~ 91 und ~ = 90 ~ 91 findet man bei Ochiai ([0]).

Im Gegensatz zu der oben beschriebenen Situation ist die Lie-

algebra

nicht graduiert. Insbesondere ist sr (3,~) • ~3. keine Unter-
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algebra. Anstelle der Untergruppe H tritt somit eine Unter-

mannigfaltigkeit von G, anstelle des Prinzipalbündels ein

Faserbündel.

Im folgenden Abschnitt erweitern wir daher den Begriff eines

Cartan-Zusammenhangs auf beliebige Faserbündel.

1.6 Verallgemeinerte Cartan-Zusammenhänge auf Faserbündeln

Wie in Lemma 1.2.2 beschrieben, kann jeder Cartan-Zusammenhang

vom Typ (G,H) auf einem H-Prinzipalbündel P zu genau einem

Zusammenhang auf dem G-Prinzipalbünde! p'= P xH G erweitert

werden. Hat man umgekehrt ein G-Prinzipalbündel P' mit einem

Zusammenhang w' vorgegeben, so ist es im allgemeinen nicht

möglich, eine abgeschlossene Untergruppe H von G und eine Re-

duktion von P' auf ein Prinzipalbündel P mit Gruppe H zu finden,

so daß die Einschränkung von w' auf Pein Cartan-Zusammenhang

vom Typ (G,H) ist. Im allgemeinen ist bereits die Existenz

einer Untergruppe H passender Dimension, also

dirn H = dim G - dim M

nicht gesichert. Man kann sich daher allgemeiner die Frage

stellen, ob es ein Unterbündel B von P' gibt, so daß die

Restriktion von w' auf B einen totalen Parallelismus auf B
definiert, wobei wir für B nicht notwendig eine Prinzipal-
bündelstruktur fordern.
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Im folgenden sei RB: B ~ Mein Faserbündel und G eine Lie-

gruppe mit

dirn B = dirn G .

Die Liealgebra von G bezeichnen wir wieder mit g.

1.6.1 Definition: Ein (verallgemeinerter) Cartan-Zusarnrnenhang

auf B vom Typ G ist eine g-wertige l-Form w: TB ~ 9, für die

ein G-Prinzipalbündel P' und eine starke Bfindelabbildung

j: B ~ P' existieren, so daß die folgenden beiden Bedingungen

erffillt sind:

(cl) Es gibt einen Zusammenhang w' auf P' mit j.w' = w .

(c2) Es gilt w(X) * 0 ffir alle X E TB mit X * 0 .

Sind P' und j vorgegeben, so sagen wir, w sei vom Typ (G,j).

Die Krfimmung ~ von w definieren wir wie immer durch

~ = dw + [ w , w] •

Ist ~ = 0, so nennen wir w flach.

Wegen der Bedingung (c2) und dirn B = dirn G definiert weinen

absoluten Parallelismus auf B.

Beispiel: Sei H eine abgeschlossene Untergruppe von G, Pein

H-Prinzipalbündel fiber M, P' = P XH G das zu P assoziierte

Bfindel mit typischer Faser G und

j: P ~ P' j(p) = [(p,e)]
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die kanonische Einbettung. Jeder Cartan-Zusammenhang auf P vorn

Typ (G,j) ist ein Cartan-Zusammenhang vorn Typ (G,H) im Sinne

von Definition 1.2.1 und umgekehrt, (vgl. Lemma 1.2.2).

1.6.2 Lemma: Sei j: B ~ P' eine starke Bündelabbildung eines

Faserbündels B ~ M in ein G-Prinzipalbündel P'~ M. Es gelte

dirn G = dim B. Ferner sei w': TP' ~ 9 ein Zusammenhang auf

, .. ,P • Man setzte w = J w •

(i) Die Formw ist genau dann ein Cartan-Zusammenhang auf

B vom Typ (G, j), wenn für jedes beB

gilt, wobei HP' = ker w' C TP' das Horizontalbündel

von P' bezeichnet. Ist dies der Fall, so ist insbe-

(ii)

sondere j eine Immersion.

Ist w" ein wei terer Zusammenhang auf P' mi t

so stimmen w' und w" überein .

.. "J w = w,

(iii) Ist wein Cartan-Zusammenhang 'mit Krümmung Q, so gibt es

genau eine horizontale, äquivariante 2-Form Q'e A2(B,g)

mit j.Q' = Q. Diese 2-Form ist die Krümmung von w' .

Insbesondere ist Q horizontal. w ist genau dann flach,

wenn w' flach ist.

Beweis: Sei zunächst w = j.w' ein Cartan-Zusammenhanq. Dann

ist j eine Immersion, denn für jedes X E ker j. hat man
w(X) = w' (j X) = 0 und somit X = 0 nach (c2). Ist andererseits•
X E TbB mit j.(X)E Hj(b)P', so hat man ebenfalls w(X) = 0 und
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wieder folgt X = O. Also schneidet j.(TbB) den Horizontalraum

Hj(b)P' nur im Nullvektor, und (.) ergibt sich aus Dimensions-

grfinden. Umgekehrt impliziert (.) zunächst die Injektivität

von (j.)b, und da ffir jedes X e TbB mit w(X) = 0 der Vektor

j.(X) im Schnitt von j.(TbB) und Hj(b)P' liegt und somit nach

(.) verschwindet, ist X = 0, d.h. (.) ist äquivalent zu (c2).

Qie Aussage (ii) erhält man unmittelbar aus Lemma 1.1.2.

Schließlich zeigen wir (iii): Sei Q' die Krfimmung von w'. Aus

der Strukturgleichung Q' = dw' + [w',w'] ergibt sich Q = j.Q'.

Dies impliziert insbesondere die Horizontalität von Q, denn Q'

ist horizontal und j. bildet das Vertikalbfindel von B in das

Vertikalbfindel von P' ab. Weiter ist nach Lemma 1.1.2 Q' die

einzige horizontale, äquivariante Differentialform in A2(P' ,g)

mit j*Q' = Q. Ist insbesondere Q = 0, so folgt hieraus Q' = O.

o



2. EINFACHE LIEALGEBREN UND LIEGRUPPEN VOM AUSNAHMETYP G2

Die Klassifikation aller einfachen Liealgebren liefert neben

den vier klassischen Typen Ar,Br,Cr und Dr fünf weitere !so-

morphietypen: die Ausnahmealgebren G2,E6,E7,Ea und F~. Wir

beschäftigen uns in diesem Kapitel mit,dem Ausnahmetyp G2•

2.1 Eine komplexe Liealgebra vom Typ G?

Zunächst beschreiben wir eine komplexe Ausnahmealgebra des

Isomorphietyps G2• Unser Modell g sti~t mit der in dem Buch

von Humphreys ([Hu], Ch. V.19.3) angegebenen Liealgebra L

überein.

Sei g der 14-dimensionale komplexe Vektorraum

wobei sI (3,[) den Raum der komplexen, spurfreien (3x3)-Matrizen

bezeichnet. Vektoren aus [3 werden als Spaltenvektoren und

Linearformen des Dualraums [3- als Zeilenvektoren aufgefaßt.

Für eine Matrix a bezeichnet ta die transponierte Matrix.

Zur übersichtlichen Beschreibung der Lieklammer in g benutzen

wir den Isomorphismus
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t: [3 ~ so(3,[) = {aesl (3,[) I a+ta = O}

(2.1.1) o

Die im folgenden Lemma zusammengefaßten Eigenschaften von t

lassen sich leicht verifizieren.

2.1.2 Lemma: Für alle x,y e [3, a E gl (3,[) und A E GL(3,[)

gil t:

(i)

(ii)

(iii)

(iv)

(v)

t(x)y = -t(y)x

t(x)t(y) = y.tx - ty'x'I

[t(x),t(y}] = t(t(x)y) = y.tx - x.ty

t(ax) = (tr a) .t(x) - ta.t(x) - t(x).a

t(Ax) = (det A) .tA-1t(x)A-1

Die Lieklammer in (iii) ist der übliche Kommutator; I bezeichnet

die Einheitsmatrix.

Die Gleichungen (iv) und (v) liefern insbesondere für alle

a E so(3,[) und A E SO(3,[) die Beziehungen

t (ax) = [a,t (x)] = ad (a)t (x) r

t(Ax) = At(x)A-1 = Ad(A)t(x).

Identifiziert man also [3 mit so(3,[) via t, so geht die durch

die adjungierte Darstellung definierte Operation von SO(3,[)
auf so(3,[) in die natürliche Operation von SO(3,[) auf [3

über.
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Auf 9 = [3 X sr (3,[) X [3- definieren wir nun eine Lieklammer
wie folgt:

Für a,b € sr (3,[), X,y € [3 und tu,tv € [~. setze man

[a,b] = ab - ba € srC3,[),

[a,y] = ay € [3,

[tu,b] = tub € [3-,

[x,y] = -h t{t{x)'y) € [3-,

[tu,tv] = ht{u)'v € [3,

[x,tv] 3 x. tv 1 tv'x'I x.tv 1 t{v)t(x) sr (3,[).= 2' - 2' = + 2' €

Explizit erhält man die Formel

[(x,a, tu), (y,b,tv)] = (z,c,tw)

mit

z = ay - bx + h t (u) . v ,

(2.1.3)
c = [a,b] + x.tv + ~ t{v)t{x)

- y.tu - i t{u)t{y)

w = tb.u - ta.v + h t (y).x ,

wobei [a,b] das übliche Lieprodukt in sr (3,[) bezeichnet.

Man kann zeigen, daß eine treue Darstellung von 9 in [" nur

für n~7 möglich ist (siehe z.B.[Hu]). Das folgende Lemma be-

schreibt eine explizite Darstellung für n=7 (und zeigt ins-

besondere, daß durch (2.1.3) tatsächlich eine Liealgebren-

struktur auf dem Vektorraum 9 definiert wird).
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2.1.4 Lemma: Die Abbildung p: 9 ~ 51 (7,[), definiert durch

o

p(x,a,t.u) = x

-u

a

1h t(x)

-1h t(u)

für alle (x,a,tu) € g, ist ein injektiver Liealgebrenhomo-

morphismus.

Beweis: Berechnet man den Kommutator von p(X) und p(Y) für

zwei Vektoren X = (x,a,tu), Y = (y,b,tv) in g, so erhält

man unter Verwendung von Lemma 2.1.2

o

[p(X),p(Y)] = z

-w

c

1h t (z)

-1h t (w)

wobei z, c und w durch die Gleichungen 2.1.3 gegeben sind. Da
andererseits [X,Y] = (z,c,tw) gilt, folgt

p([X,Y]) = [p(X),p(Y)] •

Die Linearität und Injektivität von p ist offensichtlich. 0

Bemerkung: Das Bild p(g) ist enthalten in der folgenden Unter-
algebra von 51 (7,[):
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o

x

u

a

c

b a e gl(3,[),

b,c e 50(3,[)

Die Liealgebra B3 ist isomorph zu so(7,[), ein expliziter

Isomorphismus von B3 auf so(7,[) ist durch die Zuordnung

x ~ U-1XU-gegeben. Hierbei ist U die Matrix

U =
1

o
o

o

>"I
>"I

o

>"I
>..I

mit >.. = i(l-i)

wobei ~ die zu >.. komplex konjugierte Zahl und I die 3x3-Ein-

heitsmatrix bezeichnet .

.Für explizite Berechnungen ist es nützlich, eine Multiplika-

tionstabelle für die Lieklammer in Bezug auf eine geeignete

Basis zur Verfügung zu haben:

Seien (ei), (ej=tej) und (e~) die Standard-Basen von [3,

[3- und gl (3,[) respektive. (Die Matrix e~ hat eine 1 in der

(i,j)-ten Komponente, d.h. i-te Zeile und j-te Spalte, und 0

in allen anderen Komponenten). Man setze

und

Die folgenden Vektoren bilden nun eine Basis von g, die wir

mit B bezeichnen:
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Die Multiplikationstabelle für diese Basis haben wir im
Anhang angegeben.

2.2 Killingform, Cartan-Unteralgebra und Wurzelsystem

Ein grundlegender Begriff für die Frage nach den Beziehungen

zwischen einer komplexen halbeinfachen Liealgebra und ihrer

reellen Formen ist der einer Weylbasis. Insbesondere definiert

eine solche Basis unmittelbar eine normale reelle Form und

eine Cartan-Zerlegung derselben. Um eine Weylbasis für die im

vorhergehenden Abschnitt definierte Liealgebra 9 zu gewinnen,

geben wir zunächst eine explizite Formel für die Killingform

von 9 an und bestimmen eine Cartan-Unteralgebra und das zu-

gehörige Wurzelsystem. Gleichzeitig zeigen wir damit, daß 9

tatsächlich eine einfache Liealgebra vom Typ G2 ist. Bei den

Untersuchungen dieses und der folgenden Abschnitte werden wir

die notwendigen Begr{ffe und Sätze aus der Theorie der halb-

einfachen Liealgebren jeweils an der entsprechenden Stelle
angeben, wobei wir aber auf Beweise verzichten. Wir verweisen

hier auf [H], für die komplexe Theorie auch auf [Hu].

Es bezeichne ad die adjungierte Darstellung und K die Killing-
form von g:

ad: 9 ~ gI (g) , ad(X)Y = [X,Y] ,

K: 9 x 9 ~ [ , K(X,Y) = tr (ad(X) 0 ad(Y»
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2.2.1 Lemma: Die Killingform von 9 = [3 X sI (3,[) x [3-

ist gegeben durch

K((x,a,tu), (y,b,tv)) = 8 tr(ab) + 12 tv.x + 12 tu.y .

Beweis: Berechnet man die Werte der Killingform auf der im

vorhergehenden Abschnitt angegebenen Basis B mit Hilfe der

Multiplikationstabelle (siehe Anhang), so ergibt sich:

K(ei ,ei) = K(ei ,ei) = 12
j i 8K(ei ,e

j
) =

K(di,di) = 16
K(d1,d2} = K(d2,d1} = -8
K( X,Y ) = 0

für: i = 1,2,3

für i,j = 1,2,3 und i*j :!"

für i = 1,2

sonst .

Ist andererseits die Abbildung K': 9 x 9 ~ [ durch die rechte

Seite der behaupteten Gleichheit definiert, so verifiziert man,

daß K' auf den Basisvektoren dieselben Werte wie K annimmt. Da

beide Abbildungen bilinear sind, stimmen sie überein. a

Offenbar ist K nicht entartet, mit anderen Worten: g ist halb-
einfach.

Wir zeigen nun, daß der Raum q der Diagonalmatrizen in 51 (3,[)

eine Cartan-Unteralgebra von g ist, d.h. es gelten die folgen-
den zwei Bedingungen:

(i) q ist eine maximale abelsche Unteralgebra von g ,
(ii) ad(H} ist für jedes Heq halbeinfach.
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2.2.2 Lemma: Der Raum ~: = [d1 ~ [d2 ist eine Cartan-Unter-

algebra von 9 .

Beweis: Offensichtlich ist ~ eine abelsche Unteralgebra von

g. Um die Maximalität zu zeigen, sei (x,a,tu) E 9 mit

[(x,a,tu) ,dil = 0 für i=1,2. Dies bedeutet dix = d;u = 0

sowie [a,diJ = 0 , woraus x = u = 0 und aeb folgt, d.h. ~

ist eine maximale abelsche Unteralgebra. Ferner haben die

Matrixdarstellungen von ad{d1) und ad{d2) bezüglich der Basis

B Diagonalgestalt; folglich ist ad{H) für jedes HE~ halbeinfach.

Cl

Der Rang einer komplexen halbeinfachen Liealgebra ist definiert

als die Dimension einer Cartan-Unteralgebra. (Es gibt stets eine

Cartan-Unteralgebra und alle Cartan-Unteralgebren sind zueinander
konjugiert. )

2.2.3 Korollar: Die Liealgebra 9 = [3 X 51 (3,[) x [3- ist

halbeinfach und hat Rang 2.

Wir erinnern an einige grundlegende Begriffe und Sätze aus der

Klassifikationstheorie der halbeinfachen Liealgebren:

Sei ~ eine Cartan-Unteralgebra einer komplexen halbeinfachen
Liealgebra g. Die Einschränkung der Killingform auf ~ ist

nicht entartet. Zu jeder [-Linearform ~e~. gibt es daher genau

ein H~e~ mit

K(H~,H) = ~(H) für alle Heb.
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Ist der lineare Raum

[H,X] = ~(H)X für alle HEQ}

nicht trivial, so nennt man ~ eine Wurzel (bzgl. Q) und g~

den zugehörigen Wurzelraum. Offenbar ist ~ der Wurzelraum zur

-Wurzel OE~ . Die Menge der nichtverschwindenden Wurzeln heißt

Wurzelsystem von g (bzgl. ~) und wird mit a bezeichnet.

Im folgenden Satz fassen wir einige fundamentale Eigenschaften

der Wurzeln und Wurzelräume zusammen.

2.2.4 Satz: Es gilt:

(i) {H~ I ~Ea} erzeugt ~ .

(ii) g ist die direkte Summe der Wurzelräume:

g = ~ ~ L g~ .~Ea

(iii) dim g~ = 1 für alle ~ E a .
(iv) [g~,gß] c g~+ß für alle ~,ß E Q- , und

[g~,gß] = g~+ß für alle ~,ß E a mit ~+ß * O.
(v) Ist ~ E a, so ist auch -~ E a und %~ sind die einzigen

skalaren Vielfachen von ~ in a. Ferner gilt

für alle X~ E g~ und X_~ E g-~ •

(vi) Für alle ~,ß E a ist ~(H~) reell, ~(H~) > 0 und

E 7l •
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Aus (i)-(iii) folgt insbesondere für die Anzahl card~. der

nichtverschwindenden Wurzeln:

card a = dirn 9 - rang 9 ~ rang 9 .

Wir betrachten jetzt wieder 9 = [3 X sr (3,[) x [3-. Zur

Beschreibung des Wurzelsysterns von 9 in Bezug auf die Cartan-

Unteralgebra ~ = [d1 ~ [d2 definiere man zwei Linearforrnen ~l

und ~2 auf ~ durch

also

~l(dl) = 2

~2(dl) = -1

~l(d2) =-1

~2(d2) = 1

für

H =

o 0

~2 0 = ~ldl + (il+~2)d2 E ~.

o -~1-~2

2.2.5 Satz: Die Menge ~ der nichtverschwindenden Wurzeln

von 9 bezüglich ~ besteht aus den in der folgenden Tabelle

aufgelisteten sechs Linearformen ~ und deren Inverse -~.

Ferner sind in der Tabelle angegeben:

1. die Vektoren H~E~, definiert durch K(H~rH) = ~(H) für

alle He~, (H_~ = -H~)

2. die Werte ~(H~) = K(H~,H~) = -~(H_~) und

3. ein (erzeugender) Vektor X~ E g~ .
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oc. Hoc. oc.(Hoc.) Xoc. X-oc.
1 (2dl+d:z) 1 eloc.l+oc.:z 24 1 :z el
1 (-d 1+d:z) 1 e2oc.2 2 4 1 2 e:z

oc.1+2oc.:z 1 (dl+2d:z) 1 e3:z4 1 2 e3
1 dl 1 e2 eloc.l ä 4' 1 :z

2oc.l+3oc.:z 1 (dl+d:z) 1 e3 elä 4' 1 3

oc.l+3oc.:z 1 d:z 1 e3 e:Zä 4' :z 3

Beweis: An Hand der Multiplikationstabelle zeigt man ohne

Schwierigkeiten, daß für jedes %oc.und entsprechendes'X%oc. aus

der obigen Tabelle die beiden Gleichungen

erfüllt sind. und somit

Folglich ist X%oc.e g%oc.* {O}, d.h. %oc.ist eine Wurzel mit

zugehörigem Wurzelraum [X%oc.= g%oc..Wegen dim 9 - rang 9 = 12

gibt es keine weiteren nichtverschwinden Wurzeln. Um die Hoc.

zu berechnen, benutzen wir die Gleichung aus 2.2.4 (v):

Während die Vektoren [Xoc.,X-oc.]unmittelbar der Multiplikations-

tabelle entnommen werden können, haben wir die Werte für die

K(Xoc.,X_oc.)bereits im Beweis von Lemma 2.2.1 bestimmt. Man

erhält dann die in obiger Tabelle aufgelisteten Hoc.. o
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Ist ~ das Wurzelsystem einer komplexen halbeinfachen Liealgebra

9 bezßglich einer Cartan-Unteralgebra ~, so bezeichne ~o den von

{H~ I ~€ß} erzeugten reellen Vektorraum:

Es gilt dann

~o = L IRH~ •~€ß

dim~ ~o = dim[ b = rang 9 .

Da jedes ~ € ß auf ~o nur reelle Werte annimmt, ist die Ein-

schränkung der Killingform von 9 auf ~o ebenfalls reellwertig.

Darßberhinaus ist sie positiv definit. Man erhält somit einen

Euklidischen Vektorraum ~o, der vermöge der (Einschränkung

der) Killingform , also mittels der Zuordnung H~ ~ ~I~o' mit

seinem Dualraum ~o. identifiziert werden kann. Im folgenden

betrachten wir ß als Teilmenge von ~o.' d.h. wir schränken die

Wurzeln auf ~o ein. Das induzierte Skalarprodukt in ~o.

bezeichnen wir mit ( , ), also

Die Liealgebra 9 ist bis auf Isomorphie eindeutig durch ihr

Wurzelsystem ß bestimmt.

Das Wurzelsystem ß enthält eine Basis ~l' "',~r des reellen
•Vektorraums 00 , die der folgenden Bedingung genßgt:

Ist L A;~i € ~, so sind die Koeffizienten Ai ganze Zahlen,

die entweder alle nicht-positiv oder alle nicht-negativ sind.

Eine solche Basis heißt Wurzelbasis oder auch Menge einfacher
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Wurzeln von ~. Die Matrix

nennt man die Cartan-Matrix von ~. Sie ist bis auf Konjugation

mit einer Permutationsmatrix unabhängig von der gewählten

Wurzelbasis und bestimmt das Wurzelsystem ~ und damit die

Liealgebra 9 eindeutig bis auf Isomorphie. Die durch die

Cartan-Matrix gegeben Daten werden wie folgt im Dynkin-Diagramm

zusammengefaßt: Man zeichne r Punkte (dargestell t durch 0) ~.

für die einfachen Wurzeln ~l"",~r' Dann verbinde man ~i mit

~j durch

4 (~i'~j)2

(~i '~i) (~j '~j)

Kanten. Ist nij * 0 und (~i,~i) > (~j,~j), so versehe man die

Linien zwischen ~i und ~j mit einem Pfeil in Richtung ~j'

Durch das so gewonnene Diagramm ist die Isomorphieklasse von

9 vollständig charakterisiert. 9 ist einfach genau dann,

wenn ihr Dynkin-Diagramm zusammenhängend ist.

Für die Liealgebra 9 = [3 X 51 (3,[) x [3* bilden die beiden

oben angegebenen Wurzeln ~l und ~2 eine Wurzelbasis des Wurzel-

systems ~. Dies folgt unmittelbar aus der Beschreibung von ~

in Satz 2.2.5. Ferner hatten wir dort berechnet:

1

4 '

= Gl2 (Ha)
2

1
=12-
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= 012 (HOl )
1

1
= 8 0l2(d1) = 1

8

und folglich

{
-1 für i=l, j=2

2(Oli,Olj) = -3 für i=2, j=l(Oli,Oli)
2 für i=j=1,2

sowie n12 = 3. Als Cartan-Matrix und Dynkin-Diagramm erhalten
wir somit

[ 2 -1]
-3 2 bzw. 0===;:%;===0

Oll <X2

Da hierdurch die Isomorphieklasse der einfachen Liealgebren

vom Typ G2 charakterisiert wird, haben wir:

2.2.6 Korollar: Die Liealgebra 9 = [3 X s{ (3,[) x [3- ist

eine einfache Liealgebra des Ausnahmetyps G2•

2.3 Reelle Formen und Weylbasis

Jede komplexe Liealgebra 9 kann durch Einschränkung des

Skalarenkörpers als reelle Liealgebra aufgefaßt werden; wir

bezeichnen sie dann mit 9~. Auf der anderen Seite definiert

man die Komplexifizierung einer reellen Liealgebra 90 durch

90[ = 90 ~ [, wobei die Lieklammer auf 90[ durch
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für X1,X2'Yl'Y2 e 90 gegeben ist. (Wie üblich schreiben wir

)..X an Stelle von X~)", ()..e[,Xe90).)90[ ist dann eine komplexe

Liealgebra mit dim[ 90[ = dim~ 90' und 90 ist eine Unteralgebra

von (90[)~ = 90 ~ i90' Durch Vergleich der Killingformen von

90' 90[ und (90[)~ ergibt sich, daß alle drei Algebren halb-

einfach sind, sobald dies für eine zutrifft.

Sei 9 eine komplexe Liealgebra und 90 eine Unteralgebra von

9~. Man nennt 90 eine reelle Form von 9. wenn ihre Komplexifi-

zierung 90[ isomorph zu 9 ist. In diesem Fall kann jedes Xe9

eindeutig zerlegt werden in X = X1+iX2 mit X1,X2e 90' Die

Abbildung cr: 9 ~ 9, definiert durch

ist eine Konjugation in 9, d.h.:

(i)

(ii)

(iii)

cr: 91R~ 91R ist ein Automorphismus

cr(iX) = -icr(X) für alle Xe9 ,

cr2 = id

Hat man umgekehrt eine Konjugation cr in 9 gegeben, so ist die

Menge ihrer Fixpunkte eine reelle Form von 9.

Wir betrachten eine reelle Form 90 einer komplexen halbe in-

fachen Liealgebra S. Die Killingform Ko von 90 erhält man

durch Einschränkung der Killingform K von 9 auf 90' Es be-

zeichne k die Signatur von 90' d.h. die Anzahl der positiven
minus der Anzahl der negativen Zahlen der in Diagonalform

dargestellten Form Ko' Man hat dann die Ungleichung
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-dirn 9 , k , rang 9 .

Die reelle Form 90 heißt kompakt, wenn k = -dirn 9, wenn also

Ko negativ definit ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn es

eine kompakte Liegruppe gibt, deren Liealgebra isomorph zu 90

ist; z.B. ist die Gruppe der inneren Automorphismen von 90

eine solche Liegruppe. Im Fall k = rang 9 nennen wir 90
normal.

Jede halbeinfache komplexe Liealgebra besitzt eine kompakte

und eine normale reelle Form (eindeutig bis auf Isomorphie).

Dies beruht auf der Existenz einer Weylbasis, die wie folgt

definiert wird:

Sei a C Q. das Wurzelsystem von 9 in Bezug auf eine Cartan-

Unteralgebra Q. Der Raum

ist dann eine reelle Form von Q. Eine Basis von 9 der Form

heißt Weylbasis (bzgl. Q), wenn sie die drei folgenden Eigen-
schaften besitzt:

(i) H1, ••• ,Hr ist eine Basis des reellen Vektorraums po'
(ii) E~ e g~ und K(E~,E_~) = 1 für alle ~ea,

(iii) N~,~ = - N_~,_~ für alle ~,~ e a mit ~+ß e a, wobei

N~,~ durch [E«,E~] = N~,~ E~+~ definiert ist (vgl.
2.2.4 (iv».
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Eine Weylbasis definiert zwei Konjugationen cru und cro in g,

indem man

(2.3.1)

setzt (und semilinear erweitert). Die Fixpunkte von cru bzw. cro
bilden dann eine kompakte bzw. eine normale reelle Form von g,

die wir mit gu bzw. go bezeichnen. Explizit hat man:

gu = i~o + r ~(E~-E_~) + r ~(i(E~+E_~))
~eÄ ~eÄ

(2.3.2)

go = ~o + r ~(E~)
~eÄ

Man beachte, daß cround cru kommutieren und 8: = crocru= crucro
ein involutiver Automorphismus von g ist, der go und gu

invariant läßt. (Eine Abbildung f: M ~ M heißt involutiv,

wenn f2 = idM, aber f * idM ist.)

Für den Rest dieses Abschnitts sei g die in den beiden vorher-

gehenden Abschnitten diskutierte komplexe, einfache Liealgebra

Diese Algebra besitzt nur kompakte und normale reelle Formen,

(vgl. [T]). Mit Hilfe der im folgenden Lemma angegebenen
Involution 8 bestimmen wir eine Weylbasis von g, die dann wie

oben beschrieben eine kompakte und eine normale reelle Form

liefert.
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2.3.3 Lemma: Die durch

für alle xe[3, aesl (3,[) und tue[3- definierte Abbildung

8: 9 ~ 9 ist ein involutiver Automorphismus.

Beweis: Offenbar ist 8 involutiv und [-linear. Um die Gleich-

heit von 8([X,Y]) und [8(X) ,8(Y)] für je zwei Vektoren

X,Y e 9 zu verifizieren, setze man

x = (x,a,tu) , Y = (y,b,tv) , [X,Y] = (z,c,tw)

und [8 (X),8 (Y)] = (w '.,c ',tz ') .

Nach Definition der Lieklammer (2.1.3) hat man

w' = ta.v-tb' u + J2 t (x) .y ,

c' = [ta,tb] + u.ty + ~ t(y)t(u) - v.tx - I t(x)t(v) ,

z' = bx - ay + J2 t (v) . u ,

während z, c und w durch die Gleichungen

z = ay - bx + h t (u) . v ,

c = 1t(v)t(x) - y.tu - 2 t(u)t(y) ,
w = tb.u - ta.v + J2 t(y)'x

gegeben sind. Unter Anwendung von 2.1.2(i) und Ausnutzung der

Schiefsymmetrie von t(x) ergibt sich das erwünschte Resultat:

w' = -w , c' = _tc und z' = -z . [J
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Sei a wieder das Wurzelsystem von 9 in Bezug auf die Cartan-

Unteralgebra ~ = [d1 ~ [d2 , (vgl. 2.2.5). Wir zerlegen a in

die disjunkte Vereinigung der kurzen und langen Wurzeln:

Man setze

und
1= -- XOl./T;

A.2 = 8

für Oleai und i=1,2 ,

wobei die XOl die in 2.2.5 angegebenen Basisvektoren der

Wurzelräume gOl sind.

2.3.4 Satz: Sei H1,H2 eine Basis von ~o. Dann ist

Beweis: Nach 2.2.1 hat man K(XOl,X-Ol) = A.i für jedes Oleai,

und somit

Ferner gilt 8(EOl) = -E_Ol für alle Olea, wobei 8 die im vor-

hergehenden Lemma definierte Involution von 9 ist. Für je zwei

Wurzeln Ol,ß e a mit Ol+ß e a erhält man somit einerseits

und andererseits

also
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NOl,ß = -N_Ol,-ß .

Mit Hilfe dieser Weylbasis können wir nun eine kompakte,und

eine normale reelle Form von 9 bestimmen. Die gemäß 2.3.1

definierten Konjugationen 0u und 00 sind durch

ou(x,a,tu) = -(ü,tä,txl

0o(x,a,tul = (x, ä,tü)

[J

für alle (x,a,tul€ 9 gegeben, wobei - (komponentenweise)

komplexe Konjugation bedeutet. Es bezeichne su(3l die komplexen

spurfreien schiefhermiteschen (3x31-Matrizen:

su(3l = {a€sI (3,[l I a+tä = I} .

Setzt man

(2.3.5)
9u = {(x,a,-txl € 9 I X€[3, a€su(3)}
90 = IR3x sI (3,IRlx IR3.,

so ist offenbar 9u (bzw. 90) die Fixpunktmenge von 0u (bzw.

00)' Somit haben wir:

2.3.6 Korollar: Seien 9u und 90 durch (2.3.5.) gegeben. Dann

ist 9u eine kompakte und 90 eine normale reelle Form von 9.

Die Liealgebra 90 nennen wir im folgenden die normale Liealgebra
vom Typ G,.
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2.4 Cartan-Zerlegung

Sei 90 eine halbeinfache reelle Liealgebra, 8 ein involutiver

Automorphismus von 90 und

90 = fo e Po

die von 8 induzierte Zerlegung von 90 in die Eigenriume

Po = {Xe90 I 8(X) = X} und Po = {Xe90 I 8(X) = -X} .

Offenbar sind Po und Po orthogonal bezüglich der Killingforrn

von 90 und es gilt:

Wir nennen 8 eine Cartan-Involution und 10 e Po eine Cartan-

Zerlegung von 90' wenn die Killingform von So positiv definit

auf Po und negativ definit auf 10 ist'.

Sei 90 eine reelle Form einer komplexen halbeinfachen Lie-

algebra 9 und cro die Konjugation in 9 bezüglich 90. Ist

10 e Po eine Cartan-Zerlegung von 90' so ist

eine unter cro invariante kompakte reelle Form von 9 und man hat

(2.4.1) 10 = 90 n 9u und Po = 90 n i9u.

Ist umgekehrt 9u eine kompakte reelle Form von 9 mit

cro{9u) c 9u' so wird durch (2.4.1) eine Cartan-Zerlegung
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90 = Po ~ Po definiert. Die zugehörige Cartan-Involution e
ist die Einschränkung von 000u = 0uoo auf 90.

Sei 90 = '0 ~ Po eine Cartan-Zerlegung. Dann ist Po eine

maximale kompakt eingebettete Unteralgebra von 90' (vgl. [H]).

Im allgemeinen ist Po nicht halbeinfach. Eine Liegruppe mit

Liealgebra Po ist nicht notwendig kompakt.

Ist 90 eine normale reelle Form von 9, so enthält Po eine

maximale abelsche Unteralgebra von 90 (und umgekehrt) .

Jede reelle halbeinfache Liealgebra besitzt eine Cartan-Zer-

legung. Sie ist bis auf Konjugation unter inneren Isomorphis-

men eindeutig, (vgl. [H]).

Sei {H1, ••• ,Hr} U {E« I «Eß} eine Weylbasis einer komplexen

halbeinfachen Liealgebra 9 und 9u (bzw. 90) die hierdurch

.definierte kompakte (bzw. normale) reelle Form von 9, (2.3.2).

Die zugeordneten Konjugationen 0u und 00 kommutieren dann,
insbesondere hat man

Man erhält somit unmittelbar eine Cartan-Zerlegung von 90'
indem man

Po = 90 n 9u = L ~(E«-E_«) und
(2.4.2) «Eß

Po = 90 n i9u = ~o + L ~(E«+E_«)
«Eß

setzt. Eine maximale abelsche Unteralgebra von 90 ist ~o.
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Das zuletzt Gesagte kann direkt angewendet werden auf

•9 = [3 X s{(3,[} X [3

und die im vorhergehenden Abschnitt angegebenen reellen Formen

90 = IR3 x s{(3,IR)x IR3•,

9u = {(x,a,-tx) e 9 I xe[3, aesu(3}} .

Es bezeichne sa(n) den Raum der spurlosen, symmetrischen

(nxn)-Matrizen mit reellen Koeffizienten. Dann hat man:

2.4.3 Korollar: Sei 90 = 1R3x s{ (3,IR) X IR3- die normale

Liealgebra vom Typ G2• Setzt man

1'0 = {(x,a,-tx)

Po = {(x,a, tx)

xelR3, aeso(3)}

xelR3, aesa(3)}

so ist 90 = 1'0 ~ Po eine Cartan-Zerlegung von 90. Die zuge-

hörige Cartan-Involution ist die Einschränkung der in Lemma

2.3.3 definierten Involution 8 von 9 auf 90.

In der Terminologie von Helgason ([H]) ist (90,8) eine

irreduzible orthogonale symmetrische Liealgebra von nicht-

kompaktem Typ. Ist (G,K) ein hierzu assoziiertes Paar, (d.h.

G ist eine zusammenhängende Liegruppe mit Liealgebra 90 und

K eine Liesche Untergruppe mit Liealgebra Po), so enthält K

das Zentrum von G. Im vorliegenden Fall ist dieses Zentrum
endlich (vgl. den folgenden Abschnitt). Dies impliziert, daß
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Keine halbeinfache, maximale kompakte Untergruppe von G ist.

Der homogene Raum G/K ist einfach-zusammenhängend und hängt

nur vom lokalen Typ von G, also nur von So ab. Die Killingform

von 90 induziert in kanonischer Weise eine G-invariante Rie-

mannsche Metrik auf G/K, und G/K ist ein irreduzibler Riemann-

scher symmetrischer Raum von nicht-kompaktem Typ.

Den "Tabellen zu den einfachen Lie Gruppen und ihren Dar-

stellungen" von J. Tits ([T]) entnimmt man, daß ~o halbeinfach

vom Typ A1xA1 = D2 ist, d.h. isomorph zu den kompakten reellen

Formen von

sr (2,11:) x sr (2,11:) - 50(4,11:)

Demnach hat man

Po ~ su(2) x su(2) ~ 50(4)

Wir geben einen expliziten Isomorphismus 50(4) ~ Po an. (Die

zunächst naheliegende Zuordnung

liefert lediglich eine lineare Isomorphie.)
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2.4.4 Lemma: Man definiere eine Abbildung ~ wie folgt:

~: 50(4,[)

~] 1
h x, a - 1 -1

2 t (x), h tx )

für alle xe[3 und ae50(3,[), wobei t der in 2.1.1 definierte

Isomorphismus [3 ~ so(3,[) ist. Dann ist ~ ein injektiver

Liealgebrenhomomorphismus, der 50(4) isomorph auf Po abbildet.

Beweis: Für je zwei Matrizen X,Y e 5o(4,[) verifiziert man die

Gleichung ~([X,Y]) = [~(X),~(Y)] durch einfaches Nachrechnen

unter Verwendung der in Lemma 2.1.2 aufgelisteten Eigenschaften

von t. Die übrigen Behauptungen gelten offensichtlich.

2.5 Liegruppen vom Typ G2 und maximale kompakte Untergruppen

o

Wir wenden uns jetzt der Beschreibung der einfachen Liegruppen

vom Typ G2 und deren maximalen kompakten Untergruppen zu.

Es sei daran erinnert, daß es zu jeder endlich-dimensionalen

reellen Liealgebra g eine bis auf Isomorphie eindeutig be-

stimmte einfach-zusammenhängende Liegruppe G mit Liealgebra g
gibt. (In dem Begriff "einfach-zusammenhängend" schließen wir

"zusammenhängend" mit ein.) Jede weitere zusammenhängende Lie-

gruppe G mit Liealgebra g ist dann isomorph zu einem Quotienten
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G/D, wobei D eine diskrete Untergruppe des Zentrums von G ist.

Das Bild der adjungierten Darstellung von G ist die adjungierte

Gruppe Int(g) der inneren Automorphismen von g. Der Kern von

AdG ist das Zentrum von G, im folgenden mit Z(G) bezeichnet.

Es ist also

AdG(G) = Int(g) - G/Z(G).

Man hat das kommutative Diagramm

ad(g) C Der(g) c gl (g)ad

AdG-----) Int(g) C Aut(g) C GL(g)

9

1
G

1 1 1

wobei über jeder Gruppe die zugehörige Liealgebra steht. Der(g)

bezeichnet die Liealgebra der Derivationen von g. Die senk-

rechten Pfeile sind die jeweiligen Exponentialabbildungen.

Ist 9 halbeinfach, so ist ad injektiv und ad(g) = Der(g).

Folglich ist Int(g) die Eins-Zusammenhangskomponente der Auto-

morphismengruppe Aut(g) von g, das Zentrum von G ist diskret

und AdG: G ~ Int(g) ist eine überlagerung. Ferner ist Int(g)

zentrumsfrei.

Die im folgenden auftretenden komplexen Liealgebren fassen

wir stets als reelle Liealgebren auf, ohne dies weiter kennt-
lich zu machen. Dies gilt insbesondere für die komplexe Lie-

algebra
9 = ([3 X sI (3,([) x [3- •
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Wir betrachten wieder die reellen Formen aus (2.3.5):

go = IR3 x 5 I (3 , IR) x IR3 ,. ,

gu = {{x,a,-tx) e 9 I xe[3, aesu(3)}

Vermöge der in Lemma 2.1.4 beschriebenen treuen Darstellung

p: 9 ~ 51 (7,[) betten wir 9 in die Liealgebra der speziellen

linearen Gruppe SL{7,[) ein. Seien G, Go' Gu die eindeutig

bestimmten zusammenhängenden Lieschen Untergruppen von SL{7,[)

mit Liealgebren g, go' gu respektive und Ö, Öo, Öu die ent-

sprechenden universellen Ü'berlagerungsgruppen. (Eine "Liesche

Untergruppe" ist nicht notwendig abgeschlossen.) Die folgenden

Angaben über die Zentren entnehmen wir den "Tabellen zu den

einfachen Lie Gruppen und ihren Darstellungen" von J.Tits ([Tl).

Danach sind die Zentren von Ö und Öu trivial, also

~ ~G = G ~ Int{g) und Gu = Gu - Int{gu).

Die Analogie zwischen 9 und gu ist nicht zufällig. Vielmehr

stehen die zusammenhängenden Gruppen jeder kompakten halbe in-

fachen Liealgebra in 1-1 Korrespondenz zu denen der komplexi-

fizierten Algebra. Für die nicht kompakten reellen Formen ist

die entsprechende Aussage im allgemeinen falsch. Dies ist auch
...,

hier der Fall: Das Zentrum von Go ist eine Gruppe von Ordnung

2, (siehe [T]). Folglich ist AdGo: Öo ~ Int{go) eine zweifache

Ü'berlagerungund die beiden Gruppen Öo und Int{go) sind bis
auf Isomorphie die einzigen zusammenhängenden Liegruppen mit

Liealgebra go ~ ad{go). Die Gruppe Go ist hierbei isomorph zu

Int{go), denn man hat das kommutative Diagramm
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j ) .Int(g)

wobei j die natürliche Inklusion ~ ~ ~ ~ id[ von Int(go) in

Int(g) bezeichnet. Folglich bildet die adjungierte Darstellung

Go isomorph auf Int(go) ab. Zusammenfassend hat man:

2.5.1 Satz: Die zusammenhängenden Lieschen Untergruppen

G, Go und Gu von SL(7,[) mit Liealgebren g, go und gu respek-

tive haben triviale Zentren und sind somit isomorph zu den

adjungierten Gruppen von g, go und gu respektive. Ferner sind

G und Gu einfach-zusammenhängend. Die Fundamentalgruppe von Go

ist isomorph zu ~2.

Wir betrachten nun die maximalen kompakten Untergruppen von Go.

Sie sind zusammenhängend und zueinander konjugiert. Dies gilt

für die maximalen kompakten Untergruppen einer beliebigen zu-
sammenhängenden Liegruppe.

2.5.2 Satz: Sei Go die zusammenhängende, zentrumsfreie Lie-

gruppe mit Liealgebra go = IR3 x sI (3,IR) x IR3- und

~: so(4) ~ go der Homomorphismus aus 2.4.4. Dann gibt es

genau einen Liegruppenhomomorphismus

~: SO(4) ~ Go ,

dessen Ableitung mit ~ übereinstimmt. ~ ist eine Einbettung
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und das Bild '!' (SO (4)) ist eine maximale kompakte Untergruppe

von Go mit Liealgebra Po = {(x,a,-tx)e 90 I xelRJ, aeso(3)}.

'"Beweis: Sei Go die universelle überlagerungsgruppe von Go.

Die Endlichkeit des Zentrums von Go impliziert, daß der lokale

Isomorphietyp der maximalen kompakten Untergruppen von Go durch

die Unteralgebra ~o einer Cartan-Zerlegung 90 = ~o $ Po be-

stimmt ist (vgl.[H], Ch. VI, Th.l.l.) ~ Das gleiche gilt ffir die

maximalen kompakten Untergruppen von Go. Wir betrachten die

Cartan-Zerlegung 90 = ~o $ Po aus 2.4.3. Sei K (bzw. i) eine

Liesche Untergruppe von Go (bzw. Go) mit Liealgebra Po.

i ist eine einfach-zusammenhängende maximale kompakte Unter-

gruppe von Go' die das Zentrum von Go enthält, (vgl.[T]). Die

universelle überlagerung n: Go ~ Go bildet i surjektiv auf
'"K ab und die Einschränkung von n auf K ist die universelle

überlagerung von K. Man hat also

und folglich

Der Isomorphietyp von K ist mithin durch die Beschreibung von

Z(Go) als Untergruppe von z(i) bestimmt. Man beachte, daß es

nicht ausreicht, den Isomorphietyp von Z(Go) zu kennen, denn

ffir zwei Untergruppen D und D' von Z(i) sind die Quotienten

i/D und i/D' nur dann isomorph, wenn es einen Automorphismus
von G gibt, der D in D' überffihrt.

-Für die Beschreibung des Zentrums von K benutzen wir einige
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bekannte Isomorphismen, die zwischen den verschiedenen Klassen

Ar,Br,Cr,Or der klassischen einfachen Liealgebren von Rang r

für r~4 auftreten, (wobei 01 und O2 nicht einfach sind) .

Standardmodelle für Ar,Br und Or sind in der folgenden Tabelle

aufgelistet. Hierbei ist [ eine komplexe Liealgebra des ange-

gebenen Typs, [u eine kompakte reelle Form und ~u eine einfach-

zusammenhängende Liegruppe mit Liealgebra tu. Spin(n) bezeichnet

die universelle überlagerungsgruppe von SO(n).

Typ

5 [ (r+l,[)

sc(2r+l,[)

so(2r,[)

r u

su.(r+l)

sO(2r+l)

so(2r)

SU(r+l)

Spin(2r+l)

Spin(2r)

Man hat die bekannten Identitäten AlxAI = O2 und AI = BI'

(siehe z.B. [H]), insbesondere also

Spin(4) = Spin(3) x Spin(3) und Spin(3) ~ SU(2)

Nun kann Spin(3) auch als Gruppe der Einheitsquaternionen

beschrieben werden. Sei ~ die Quaternionenalgebra, ~o das

orthogonale Komplement von !R.l in ~ und S3 die Liegruppe der

Einheitsquaternionen. Als Euklidischer Vektorraum ist ~ isomorph
zu ~4. Für a,b E S3 betrachte man die folgende Abbildung:

Tt.(a,b) (q) = aqb -I qE~ .

Offenbar ist Tt.(a,b) eine Isometrie, und da S~XS3 zusammen-

hängend ist, liegt Tt.(a,b) in SO(4). Ferner ist ~o für jedes

aeS3 invariant unter Tt.(a,a), und die Einschränkung von Tt.(a,a)
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auf ~o, im folgenden mit K3 (a) bezeichnet, kann als Element .von

SO(3) aufgefaßt werden. Die so definierten Abbildungen

K3: S3 ~ SO(3)

K4: S3XS3 ~ SO(4)

sind surjektive Liegruppenhomomorphismen mit

ker K4 = {(l,l),(-l,-l)} ~ 71.2•

Da sowohl S3 wie auch S3XS3 einfach-zusammenhängend sind, i~S

Kj eine universelle überlagerung von SO(i), (i = 3,4), und man

hat somit kanonische Identifizierungen

S3 = Spin (3)

S3XS3 = Spin(3) x Spin(3) = Spin(4)

Nun ist SO(3) zentrumsfrei und folglich

Z(Spin(3» = ker K3 = {1,-1} = 71.2•

Somit erhält man

Z (Spin (4» = Z (Spin (3» x Z (Spin (3))

= {(1,1), (1,-1), (-1,1), (-1,-1)}

Wir nennen D: = ker K4 = {(1,1), (-1,-1)} die diagonale Unter-

gruppe von Z(Spin(4». Sie ist invariant unter allen Auto-

morphismen von Z(Spin{4», also auch unter allen Automorphismen
von Spin(4).
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Der Isomorphismus ~: 50(4) ~ Po aus 2.4.4 läßt sich nun

zunächst eindeutig integrieren zu einern Isomorphismus

~: 5pin(4) ~ K mit ~. = ~.

Nach [T] liegt Z(Go) diagonal in Z(K), d.h. ~(D) = Z(Go). Also

bildet ~ den Kern von n4: 5pin(4) ~ 50(4) isomorph auf den
~Kern von n: K ~ K ab, und durch übergang auf die Quotienten

erhält man einen eindeutig bestimmten Isomorphismus

~: 50(4) ~ K mit ~. = ~. D.



3.. VERALLGEMEINERTE CARTAN-ZUSAMMENHANGEVOM TYP Gz

Wir kommen nun zu unserem eigentlichen Anliegen, nämlich der

Beschreibung verallgemeinerter Cartan-Zusammenhänge für

orientierte 3-Mannigfaltigkeiten vom Ausnahmetyp G2. Die

ersten beiden Abschnitte dienen der Definition eines geeig-

neten Bündels.

3.1 Die Projektion eines SL(n,~)-Bündels auf ein SO(n)-Unter-

bündel

Wir betrachten zunächst die polare Zerlegung von SL(n,~). Sei

SA(n) die Menge der reellen, symmetrischen, positiv definiten

(nxn)-Matrizen mit Determinante 1. Für A E SL(n,~), B E SO(n)

und C E SA(n) liegen tA.A sowie BCB-I und C-I in SA(n).

Jedes A E SL(n,~) besitzt genau eine Zerlegung der Form

A = AIA2 mit AlE SO(n) und A2E SA(n). Hierbei ist A2 ein-

deutig durch die Gleichung (A2)2 = tA.A bestimmt. Die im

folgenden Lemma zusammengefaßten Eigenschaften lassen sich

leicht verifizieren.

3 • 1 • 1 Lemma: Für A E SL ( n , IR) und B E SO (n) gil t:

(i)

(ii)

(iii)

(A-I)l = All

(AB) I = Al B

(BA) I = B Al

und

und

und

(A-I)2 = Al A21 All,

(AB)2 = B-IA2 B ,

(BA) 2 = A2
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Die durch die Polarzerlegung definierten Projektionen bezeich-

nen wir mit ~ und ß:
Ol: SL(n,IR) ~ SO(n}

ß: SL(n,~) ~ SA(n)
~(A) = Al

ß(A) = A2

Sei nun Meine n-dimensionale Mannigfaltigkeit und P = SO(M)

eine SO(n}-Struktur für M. Die Existenz einer solchen Struktur

ist äquivalent zur Orientierbarkeit von M. Für XEM bezeichne

Px die Faser über x. Sei g die durch P definierte Riemannsche

Metrik auf M,

für alle v,w E TxM und p E Px. Hierbei bezeichnet <,> das

Standard-Skalarprodukt des IR". Ferner sei

Q = P XSO(n}SL(n,~}

das zu P assoziierte Bündel mit Faser SL(n,~}, wobei SO(n}

durch Linkstranslationen auf SL(n,~} operiert. Wir fassen P

als Unterbündel von Q auf, identifizieren also pEP mit

[(p,I)] e Q. Das Prinzipalbündel Q ist eine Erweiterung von P

zu einer SL(n,~)-Struktur und entspricht der Riemannschen

Volumenform von (M,g) (bzgl. der durch P definierten Orien-

tierung auf M). Eine lineare Basis q E GL(M)x liegt genau dann

in Q (bzw. P), wenn der Isomorphismus

q: (IR",<,» ~ (TxM,g)
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volumenerhaltend (bzw. eine orientierungserhaltende Isometrie)

ist. (~n ist hierbei mit der natürlichen Orientierung und der

kanonischen Volumenform versehen) .

Wir definieren jetzt eine kanonische Projektion von Q auf P.

Für q ~ Qx bezeichne

~q: SL(n,IR) ----+ Qx

den durch ~q(A) = qA definierten Diffeomorphismus.

Sei p e Px. Man betrachte die beiden folgenden Abbildungen:

«: = ~po;o~p-l: Qx ----+ Px ,

ß: = ßO~p-1 Qx ----+ SA(n)

3.1.2 Lemma: Die Abbildungen « und ß sind unabhängig von der

Wahl von p e Px •

Beweis: Seien p,p'e Px und q e Qx. Definiert man B e SO(n)

und A E SL(n,~) durch p'B = P und p'A = q, so hat man

pB-lA = q und mit Hilfe von Lemma 3.1.1 (iii) ergibt sich

sowie

(~p" a. 0 ~p - I ) (q) = p ; (B - IA) = P B- I ; (A)

= p'; (~p I - I (q» = (~p' 0 a. 0 ~p , - I ) (q) • o
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Wir erhalten somit zwei glatte Abbildungen

<X: Q ~ P und ß: Q ~ SA (n) •

3.1.3 Lemma: Für alle q € Q, P € P und A € SL(n,IR) gilt:

(i)

(ii)

(iii)

(i v)

<x(q)ß(q) = q ,

<x(p) = p und ß(p) = I ,

<x(qA) = <x(q) i(ß(q)A)

ß(qA) = ~(ß(q)A) .

Beweis: Die Eigenschaften (i) und (ii) ergeben sich unmittel-

bar aus der Definition von <Xund ß. Ferner hat man

<x(qA) = <x(<x(q)ß(q)A)= (lJ.<x(q)oi°lJ.odq)-l)(<x(q)ß(q)A)

= <x(q) i(ß(q)A)

Analog folgt (iv).

Bemerkung: Betrachtet man anstelle von SL(M) eine beliebiges
Prinzipalbündel Q, dessen Strukturgruppe G halbeinfach und

nicht-kompakt ist, so können Abbildungen <X:Q ~ P und

ß: Q ~ S in analoger Art und Weise definiert werden, wobei

P eine Reduktion der Strukturgruppe von Q auf eine maximale

kompakte Untergruppe K bezeichnet und S Z ~k durch eine
globale Zerlegung G = K'S gegeben ist.

/

o
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Wir kommen auf den Fall G = SL(n,~) zurück und geben noch eine

weitere Beschreibung von ß an. Für qEQ sei

gij(q) = g(q(ei),q(ej»

die (i,j)-Komponente der Metrik g in Bezug auf die Basis

q(e1) , ••• ,q(e") von Tn(q)M, wobei (ei) die Standard-Basis

des IR" und n die Projektion Q -t M bezeichnet. Die Matrix

g(q) = ( gij(q) )

ist symmetrisch und positiv definit und det g(q) = 1, denn

q: IR" -t Tn(q)M ist volumenerhaltend. Also ist g(q) e SA(n)

und besitzt somit eine eindeutig bestimmte Quadratwurzel in

SA (n) •

3.1.4 Lemma: Für alle q e Q gilt ß(q)2 = g(q).

Beweis: Wir vergleichen gij (q) mit der (i,j)-Komponente von

ß(q)2. Zunächst hat man wegen ~(q)ß(q) = q

gij(q) = g(q(ei),q(ej»

= g(~(q)ß(q)ei ,~(q)ß(q)ej)

Da ~ (q): IR" -t Tn (q)M eine Isometrie ist, folgt

und somit

aufgrund der Symmetrie von ß(q). o
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3.2 Das geeignete Faserbündel und seine Einbettung in ein

G2-Prinzipalbündel

Zur Beschreibung verallgemeinerter Cartan-Zusammenhänge für

3-Mannigfaltigkeiten vom Ausnahmetyp G2 benötigen wir zunächst

ein geeignetes Faserbündel, das wir im folgenden einführen.

Sei Meine 3-dimensionale Mannigfaltigkeit, Q = SL(M) eine

SL(3,~)-Struktur auf Mund P = SO(M) eine Reduktion von Q auf

Strukturgruppe SO(3). Ferner sei

•9 = IR3 x 51 (3,IR)x IR3

die normale Liealgebra vom Ausnahmetyp G2 und 9 = ~ ~ p die

Cartan-Zerlegung aus Korollar 2.4.3, also

p = {(x,a,-tx)

I' = {(x,a, tx)

xelR3, aeso(3)}

xelR3, aesct(3)}

wobei sct(3) den Unterraum der symmetrischen Matrizen in 51 (3,IR)
bezeichnet.

Wir setzen B: = P x p und definieren eine Projektion nB von B

auf M durch nB(p,s) = n(p) für alle peP und seI', wobei n die

Projektion des Prinzipalbündels P bezeichnet. Offensichtlich
ist Bein Faserbündel über M vom Fasertyp SO(3)x p. Man kann

B auch als zu P assoziiertes Bündel beschreiben. Hierzu defi-

niere man eine Linksoperation von SO(3) auf SO(3)x p durch
A. (A',s) = (AA',s) für alle A,A'e SO(3) und seI'.Die Ab-

bildung
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B = P x P ~ P XSO(3) (SO(3)x p)
(p,s) ~ (p,(I,s»]

ist dann offenbar ein (starker) Isomorphismus der beiden

Bündel, (I = Einheitsmatrix) .

Auf der anderen Seite betrachten wir Q xM TM, das Faserprodukt

der beiden Bündel Q und TM über M: Di~ Produktmannigfa!tigkeit

Q x TM ist ein Faserbündel über M x M mit Projektion R x RH,

wobei R bzw. RH die Projektion von Q bzw. TM auf M bezeichnet.

Die Einschränkung dieses Bündels auf die Diagonale D in M x M

wird mit Q xM TM bezeichnet und als Faserbündel über M aufge-

faßt, d.h. man identifiziert D in kanonischer Weise mit M. Die

Faser von Q xM TM über xeM ist also Qx x TxM. Die Projektion

dieses Bündels bezeichnen wir auch mit R, also R(q,V) = R(q)

= RH(V) für alle (q,v) e Q xM TM.

Wir zeigen nun, daß die Bündel Q xM TM und B isomorph sind.

Hierzu erinnern wir daran, daß die Exponentialabbildung von

SL(3,IR) den Raum Set(3) der spurfreien, symmetrischen Matrizen

diffeomorph auf SA(3) abbildet. Die Umkehrabbildung von

eXPISet(3) bezeichnen wir im folgenden mit log. Ferner seien

~ und ß die Abbildungen aus 3.1.2, also:

Q ) P ,
~

Q -- ..•.) SA (3 ) :::) 5 et (3 ) •
ß log
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3.2.1 Satz: Mit den obigen Bezeichnungen ist die Abbildung

J: Q xM TM ~ B = P x P
definiert durch

J(q,v) = ( Ol(q) (q-1V ,log (ß (q)),t (q- 1v) )

für alle qEQ und VETM mit n(q) = nM(v), ein (starker) Bündel-

isomorphismus.

Beweis: Offensichtlich gilt nB 0 J = n. Man definiere eine
Abbildung J' wie folgt:

J': P x p ~ Q xM TM ,

J' (p,(x,a ,tx)) = (p .exp a, p.exp a (x))

für alle pEP und (x,a,tx) e p. Unter Verwendung von Lemma

3.1.3 läßt sich nun leicht zeigen, daß J' die Umkehrabbildung

von J ist. 0

Wie wir in den nächsten Abschnitten sehen werden, ist B das
geeignete Bündel, um hierauf verallgemeinerte Cartan-Zusammen-

hänge vom Typ G im Sinne von Definition 1.6.1 zu beschreiben,

wobei G die zusammenhängende, zentrumsfreie Gruppe mit Lie-

algebra g ist. Grundlegend für die folgende Konstruktion ist

die Cartan-Zerlegung g = P @ p. Da das Bündel P x p hierzu

in einer direkteren Beziehung steht als Q xM TM, ist es

- soweit es die Beschreibung von Cartan-Zusammenhänge vom

Typ G betrifft - dem letzteren Bündel vorzuziehen. Wir werden
daher unsere Ergebnisse auf P x p formulieren.
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Natürlich ist eine g-wertige 1-Form w auf P x p genau dann

ein Cartan-Zusammenhang, sagen wir vom Typ (G,j), wenn J.w

ein Cartan-Zusammenhang auf Q xM TM vom Typ (G,joJ) ist.

Damit lassen sich die Ergebnisse der folgenden Abschnitte auf

das Bündel Q xM TM übertragen.

Der Rest dieses Abschnitts dient der Beschreibung einer Ein-

bettung von B in ein geeignetes G-Prinzipalbündel P'.

Sei G ~ Int(g) die zusammenhängende, zentrumsfreie Liegruppe

mit Liealgebra g, (vgl. 2.5.1). Die zusammenhängende Liesche

Untergruppe K mit Liealgebra ~ ist eine maximale kompakte

Untergruppe von G und isomorph zu SO(4), (vgl. 2.5.2). Vermöge

der in 2.5.2 gewonnenen Einbettung ~: SO(4) ~ G identifizieren

wir SO(4) mit K = ~(SO(4)) (und somit 50(4) mit f via ~.' d.h.
via ~: 50(4) ~ gaus 2.4.4). Wir betrachten ferner SO(3) als

Untergruppe von SO(4) vermöge der Zuordnung

h E SO(3) ~] , 50(41

Somit ist SO(3) eine abgeschlossene Untergruppe von G und

operiert als solche durch Linkstranslationen auf G. Folglich

können wir das zu P assoziierte Faserbündel P' mit typischer
Faser G bilden:

n': P'= P XSO(3)G ~ M .
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P' ist ein G~Prinzipalbündel über Mund P ist eine Reduktion

von P' auf die Strukturgruppe SO(3) vermöge der kanonischen
Einbettung

i: P ~ P' , i(p) = [!p,e)] .

Wir fassen P als Unterbündel von P' auf und schreiben dem-
entsprechend kurz pg für den Orbit

[(p,g)] = {(ph,h-1g) e P x G I heSO(3)} (peP, geG).

3.2.2 Lemma: Die Abbildung j, die jedem (p,s)e P x p den

Orbit p.exp(s)e P' zuordnet, ist eine Einbettung des Faser-

bündels B = P x p in das Prinzipalbündel P'.

Beweis: Offensichtlich gilt n'o j = ne. Wir trivialisieren

die Bündel P' und B lokal mit Hilfe eines glatten Schnittes

cr: U ~ PIU, wobet U eine hinreichend kleine offene Menge in

M ist und PIU die Restriktion von P auf U bezeichnet. Es ge-
nügt dann, die Behauptung für die Abbildung

jU: PIU x p ~ P' IU ,

d.h. für die Einschränkung von j auf BIU = PIU x p zu zeigen.
Die erwähnten lokalen Trivialisierungen von P' und B sind
durch die folgenden Diffeomorphismen gegeben:

~': U x G ~ P' IU , ~' (x,g) = cr(x)g ,

~: U x SO(3) x p ~ PIU x p , ~(x,a,s) = (cr(x)a,s) .
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Es gilt

für alle XEU und alle gl,g2 E G. Wir betrachten ferner die

Abbildung

f: 50(4) x p ~ G , f(a,s) = a.exp(s)

Da 9 = • ~ p eine Cartan~Zerlegung ist, ist fein Diffeo-

morphismus, (vgl. [H], Ch.VI, Th.1.1). Somit ist die Ein-

schränkung von f auf 50(3) x p, (im unten stehenden Diagramm

mit fo bezeichnet), eine ~inbettung von 50(3) x p in G. Die

Behauptung ergibt sich somit aus der Kommutativität des

Diagramms

idU x fo
U x 50(3) x p ) U x G

q> 1= =1 q>'

BIU = PIU x p P' IUju 0

3.3 Verallgemeinerte Cartan-Zusammenhänge vom Typ G2

Unser Interesse gilt nun den verallgemeinerten Cartan-

Zusammenhängen auf B = P x p vom Typ (G,j) im Sinne von

Definition 1.6.1.

Sei zunächst G eine beliebige Liegruppe und 9 ihre Liealgebra.

Die Ableitung der Exponentialabbildung exp: 9 ~ G in einem
Punkt sEg ist durch
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(3.3.1) 0>

L
k='o

1 ad(-s)k(k+1) !

gegeben (siehe z.B. [H],Ch.II,Th.1.7). Wie üblich haben wir

hier den Tangentialraum von 9 im Punkt s mit 9 identifiziert.
Wir setzen

(3.3.2) C>

dsexp = L
k=o

1 (-ad (s) )k •(k+1)!

Somit hat man also das kommutative Diagramm

(exp.)s
Tsg ) T(exp s)G

l. .r L(exp s).

9 dsexp 9

3.3.3 Lemma: Es bezeichnen Ad (bzw. ad) dieadjungierte Dar-

stellung von G (bzw. g) und K die Killingform von g. Für alle

s,x,y e 9 gilt:

(i) Ad(exp s) = idg + d_sexp 0 ad(s) ,

(ii) d_sexp = Ad(exp s) 0 dsexp ,

(iii) K(dsexp(x) ,y) = K(x,d_sexp(y» .

Beweis: Sei e die Exponentialabbildung von gl (g) in die Lie-
gruppe GL(g), also

eCP = 0>

L
k=o

1 cpk
k! für cp e gl (g) .

Für einen beliebigen Vektor s in 9 hat man dann:
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ad(s)= e

(l) 1 ad(s)k= idg + Lk=t k!
(l) 1 ad(s)k= iGg + L (k+1) !

0 ad(s)
k=o

= idg + d_sexp 0 ad(s) .

Um (ii) zu zeigen, sei inv: G ~ G die Inversenbildung, also

inv(a) = a-t für alle aeG. Wir setzen g = exp s. Offenbar gilt

inv 0 Lg 0 exp = Rg-t 0 exp 0 -idg

Differentiation im Punkt -s ergibt e~nerseits

((inv 0 Lg 0 exp).) _s = - Lg• 0 (exp. )-s

= - d_sexp ,

andererseits hat man

= - Ad(g) 0 dsexp .

Die Gleichung (iii) erhält man schließlich wie folgt. Wegen

tr(AB) = tr(BA) für beliebige Endomorphismen A und B stimmen

K(y,[s,x]) und K(x,[y,s]) für alle s,x,y E 9 überein, also

K(ad(s)x,y) = - K(x,ad(s)y)

Folglich hat man

(3.3.4) K(ad(s) kx,y) = (-1)k K(x,ad(s) ky)

Hieraus ergibt sich dann

K(dsexp(x) ,y) = K(x,d_sexp(y» o
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Wir wenden uns jetzt wieder der im vorhergehenden Abschnitt

betrachteten Situation zu, wobei wir die Voraussetzungen und

Notationen von dort übernehmen. Insbesondere bezeichnet j

die Einbettung aus 3.2.2:

j: B = P x P ~ P' = P XSO(3)G
(p,s) ~ p'exp s

Einen Tangentenvektor Z e TbB im Punkt b = (p,s)e B mit peP

und sep schreiben wir im folgenden stets in der Form Z = (X,Y)

mit X e TpP und Y e TsP.

3.3.5 Lemma: Sei w': TP' ~ g ein Zusammenhangauf P'.

Man setze w: = j.w'. Dann gilt

w(X,Y) = Ad(exp S)-l (d_sexp Y + w' (X))

für alle (X,Y) e TpP x TsP ~ T(p,s)B, wobei Y e Tsp auf

der rechten Seite der Gleichung als Vektor in p aufgefaßt wird.

Beweis: Wir bestimmen zunächst die Ableitung von j im Punkt

(p,s) e P x p. Hierzu betrachten wir die beiden Abbildungen

und

definiert durch

js(q) = j(q,s) = q'exp(s) für alle qeP

jp(t) = j(p,t) = p'exp(t) für alle tep

Die Tangentialabbildung von j in (p,s) ist dann für alle
(X,Y) e TpP x TsP durch
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gegeben. Setzt man g = exp s, so hat man

js,= RglP und

wobei Rg die Rechtsoperation von g auf P' und ~p den durch

die Zuordnung a ~ pa definierten Diffeomorphismus von G auf

die Faser von P' durch den Punkt p bezeichnen. Somit erhält

man für jedes X e TpP und jedes Y e Tsp ~ P

sowie

jP.Y = (~P.0 exp.)s Y

= (Rg.O R -10 ~P. 0 exp.) s Yg.
= (Rg.)p (~p.)e (R -10 exp.)s Yg.
= (Rg.)p «R -10 exp.) s Y).(p)g.
= (Ad (g) -1 (R -1 0 exp.)s Y)*(pg)g*
= «L -10 exp.)s Y) • (pg)g*
= (dsexp Y)*(pg)

und somit

(3.'3.6)

Man hat also

w(X,Y) =w'(j.(X,Y»

und folglich

•= w' «dsexp Y) (pg) + Rg.X)

(3.3.7) w(X,Y) = dsexp Y + Ad(g)-lw' (X)

Nach Lemma 3.3.3(ii) ist dies äquivalent zur Behauptung. 0
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Sei L die kanonische Einbettung von P in B = P x p, definiert

durch L (p) = (p,O) für alle peP. Offensichtlich stimmt jOL mit

der Inklusion i von P in pt überein. Man hat also das

kommutative Diagramm

i

(3.3.8)
P

M

1
P'

und somit das induzierte kommutative Diagramm

i •

•Im folgenden zeigen wir, daß L auf der Menge der Cartan-

Zusammenhänge vom Typ (G,j) injektiv ist und bestimmen das

Bild.

3.3.9 Bezeichnungen: Die Menge aller (verallgemeinerter)
Cartan-Zusammenhänge auf B vom Typ (G,j) bezeichnen wir mit

C(B). Gemäß Definintion 1.6.1 liegt eine 1-Form w e Al (B,g)

genau dann in C(B), wenn w: TbB ~ g für jedes beB ein Iso-

morphismus ist und wenn es einen Zusammenhang w' auf P' gibt
mit •• I

J W = w.

Um eine einfache Sprechweise zur Verfügung zu haben, nennen

wir ferner eine 1-Form wo: TP ~ g geeignet, wenn sie die
folgenden drei Bedingungen erfüllt:
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für alle A E 50(3) c g ,

für alle h E SO(3) C G ,(2 )

(3 ) für alle pEP und sep

Die Menge aller geeigneten g-wertigen l-Formen auf P bezeichnen

wir mit C(P). Ferner sei C(P') C Al (pt ,g) die Menge aller Zu-

sammenhänge w' auf pt mit der Eigenschaft, daß die Einschränkung'

wo: = i-w' von w' auf P die Bedingung (3) erfüllt (und somit
geeignet ist).

3.3.10 Satz: Mit den obigen Bezeichnungen hat man das folgende

kommutative Diagramm, in dem alle Abbildungen bijektiv sind:

1 1.-
C(P) -(--

j-
C (B) -(--

I
C (P , )

Beweis: Sei zunächst w' ein Zusammenhang auf P'. Nach dem

vorhergehenden Lemma ist die mit j zurückgezogene Form w .- ,= J w

in einem Punkt b = (p,s)e B gen au dann ein Isomorphismus von

TbB auf g, wenn 9 die direkte Summe von d_sexp(p) und w' (TpP)

ist. Also ist w'E C(P') äquivalent zu w e C(B). Man hat also

j-(C(P')) C C(B), und aufgrund der Definition verallgemeinerter

Cartan-Zusammenhänge vom Typ (G,j) (s. 1.6.1) gilt Gleichheit.

Offensichtlich gilt auch i-(C(P')) C C(P). Die Injektivität

von j-: C(P') ~ C(B) und i-: C(P') ~ C(P) folgt unmittelbar

aus Lemma 1.1.2. Es bleibt zu zeigen, daß es zu jeder l-Form
C(P) einen Zusammenhang w'e C(P') mit . - ,~ w = Wo gibt.
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Seien hierzu p'eP' und X'e Tp'P'. Man wähle peP und X e TpP mit

Tt(p) = Tt'(p I ) und Tt.(X) = Tt~ (X') .

Definiert man geG durch pg = p', so ist Rg-l.X'- X ein verti-

kaler Vektor in TpP'. Es gibt daher genau einen Vektor Aeg,

dessen induziertes vertikales Vektorfeld A. auf P' im Punkt

p den Wert Rg~.X'- X annimmt. Man setze

w' (X') = Ad (g-l)(A + Wo (X))

Wir zeigen zunächst, daß diese Definition unabhängig von der

Wahl von XeTpp ist. Sei X ein weiterer Vektor in TpP mit

Tt.(X) = Tt.(X) =Tt~(X'). Ist Aeg durch A.(p) =Rg-l.X'-X

definiert, so hat man

und somit

"= -X + X e TpP

also

4 •=wo((A-A) (p)) A= A - A

Ferner ist die Definition von w' (X') unabhängig von der Wahl

des Punktes p. Um dies zu zeigen, sei p ein weiterer Punkt aus

P mit Tt(p) = Tt(p) = Tt'(p'). Dann gibt es eindeutig bestimmte
Elemente geG und heSO(3) mit pg = p' und ph = p. Es gilt

g = hg. Setzt man X = Rh.X, so hat man Tt.(X) = Tt.(X) = Tt~(X')
und somit X.(p) = Rg-l.X'- X für genau ein Aeg. Wegen

folgt A = Ad(h)X und somit
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Ad(a~) (Ä + wo(i» = Ad(g~) (Ad(h)Ä + Ad(h)wo(il)

= Ad(g~1 (A + wo(X».

Also ist w' eine wohldefinierte l-Form auf P'. Offenbar gilt

i.w' =WO' Um die Gleichung w' (B.) = B für BEg zu verifi-

zieren, wähle man für X E TpP den Nullvektor. Man hat dann. - .A (p) = Rg-l_B (pI = (Ad(g)B). (p), also A = Ad{g)B und somit

w' (B.) = B. Zu zeigen bleibt noch die Äquivarianz von w'.

Seien hierzu X'ETp'P', pEP, gEG, XETpP und AEg wieder wie

oben, also

w' (X ') = Ad ( g-l) (A + Wo (X) )

..,Ferner sei aEG. Man setze g = ga, p'= p'a und X'= Ra.X'.

Dann gilt pg =p' sowie n~(X'1 = n.(X) und somit

w' (X') = Ad ( g-l) (A + Wo (X) )

wobei AE9 durch A-(p) = Rg-l.X'- X bestimmt ist. Wegen

Rg-l.X'= Rg-l.X' ist A = A und man erhält

(Ra • w ' ) (X ') = w' (X ') = Ad ( g-l I (A + Wo (X I )

= Ad(a~) Ad(g~) (A + wo(X»

= Ad ( a -1 ) w' (X' I

Jede geeignete l-Form wo: TP ~ 9 kann also zu genau einem

Cartan-Zusammenhang w: TB ~ 9 erweitert werden, L.W = WO'

o

Wir nennen w den von Wo induzierten Cartan-Zusammenhang auf B.

Umgekehrt ist jeder Cartan-Zusammenhang vorn Typ (G,j) auf B

von einer (im Sinne von 3.3.9) geeigneten g-wertigen l-Form

auf P induziert.
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3.3.11 Korollar: Sei wo: TP ~ 9 eine geeignete i-Form

und w: TB ~ 9 der induzierte Cartan-Zusammenhang vom Typ

(G,j). Für alle X E TpP und alle Y E TsP ~ P gilt:

(i) w(X,Y) = dsexp Y + Ad(exp S)-lWO(X)

(ii) w(X,Y) = wo(X) + dsexp(Y - [s,wo(X)]).

Beweis: (i) wurde bereits im Beweis "von Lemma 3.3.5 herge-

leitet, vgl. (3.3.7). Die Gleichung (ii) ergibt sich aus (i)

durch Anwendung von Lemma 3.3.3(i). o

3.3.12 Korollar:

Q', Q, Qo die entsprechenden Krümmungen, (wobei mit Krümmung

Dann gilt:

gemeint ist).

(i) und

(i i ) Q ( (X1 , Y 1 ) , (X2 I Y 2 )) = Ad (exp s)-1 Qo (X1 , X 2 )

Beweis: (i) folgt unmittelbar aus

•= I. w = Wo und •• I
J W = W

und den Strukturgleichungen

Q = dw + [w,w]

Q' = dw I + [w I I W ' ]
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Um (ii) zu zeigen, seien X1,X2E TpP und Y1 ,Y2E Tsp. Man

setze g = exp s. Aus (i) und (3.3.6) folgt dann

Q((X1,Y1),(X2,Y2) = Q'(j.(X1,Y1),j.(X2,Y2»
= Q' ((dsexp Y1)-(pg) + Rg.X1, (dsexp Y2).(pg) + Rg.X2)

Da Q' horizontal und Ad-äquivariant ist, ergibt sich hieraus

Q((X1,Y1),(X2,Y2) = Q'(Rg.X1"Rg.X2)

= Ad (g) - 1 Q' (X 1 , X 2 )

= Ad(g)-l QO(X1,X2)

Wir zeigen hier zunächst, daß jeder Cartan-Zusammenhang vorn

Typ (SO(4) ,SO(3» auf dem SO(3)-Bündel P = SO(M) in C(P)

liegt, also geeignet ist. Dies sichert insbesondere die

Existenz verallgemeinerter Cartan-Zusammenhänge vorn Typ (G,j)

für jede orientierbare 3-Mannigfaltigkeit M. Als Beispiel

betrachten wir dann eine Raumform positiver Schnittkrümmung.

o

Sei zunächst 9 eine beliebige reelle halbeinfache Liealgebra

und 9 = • ~ p eine Cartan-Zerlegung, wobei • die Unteralgebra
sei,..Wegen

[P,'] c P , [P,p] c p , [p,p] c •

gilt für alle SEp
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ad(s)k(p) { p für k gerade
C

~ für k ungerade
(3.4.1)

k { ~ für k gerade
ad (s) (1) .C

P für k ungerade

3.4.2 Lemma: Sei g = ~ ~ p eine Cartan-Zerlegung einer halb~

einfachen reellen Liealgebra g. Sei SEp.

(i) Die folgende Abbildung ist ein linearer Isomorphismus:

0>

ls: = L
k=o

1 2k
(2k+l)! ad (s) I p: p ~ p

(ii) Die Einschränkung von dsexp auf p ist injektiv und

gist die direkte Summe von dsexp{p) und~.

Beweis: Die Killingform von g ist positiv definit auf p und

negativ definit auf ~. Nach (3.3.4) ist für jedes SEp die Ab-
bildung

ein selbstadjungierter Endomorphismus von p bezüglich der
Killingform K. Ferner hat man für jedes XEp

K(r(x) ,x) = - K([s,x],[s,x]) ) 0 ,

denn [s,x] liegt 1n ~. Man erhält somit

sowie
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also.
K(r" (x) ,x) ~ 0

für jedes XEp und jede nicht negative ganze Zahl n. Um (i) zu

zeigen,' sei x ein Element aus dem Kern von Is. Dann hat man

CD

o = K(ls(x) ,x) = L"=0
1(2n+l)! K(r"(x),x)

Da alle Summanden nicht negativ sind, folgt K(r"(x) ,x) = 0

für alle n. Insbesondere ist K(x,x) = 0, also x = O. Die

Behauptung (ii) ergibt sich wie folgt: Die Abbildung Is ist
0

die p-Komponente von dsexPlp bezüglich der Cartan-Zerlegung

9 = f !fI p, (siehe (3.3.2) und (3.4.1». Ist also x ein Vektor

in p mit dsexp(x) = 0, so hat man insbesondere Is(x) = 0

und damit x = 0 nach (i). Folglich ist dsexPlp injektiv.

Für jedes yEp mit dsexp(y)E f folgt ebenfalls Is(y) = 0

und somit y = 0 = dsexp(y). Also: dsexp(p) n f = {O}. 0

Im folgenden gelten wieder die Voraussetzungen und Bezeichnungen

des vorhergehenden Abschnitts, (insbesondere Diagramm (3.3.8».

3.4.3 Korollar: Sei wo: TP ~ 50(4) ~ fein Cartan-Zusammen-

hang vom Typ (SO(4) ,SO(3» auf dem SO(3)-Prinzipalbündel P.

(i) Es gibt einen eindeutig bestimmten Cartan-Zusammenhang

W auf B = P x P vom Typ (G,j) mit •L w = wo. Di eser

kann auch wie folgt charakterisiert werden: Es gibt genau

einen Zusammenhang w' auf P' = P XSO(3)G mi t .. ,:l w = wo •

Es gilt dann •• I

J W = w.
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(ii) Für alle X E TP und alle Y E Tsp ~ P gelten die folgen-

den Gleichungen, wobei wf die f- und wP die p-Komponente

von w bezeichnen und Z: = Y - [s,wo(X)] E P ist:

w(X,Y) = dsexp(Y) + Ad(exp S)-l(WO(X))

= WO (X) + dsexp(Z)

wf(X,Y)
CD 1 ad(s)2k+1(Z)= wo(X) - L:

k=o (2k+2) !

CD 1 ad(s)2k(Z)wP(X,Y) = ls(Z) = L:k=o ~(2k+1)!

(iii) Sind Q, Qo die Krümmungen von w, Wo respektive, so

Beweis: Nach Lemma 3.4.2(ii) ist Wo geeignet, d.h. woE C(P).

Somit folgt (i) aus Satz 3.3.10. Die Gleichungen für w(X,Y)

in (ii) sind diejenigen aus Korollar 3.3.11. Wegen [P,f] C P

ist [s,wo(X)] ein Element aus p, folglich liegt auch Z in p.
Hieraus ergeben sich die Gleichungen für wf und wP aufgrund

von (3.3.2) und (3.4.1). Die Aussage (iii) haben wir in
Korollar 3.3.12 gezeigt.

Wir kommen jetzt auf die in 1.4.3 angestellten Betrachtungen

zurück. Wie dort zerlegen wir f = 50(4) in die direkte Summe
von 50(3) und

o
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{[~]x I 0 E 50(4) XE~' }

Es ist Ad(A) (m) C m für alle A E 50(3). Durch Einschränkung

der adjungiertenDarstellung von 50(4) auf 50(3) erhält man

somit die lineare Darstellung

p: 50(3) ~ GL(m) p (A) = Ad (A)Im.

Bei kanonischer Identifizierung von m mit dem Tangentialraum

von 50(4)/50(3) am Ursprungspunkt e = 50(3) geht p in die

lineare Isotropiedarstellung von 50(3) über.

Wir betrachten den Isomorphismus

1: IR3 ~ m

Man hat

(3.4.4.)
1 0 A = Ad(A) 0 1

1 0 a = ad(a) 0 1

für alle A E 50(3) und

für alle a E 50(3)

Identifiziert man also m mit ~3 vermöge 1, so entspricht p die

natürliche Darstellung von 50(3) in IR3, also die Inklusion von

50 ( 3 ) in GL ( 3 , IR) •

5ei nun wieder n: P ~ Meine 50(3)-Struktur für eine 3-Mannig-
faltigkeit M. Ist ~ eine ~3-wertige Differentialform auf P, so

bezeichnen wir mit a die m-wertige Form 1 0 ~. Eigenschaften
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wie "Äquivarianz", "Horizontalität" und "punktweise Surjekti-

vität" bleiben natürlich unter dem Isomorphismus

erhalten. Hierbei bezieht sich "Äquivarianz" von Ol auf die

Inklusion SO(3) C GL(3,IR) und "Äquivarianz" von a auf p.

Wie wir in 1.3 und 1.4.3 gesehen haben, ist jeder Cartan-

Zusammenhang vom Typ (SO(4) ,SO(3)) auf P von der Form

Wo = n + e, wobei n: TP ~ 50(3) ein metrischer Zusammenhang

für Mund 8: TP ~ IR3 eine horizontale, äquivariante und

punktweise surjektive 1-Form ist. Sind umgekehrt n und 8 wie

oben vorgegeben, so ist n + e ein Cartan-Zusammenhang auf P.

Gewöhnlich definiert man die Torsion e E A2(P,~3) eines

Zusammenhangs n auf P als die äußere kovariante Ableitung

der kanonischen 1-Form

8: TP ~ IR3 , 8(X) = p-l Tt.(X) für X E TpP .

Man hat dann die Strukturgleichung

e (X,Y) = d8 (X,Y) + n (X)8 (Y) - n (Y)8 (X)

oder äquivalent (nach (3.4.4.)):
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3.4.5 Satz: Sei Meine 3-dimensionale orientierte Riemannsche

Mannigfaltigkeit mit konstanter Schnittkrümmung x>O, P das

SO(3)-Prinzipalbündel aller positiv orientierten Orthonormal-

basen in TM und wo: TP ~ 50(4) der durch Wo = Tl+ )..,8

definierte Cartan-Zusammenhang auf P, wobei Tl:TP ~ 50(3)

der Levi-Civita-Zusammenhang für M, e: TP ~ IR3 die kanonische

i-Form und )..,EIR durch )..,2 = X gegeben ist. Dann ist Wo und

somit der von Wo auf B induzierte Cartan-Zusammenhang vom

Typ (G , j) f 1ach .

Beweis: Wir betrachten zunächst einen beliebigen Zusammenhang

Tlauf P. Die Krümmung von Tlbezeichnen wir mit H, die Torsion

die natürliche Basis von ~3 und e~E gI (3,~)
1

die Matrix mit 1 in der (i,j)-ten Komponente (i-te Zeile, j-te

Spalte) und 0 in den restlichen Komponenten. Wir schreiben

Tl= L Tl~ej e = L eie.
i,j J i 1

H = L H~ej S = L Sie.
i,j J i 1

wobei e die kanonische l-Form auf P ist. Die beiden Struktur-

gleichungen

H = dTl+ [Tl,Tl]

e = da + [Tl,8]+ [S,Tl]

lesen sich dann komponentenweise wie folgt:

Hi = dTlj + 2: Tl~" Tl~J k
Si de.i + L i ek= Tlk" .k
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Nun ist für jede von Null verschiedene reelle Zahl l die 1-Form

lS: TP ~ IR3 offenbar äquivariant, horizontal und punktweise
surjektiv, und folglich wo: = 11+ lS ein Cartan-Zusammenhang
vom Typ (SO (4) ,SO (3) ). Stellt man Wo und dessen Krümmung Qo

in der Form

Wo = ~ wil(ei) + ~ w~ej
i,j J i

Qo = ~ Qil(ei) + ~ Qiei
i,i j i

dar, so schreibt sich die Strukturgleichung Qo = dwo + [wo,wo]

als
Qi = dwi + ~ w~" wk ,

k

Q~ = dwi + ~ w~" w~ - wi" wjJ j k J

Nach Definition von Wo hat man wi = lSi und wJ = 11J. Somit
ergibt sich:

Qi = d(lSi) + ~ 11~" lSk = lei
k

Ist nun 11der Levi-Civita-Zusammenhang von M, so ist e = 0

und somit Qi = 0, (i = 1,2,3). Hat ferner M konstante Schnitt-

krümmung x = l2, so gilt (siehe [KNo],Ch.V,Prop. 2.4):

Folglich ist auch QJ = 0 und somit Wo flach. Nach Korollar
3.4.3(iii) verschwindet dann auch die Krümmung des induzierten
Cartan-Zusammenhangs w: TB ~ g. o
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3.5 Strukturgleichungen und Bianchi-Identitäten

Wir beschreiben jetzt die Strukturgleichung Q = dw + [w,w]

komponentenweise in Bezug auf die folgende Basis von

~3 x gl (3,~) x ~3.: Seien (ei)' (e~) und (ej) die Standard-Basen
1

von ~3, gl (3,~) und ~3. respektive. Zu jeder k-Form ~ E Ak(B,g)

gibt es eindeutig bestimmte k-Formen ~i '~}'~j E Ak(B,~) mit

~ = E ~iei + E
i , j

Wie in Abschnitt 1.5 schreiben wir kurz ~ = (~i '~}'~j).

3.5.1 Satz: Sei w = (wi ,w},Wj) ein Cartan-Zusammenhang auf B

vom Typ G und Q = (Qi ;Q},Qj) die Krümmung von w. Dann gelten

die folgenden Strukturgleichungen, wobei die Indizes modulo3

zu nehmen sind und 5j das Kronecker-Symbol bezeichnet:

Qi = dwi + E w~" wk - h Wi+l" W i+2 ,k

.Q. i. dwi. E w ~" w~ 3

wi"
1 5 i.E wk"= + + 2" Wj - 2" Wk ,J J k J J k

.Q.j = dWj + E Wk" w~ + h wj+1
" wj+2

k J

Beweis: Man erhält diese Gleichungen aus den bekannten

Strukturgleichungen für gl (7,~), wenn man wund .Q. vermöge

der in Lemma 2.1.4 angegebenen treuen Darstellung

p: 9 ~ 9 I (7 , IR)

als Differentialformen mit Werten in 91 (7,~) betrachtet:
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Wir setzen deshalb

i , j =0

und

r = p 0 .Q. = 6

L:
i , j =0

rifj
J i

wobei {fj I 0'i,j'6} die Standard-Basis von gl (7,~) bezeichnet:
1

.. 1. (i+1)-te Zeile

(j+1)-te Spalte

Aus .Q. = dw + [w,w] folgt dann natür1ich r = dy + [y,y],

d.h. komponentenweise:

6

L:
k=o

für alle i,j = 0, ...,6 .

Die Beziehung zwischen den und den wird nun
nach Definition von p durch die Matrizengleichung

0 W1 w2 w3 -w1 -w2 -w3

w1 w1 w1 w1 0 -AW3 AW21 2 3

w2 w2 w2 w2 AW3 0 -AW11 2 3

= w3 w3 w3 w3 -AW2 AW1 01 2 3

-W1 0 AW3 -AW2 -W~ -W~ -W~

-W2 -AW3 0 AW1 -w; -W~ -W~

-W3 AW2 -AW1 0 -w; -W~ -w;

mit A = ~ beschrieben. Entsprechend gilt diese Gleichheit,
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wenn man wi ,wj,Wj durch Qi ,Qj,Qj und yj durch rj ersetzt.

Für i = 1,2,3 verifiziert man nun zunächst

{
-2A.W2"W3

6

L: y~"y~ = -2A.W3"W1k=~
-2A.W1"W2

= -.;2 Wi+l"Wi+2

falls i=l

falls i=2

falls i=3

(Indizes mod 3)

Damit ergibt sich

3 6Qi = ri = dy~ + y~"y~ + L: i k + L: y~"y~0 Yk"Yok=l k=4
3 .;2= dwi + L: w~"wk W i +1 "W i+2 (Indizes mod 3)
k=l

Die Gleichung für Qj, (j = 1,2,3), erhält man auf analoge Weise.

Schließlich zeigt man für alle i,j = 1,2,3 die Formel

und erhält somit

3

= A.wi"A.wJ. + 5 ~ L:
Jk=l

A.WkAA.Wk

3 6Qi = rio = dyi + y~Ayj + L: y~"y~ + L: y~"y~J J J k=l k=4
3

1 i 3

= dw~ + W i"w . + L: w~"w1 + + !.5 i. L: w "wkJ J "2W AWj 2 J k=l kk=l

In Abschnitt 1.5 haben wir die Frage aufgeworfen, inwieweit

o

sich die Theorie der projektiven und konformen Cartan-Zusammen-
hänge auf verallgemeinerte Cartan-Zusammenhänge vorn Typ G über-
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tragen läßt. Nun ist

keine Graduierung, und die Ähnlichkeit von 9 mit den Liealgebren

sr (n+1,IR) = IRn 'i' gr (n,IR) ;t/ IRn*

0(n+1,1) = ~n ;t/ co(n,~) $ ~n.

ist nur äußerer Natur. Dies verhindert eine Anwendung der in

1.5 skizzierten Methoden schon zu Beginn. Zwar wird die Algebra

A(B,~) wie in 1.5 von den Komponenten wi ,Wl,Wj eines beliebigen

Cartan-Zusammenhangs w: TB ~ 9 erzeugt, jedoch treten jetzt

bei horizontalen Formen im allgemeinen auch die Komponenten

wl und Wj auf, denn bereits die ~3-Komponente (wi) von W ist

nicht horizontal: Nach Korollar 3.3.11(i) bildet nämlich W den

Vertikalraum VbB = VpP x TsP im Punkt b = (p,s)e B = P x p

isomorph auf dsexp(p) ~ Ad{exp S)-1 (50(3)) ab. Im Fall s = 0

hat man also

und da die Projektion von 9 = ~3 ~ sr (3,~) $ ~3. auf den

ersten Faktor ~3 den Raum p surjektiv auf ~3 abbildet, ist
(w i ): VbB ~ IR3 ebenfalls surjektiv, also (w i ): TB ~ IR3 nicht

horizontal.

Die Komponenten Qi ,Ql,Qj der Krümmung von W werden also

im allgemeinen nicht von den wi erzeugt. In der in 1.5 be-

schriebenen Situation ist aber gerade die DarsteIlbarkeit der

Krümmung durch die wi der Ausgangspunkt für die weiteren Ober-
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legungen. Insbesondere basiert die Charakterisierung des

normalen projektiven Zusammenhangs (vgl. Satz 1.5.2) hierauf.

Die Unterschiede werden auch deutlich, wenn man die oben an-

gegebenen Strukturgleichungen mit denen aus (1.5.1) vergleicht:

So treten in Satz 3.5.1 in dem Ausdruck für Qi_ dwi nicht

nur - wie in (1.5.1) - die Komponenten wi und wJ auf, sondern

auch die Wj' Die der Bedingungung (-) aus Satz 1.5.2 ent-

sprechende Forderung würde also im vorliegenden Fall auch die

Vorgabe der Wj erzwingen.

Zum Schluß dieses Abschnitts notieren wir noch die Bianchi-

Identität komponentenweise:

3.5.2 Satz: Unter den Voraussetzungen von Satz 3.5.1 gelten

die folgenden Gleichungen, (Indizes modulo 3):

dQj = L(QkAW~-Q~AWk) + J2(Qj+lAWj+2_Qj+2AWj+l)
k

Der Beweis ergibt sich durch äußere Differentiation der Struktur-
gleichungen 3.5.1.
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3.6 Komplexe Cartan-Zusammenhänge

Während wir bisher verallgemeinerte Cartan-Zusammenhänge

diskutiert haben, denen die 3-Sphäre als Modellraum zugrunde

lag, wollen wir uns nun auch die Frage stellen, ob eine ähn-

liche Konstruktion für den hyperbolischen Raum H3 als Modell

möglich ist. Die Isometriegruppe von H3 ist die Lorentzgruppe,

und ihre Liealgebra ist eine reelle Form von so(4,[}, also in

der komplexen Liealgebra vorn Typ G2 enthalten, (siehe 2.4.4).

Es liegt daher nahe, die vorhergehenden Betrachtungen zu

komplexifizieren. Analog zu Satz 3.4.5 sollte es dann möglich

sein, zu jeder Raumform negativer Krümmung einen komplexen

Cartan-Zusammenhang vorn Typ G angeben zu können, dessen

Krümmung verschwindet. In diesem Abschnitt wollen wir komplexe

Cartan-Zusammenhänge einführen.

Sei zunächst E ein reeller Vektorraum und E[ = E ~ [ seine

Komplexifizierung, wobei wir wieder AX anstelle von X~A

schreiben, (xEE, AE[). Insbesondere identifizieren wir XEE

mit x~l E E[. Ist F ein weiterer reeller Vektorraum, so be-
zeichne Ak(E,F) den Raum der alternierenden, multilinearen

Abbildungen von Ek = E x x E (k-mal) nach F. Analog
definieren wir Ak(E,F[) und Ak(E[,F[}, wobei wir jedoch im

letzten Fall E[ und F[ als komplexe Vektorräume betrachten,

d.h. die Multilinearität bezieht sich auf [. Für k = 1
schreiben wir auch L(E,F), L(E,F[) und L(E[,F[). Man hat

kanonische ([-lineare) Isomorphismen
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(3.6.1) L{E,F) ~ [

definiert durch

~(l~A) = 1 ~ A'id[

5{h) = hlE
für alle 1 E L{E,F) un~,AE[

für alle h E L{E[,F[)

Insbesondere läßt sich also jede lineare Abbildung E ~ F[

zu genau einer [-linearen Abbildung E[ ~ F[ fortsetzen.

Setzt man in (3.6.1) anstelle des Raumes E dessen k-te äußere

Potenz AkE ein und identifiziert L{AkE,F) mit Ak (E,F) in :f

kanonischer Weise, so erhält man die Isomorphismen

(3.6.2)

Diese Überlegungen lassen sich ohne Schwierigkeiten auf
Vektorbündel übertragen:

Ist F ein weiteres reelles Vektorbündel über der ~leichen
Basis B, so kann man das Vektorbündel

betrachten, dessen Faser über einem Punkt bEB der Vektorraum
Ak{Eb,Fb) ist. Entsprechend sind die Vektorbündel Ak(E,F[)
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und Ak(E[,F[) definiert, wObei im letzten Fall E[ und F[ als

komplexe Vektorbündel aufzufassen sind. Analog zu (3.6.2) hat

man jetzt kanonische starke Isomorphismen der (komplexen)

Vektorbündel

Ak (IE,F) ~(Bx[)

Die Schnittmodule dieser Bündel sind folglich ebenfalls iso-

morph zueinander. Identifiziert man schließlich noch

r(Ak(E;F) ~(Bx[» mit rAk(E,F) ~ [, so erhält man

3.6.3 Lemma: Seien IEund F reelle Vektorbündel über einer

Mannigfaltigkeit B. Dann hat man kanonische Isomorphismen

(als Cm(B,[)-ModuleJ wie folgt:

Explizit sind y und 6 durch folgende Gleichungen gegeben:

Y(S~A.)(b)(Xl~lJ.l,...,Xk~l!k) = s(b)(x1, ••• ,Xk) ~ )..l!l...lJ.k,

6(S) (b) = S(b) I (lEb)k

filr alle s E rAk(E,F), S E rAk(E[,F[), bEB, XiE Eb und A.,l!jE[.

Wir interessieren uns vor allem für den Fall, in dem E das

Tangentialbündel von Bund F ein triviales Bündel ist, sagen
wir F = B x F. Wir setzen

und - in übereinstimmung mit der weiter vorne verwendeten
Notation -
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Ak{B,F} = fAk{TB,BxF}

Ak (B,F[) = fAk {TB,BxF[}.

Die Elemente aus Ak{B,F} ~ [ nennen wir auch komplexe

k-Formen auf B mit Werten in F. Wegen

können solche Formen sowohl als F[-wertige Formen auf B wie

auch als Abbildungen (TB)[ ~ ... ~ (TB)[ ~ F[ interpretiert

werden. Die (reellen) F-wertigen k-Formen auf B betrachten wir

vermöge der natürlichen Inklusion von Ak{B,F} in Ak(B,F) ~ [

auch als komplexe Formen.

3.6.4 Definition: Unter einem komplexen Zusammenhang auf einem

H-Prinzipalbündel P verstehen wir eine Q[-wertige l-Form ~

auf P mit folgenden Eigenschaften:

{i} für alle AeQ ,
{ii} für alle heH ,

wobei Ad{h-1) als Element in GL(Q[} aufgefaßt wird. Die kom-

plexe 2-Form d~ + [~,~] heißt Krümmung von ~.

~ = ~l + i~2. Dann ist ~ genau dann ein komplexer Zusammenhang

auf P, wenn der Realteil nl ein Zusammenhang und der Imaginär-

teil ~2 eine horizontale, äquivariante l-Form auf P ist.

Der Beweis ergibt sich unmittelbar.
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3.6.6 Definition: Sei Bein Faserbündel über einer Mannig-

faltigkeit Mund G eine Liegruppe mit Liealgebra g. Es gelte

dirn G = dirn B. Eine Form w e Al (B,g[) heißt (verallgemeiner-

ter) komplexer Cartan-Zusammenhang vom Typ G, wenn es ein

G-Prinzipalbündel P' über M und eine starke Bündelabbildung

j von B in P' gibt, so daß die folgenden beiden Bedingungen

erfüllt sind:

(i) Es gibt einen komplexen Zusammenhang w' auf P' mit
•• I
J W = W •

(ii) w(X) * 0 für alle X e TB mit X * 0 .

Sind P' und j vorgegeben, so sagen wir, w sei vom Typ (G,j).

Ferner nennen wir ~ = dw + [w,w] die Krümmung von w.

Betrachtet man einen komplexen Cartan-Zusammenhang wals

Element in Al (B[,g[), so wird hierdurch eine Trivialisierung

des komplexen Tangentialbündels von B definiert:

w: (TB)[ ~ B x g[ .

3.6.7 Beispiel: Sei H eine abgeschlossene Untergruppe von G

und B = Pein H-Prinzipalbündel über einer Mannigfaltigkeit M
mit dirn M = dirn G/H. Ferner sei p'= P XH G und j: P ~ P'

die Inklusion. Eine Form w e Al (P,g[) ist genau dann ein

komplexer Cartan-Zusammenhang vom Typ, (G,j), wenn die folgenden
drei Bedingungen gelten:
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für alle AEb ,
(ii) für alle hEH

(iii) w(X) * 0 für alle X E TB mit X * 0 .

In diesem Fall nennen wir w auch einen komplexen Cartan-

Zusammenhang vom Typ (G,H). Die Betrachtungen aus Abschnitt

1.3 können leicht auf komplexe Cartan-Zusammenhänge übertragen

werden. Ist insbesondere G/H reduktiv, sagen wir 9 = b ~ m

mit Ad(h) (m) c m für alle hEH, so ist die b[-Komponente von w

ein komplexer Zusammenhang auf P, während die m[-Komponente

e eine horizontale, äquivariante 1-Form mit e(Tpp) ~ [ = m[

für alle pEP ist. Betrachtet man e als Abbildung (TP)[ ~ m[,

so ist e punktweise surjektiv. Hat man umgekehrt einen kom-

plexen Zusammenhang ~ auf P sowie eine horizontale, äquivari-

ante, punktweise surjektive komplexe 1-Form e: (TP)[ ~ m[

vorgegeben, so ist n + e ein komplexer Cartan-Zusammenhang auf P.

3.7 Komplexe verallgemeinerte Cartan-Zusammenhänge vom Typ G2

Wir kommen jetzt wieder auf die in den Abschnitten 3.2 - 3.5

betrachtete Situation zurück und übernehmen die dort gemachten

Voraussetzungen und eingeführten Bezeichnungen. Insbesondere

betrachten wir wieder das kommutative Diagramm (3.3.8):

L j
P -----) B = P x P -----) p'= P XSO(3)G
I T

i
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Wie in 3.2 haben wir so(4) mit f und somit so{4,[) mit f[

vermöge der Abbildung ~: so{4,[) ~ g[ aus 2.4.4 identifi-

ziert. Die Gruppe SO(3) operiert wieder auf G von links durch

A"g = ~(A)"g für alle A E SO(3) und gEG, wobei ~: SO(4) ~ G

die durch ~. = ~ bestimmte Einbettung bezeichnet, (vgl. 2.5.2).

Sei C[{B) die Menge aller (verallgemeinerten) komplexen Cartan-

Zusammenhänge auf B vom Typ (G,j). Eine Satz 3.3.10 entsprechende

Charakterisierung von C[{B) erhält man wie folgt:

Es bezeichne C[{P) die Menge aller 1-Formen WoE Al (P,g[),

die den folgenden vier Bedingungen genügen, (wobei Ad{h)-l

als Element in GL{g[) betrachtet wird):

(1) WO (A.) = A für alle A E 50(3) c 9 ,

(2) • Ad{h)-lwo für alle h SO(3)Rh Wo = E C G ,

(3) WO (X) "* 0 für alle X E TP mit X "* 0 ,

(4) wo(TpP) n dsexp{:p) = {O} für alle pEP und SEp .

Ferner sei C[{P') C Al (P',g[) die Menge aller komplexen

Zusammenhänge w' auf P' mit der Eigenschaft, daß •• IWo: = ]. W
die Bedingungen (3) und (4) erfüllt. Mit den Bezeichnungen
3.3.9 hat man

C (P) = C[ (P) n Al (P,g)
C(B) = C[(B) n Al (B,g)

C{P') = C[{P') n Al{P',g)
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3.7.1 Satz: Man hat das folgende kommutative Diagramm, in

dem alle Abbildungen Bijektionen sind:

L - j-C[{P) -(---- C[{B) -(---- C[{P')
t 1..

].

Insbesondere gibt es zu jeder i-Form woe C[{P) genau einen

komplexen Cartan-Zusammenhang w auf B vom Typ (G,j) mit

•L w = WO. Er ist gegeben durch

w{X,Y) = Ad{exp S)-l (d_sexp Y + wo{X))

für alle X e TP und alle Y e Tsp - p.

Beweis: Sei w' ein komplexer Zusammenhang auf P'. Da Lemma

3.3.5 allgemeiner auch für komplexe Zusammenhänge gilt (der

Beweis kann wörtlich übernommen werden), hat man

j.w' (X,Y) = Ad(exp S)-l (d_sexp Y + w' (X))

für alle X e TP und Y e TsP ~ p. Nun ist die Einschränkung

von dsexp auf p für jedes sep injektiv, (Lemma 3.4.2(ii)).

Die obige Gleichung impliziert somit die folgenden Äquiva-

lenzen:

W'e C[ (P' )

Folglich hat man die Abbildungen

und

Nach Lemma 1.1.2 sind beide Abbildungen injektiv. Ferner ist
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j. surjektiv nach Definition 3.6.6. Die Surjektivität von i~

zeigt man wie im Beweis von Satz 3.3.10. Wegen i = j 0 L

bildet L- den Raum C[(B) bijektiv auf C[(P) ab.

Die Erweiterung von Korollar 3.4.3 auf komplexe Cartan-

Zusammenhänge liest sich nun wie folgt:

3.7.2 Korollar: Sei wo: TP ~ so(4,[) ~ p[ ein komplexer

Cartan-Zusammenhang vom Typ (SO(4) ,SO(3)).

(i) Es gibt genau einen (verallgemeinerten) komplexen

Cartan-Zusammenhang w: TB ~ 9 vom Typ (G,j) mit

o

L-W = WO. Ferner gibt es genau einen komplexen Zusammen-

hang w': TP' ~ 9 mit i-w' = WO. Es gilt j.w' = w.

(ii) Seien X E TP, Y E TsP - P und Z: = Y - [s,wo(X)].
Z liegt in p[ . Es gelten folgende Gleichungen, wobei

w = wp[ + wp[ die Zerlegung von w in die p[ - und die

p[-Komponente bezeichnet (und Ad(exp s), ad(s) und

dsexp als Endomorphismen von g[ aufgefaßt werden):

w(X,Y) = dsexp(Y) + Ad(exp S)-l(WO(X))
= wo(X) + dsexp(Z)

.wp[(X,y) CD 1 ad(s)2k+1(Z)= WO (X) - L:
k=o (2k+2) !

[ CD 1 ad(s)2k(Z)wP (X,Y) = L: (2k+l) !k=o

(iii) Sind .Q und.Qo die Krümmungen v'onw und Wo respektive,

so gilt
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Q ( (X1 , Y 1 ) , (X2 i Y 2 » = Ad (exp s) -1 Qo (X1 , X 2 )

für alle (X1,Y1),(X2,Y2) E TpP x Tsp (wobei

Ad(exp s) als Automorphismus von g[ betrachtet wird).

Beweis: Der komplexe Cartan-Zusammenhang wo: TP ~ 50(4,[) ~ p[

liegt in C[(P): Die Bedingungen (1), (2) und (3) gelten aufgrund

von 3.6.7. Da ferner 9 für jedes SEp die direkte Summe von f

und dsexp(p) ist (vgl. 3.4.2(ii», hat man f[ n dsexp(p) = {O},

also genügt Wo auch der Bedingung (4). Die Aussage (i) folgt

somit aus dem vorhergehenden Satz. Unter Benutzung von Lemma

3.3.3 erhält man die in (ii) behaupteten Formeln für w(X,Y)

ebenfalls aus diesem Satz. Wegen [f,P] C P hat man [f[,p[] c p[,

also liegt Z für alle X E TP und alle Y,s E p in p[. Die

Zerlegung von dsexp Z in die ,[- und die p[-Komponente liefert

dann die Gleichungen für w,[ und wp[, vgl. (3.3.2) und (3.4.1).

Für die Krümmung von Wo und w hat man schließlich wieder die

Beziehung L*Q = Qo , und wie in Korollar 3.3.12 erhält man

(iii). 0

Es ist nun nicht schwer, Satz 3.4.5 auch auf orientierte

dreidimensionale Raumformen negativer Krümmung auszudehnen.

Wie in 3.4 schreiben wir P = 50(4) als direkte Summe 50(3) ~ m

und somit
p [ = 5 0 ( 4 , [) = 5 I) ( 3 , [) ~ m[ •

Sei 11 ein Zusammenhang auf P und e: TP ~ IR3 die kanonische
i-Form. Wir setzen wieder e = 1 0 e, wobei I die natürliche
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Identifizierung IR3 ~ mist, (vgl. 3.4). Betrachtet man TI

und B als komplexe Formen, so ist natürlich TI ein komplexer

Zusammenhang auf P, während B, und allgemeiner AB für jede

von Null verschiedene komplexe Zahl A, eine komplexe Ver-

schmelzungsform ist, d.h. AB ist horizontal, äquivariant und,

aufgefaßt als Element in Al (p[,m[), punktweise surjektiv.

Folglich ist wo: = TI + AB ein komplexer Cartan-Zusammenhang

auf P vom Typ (50(4) ,50(3» und induziert somit einen komplexen

Cartan-Zusammenhang W auf B vom Typ (G,j). Als Verallgemeinerung

von Satz 3.4.5 hat man dann:

3.7.3 Satz: Sei Meine 3-dimensionale orientierte Riemannsche

Mannigfaltigkeit mit konstanter Schnittkrümmung x * 0 und P

das SO(3)-Prinzipalbündel aller positiv orientierten Ortho-

normalbasen in TM. Ferner sei TI der Levi-Civita-Zusammenhang

für M, e die kanonische l-Form auf P, und AE[ sei durch

A2 = X gegeben. Dann ist wo: TP ~ so(4,[), definiert durch

Wo = TI + AB, ein flacher komplexer Cartan-Zusammenhang auf P
vom Typ (50(4) ,SO(3». Der nach Korollar 3.7.2 von Wo auf B

induzierte komplexe Cartan-Zusammenhang w vom Typ (G,j) ist

ebenfalls flach.

Der Beweis verläuft wie in Satz 3.4.5.
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3.8 Verallgemeinerte Cartan-Zusammenhänge von halbeinfachem,
nicht-kompaktem Typ

Die in den vorhergehenden Abschnitten beschriebene Konstruktion

beruht in erster Linie auf der Cartan-Zerlegung g = f ~ p.
Sie kann daher in analoger Weise für jede halbeinfache, nicht-

kompakte Liealgebra durchgeführt werden, vorausgesetzt, man

hat ein geeignetes Ausgangsbündel P ~ M zur Verfügung. Man

erhält dann insbesondere ein dem Korollar 3.4.3 entsprechendes

Ergebnis, denn durch Lemma 3.4.2 (das ja für jede Cartan-Zer-

legung einer beliebigen halbeinfachen reellen Liealgebra gilt)

wird garantiert, daß der von einem Cartan-Zusammenhang

wo: TP ~ f induzierte verallgemeinerte Cartan-Zusammenhang

w: TB ~ g tatsächlich einen absoluten Parallelismus auf B

definiert. Anstelle des Prinzipalbündels P kann man auch all-

gemeiner ein Faserbündel Bo ~ M zugrundelegen, wobei dann

die Form wo: TBo ~ f ein verallgemeinerter Cartan-Zusammen-

hang ist. Man erhält so die im folgenden formulierte Verallge-
meinerung von Korollar 3.4.3:

Sei G eine halbeinfache, nicht-kompakte Liegruppe und Keine

Liesche Untergruppe von G mit Liealgebra f, wobei g = r ~ p

eine Cartan-Zerlegung der Liealgebra ,von G ist. Ferner sei

Bo ~ Mein Faserbündel, P~ ~ Mein K-Prinzipalbündel und
jo: Bo ~ P~ eine starke Bündelabbildung.

Man setze B = Bo x p und P' = P~ XK G, wobei K als Unter-
gruppe von links auf G operiert. B ist in natürlicher Weise
ein Faserbündel und P' ein G-Prinzipalbündel über M.
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Wir betrachten das Diagramm

I.I
P~ ) P' = P' xK G0

jol
I. Ij

Bo ) B = Bo x p

wobei die Abbildungen 1., I.I und j wie folgt definiert sind:

I.(p) = (p,O)

I.'(q) = [(q,e)]

j (p,s) = [( j0 (p),exp s)]

für alle peBo ,

für alle qep~ ,

für alle peBo und sep .

Offensichtlich kommutiert das obige Diagramm und alle

Abbildungen des Diagramms sind fasertreu und induzieren die

Identität auf M.

3.8.1 Satz: Mit den obigen Voraussetzungen und Bezeichnungen

sei wo: TBo ~ ~ ein verallgemeinerter Cartan-Zusammenhang

(i) Es gibt genau einen verallgemeinerten Cartan-Zusammenhang

W: TB ~ 9 vom Typ (G,j) mit •I. W = WO. Dieser ist in

einem Punkt (p,s) e Bo x p durch die folgende Gleichung

gegeben, wobei X e TpBo und Y e Tsp ~ psind:

W(X,Y) = wo(X) + dsexp(Y - [s,wo(X)])

(ii) Ist.Qo (bzw. .Q) die Krümmung von Wo (bzw. w), so gilt

.Q ( (X1 , Y 1 ) , (X2 , Y 2 )) = Ad (exp s)- 1 .Qo (X1 , X 2 )
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Beweis: Zunächst gibt es einen eindeutig bestimmten Zusammen-

hang w; auf dem K-Bfindel P; mit j: w; = WO. Dieser Zusammenhang

läßt sich in eindeutiger Weise zu einem Zusammenhang w' auf P'

erweitern, L '.w' = w;. Analog dem Beweis von Lemma 3.3.5 zeigt

man, daß die Tangentialabbildung von j in einem Punkt (p,s)EB

(mit pEBo und SEp) für alle X E TpBo und alle Y E TsP = P

durch die Gleichung

j.(X,Y) = (dsexp(Y».([(i(p),g)]) + Rg.(i.(X»

gegeben ist, (vgl. 3.3.6), wObei wir g = exp sund i = L 'ojo

gesetzt haben. Ffir die Form w: = j.w' erhält man somit (auf-

grund der Zusammenhangseigenschaften von w' und wegen

i.w' = wo) die Formel

Nach Lemma 3.3.3(i) ist dies äquivalent zu der Gleichung in (i).

Da g = f ~ p eine Cartan-Zerlegung ist, liegt Y - [s,wo(X)]

in p. Folglich impliziert w(X,Y) = 0 nach Lemma 3.4.2(ii)

X = Y = 0, d.h. w ist ein verallgemeinerter Cartan-Zusammenhang

auf B vom Typ (G,j). Wegen jOL = i hat man L.W = WO. Die

Eindeutigkeit von wergibt sich aus der Eindeutigkeit von w'

(nach Lemma 1.1.2 ist w' der einzige Zusammenhang auf P' mit

i.w' = wo). Zum Beweis von (iil vergleiche man Korollar 3.3.12.

o

Die Komponenten von w bezfiglich der Cartan-Zerlegung sind

wieder durch die Gleichungen in Korollar 3.4.3(iil gegeben.

Natürlich hat man auch eine entsprechende komplexe Version
des letzten Satzes.



Anhang Tabelle für die Lieklammer [x,y] in [3 ~ s( (3,[) ~ [3*

x"{ el e2 e3 e2 e3 el e3 el e2 dl d2 el e2 e3I I 2 2 3 3

0 ./2e3 -./2e2 0 0 0 0 0 I !e2 !e3el -e2 -e3 -eI dl+id2 2 I 2 1
-./2e3 0 ./2e1 0 0 0 0 3 1 I 1 !e3e2 -eI -e3 e2 -e2 ie2 id2-idl 2 2

e3 ./2e2 -./2e1 0 0 -eI 0 -e2 0 0 0 e3 !e1 3 2 -~d -d2 3 ie3 2 1 2
e2 0 e1 0 0 0 d1 e3 -e~ 0 -2e: e2 -e2 0 01 1 1
e3 0 0 e1 0 0 -e~ 0 d1+d2 e2 -e~ -e~ -e3 0 01 1
e1 e2 0 0 -dl e3 0 0 0 -e~ 2e~ e1 0 -eI 02 2 2
e3 0 0 e2 -e~ 0 0 0 e1 d2 e3 -2e~ 0 -e3 02 2 2
e1 e3 0 0 e2 -d1-d2 0 -e~ 0 0 e1 el 0 0 -eI3 3 3 3

e2 0 e3 0 0 -e: e1 -d2 0 0 -e~ 2e~ 0 0 -e23 3

d1 e1 -e2 0 2e: e3 -2e~ -e~ -e~ e2 0 0 -eI e2 0.0:); 1 3

d2 0 e2 -e3 -e: e3 -e~ 2e~ -e~ -2e~ 0 0 0 -e2 e31
el -d -~d _!e1 -!e1 e2 e3 0 0 0 0 e1 0 0 -he3 he2122 2 2 2 3

e2 -!e2 1 1 -!e2 0 0 e1 e3 -e2 e2 he3 -hel2 1 idl-id2 2 3 0 0 0

e3 -!e3 -!e3 I 0 e1 e2 -e3 -he2 hel2 1 2 2 idl+d2 0 0 0 0 0

et bezeichnet den i-ten kanonischen Basisvektor von [3, ej = tej den j-ten Basisvektor von [3* und e~ die

(3x3)-Matrix mit 1 in der (i,j)-ten Komponente (i-te Zeile und j-te Spalte) und 0 in den übrigen Komponenten.

Ferner ist d1 = e: - e~ und d2 = e~ - e~.
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