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Einleitung

Von grofem Interesse in der Differentialgeometrie ist die Frage,
inwieweit die topologische Gestalt einer Riemannschen Mannig-
faltigkeit durch ihre lokalen geometrischen Invarianten, vor
allem durch die Krimmung, charakterisiert wird. Im allgemeinen
muf man einschridnkende Bedingungen an die Kriimmung stellen, um
globale topologische Aussagen zu erhalten. So setzt man etwa
voraus, daf das Krﬁmhungsverhalten des Raumes nur geringfigig
von dem eines bekannten Standardraumes abweicht. Hier bieten
sich vor allem die symmetrischen Riume als Vergleichsmodelle an.
Charakteristisch ist etwa die Frage, ob eine kompakte Riemann—
sche Mannigfaltigkeit M, deren Kriimmung nur wenig von der eines
symmetrischen Modeilraﬁms M abweicht, homdomorph oder diffeo-

morph zu einem lokal symmetrischen Raum ist.

Filr die Sphare als Modell gab H.E. Rauch ([R,]) hier 1951 die
erste Antwort, die dann von M. Berger ([B],1960) und W. Klin-
genberg ([K],1961) vervollstandigt wurde und als Spharensatz
in die Literatur einging, (siehe auch K. Grove und K. Shiohama
{({GS],1977) fir eine weitere Verallgemeinerung). Die erste
differenzierbare Version des Spharensatzes wurde 1966 von D.
Gromoll ({Gr]) bewiesen. Gfomolls Ergebnis wurde dann in einer
Reihe von Arbeiten von H. Karcher, E.A. Ruh und vielen anderen

verbessert und verallgemeinert.




Rauch ([R,],1953) untersuchte auch als Eréter die Situation
fﬁr die anderen kompakten symmetrischen Riume als Modeil,
wobei er jédoch starke Holonomievoraussetzungen stellen mufite.
Eine weitgehende Lésung des Rauchschen Programms wurde erst
1979 von Min-Oo und E.A. Ruh ([MR,]) gegeben: Sie zeigten, daf
eine kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit M bei sehr kleiner
Abweichung vom Modellraum M diffeomorph zu einem lokal symme-—
trischen Raum ['\M ist, wobei als Modell jeder beliebige ein-
fach-zusammenhdngende kompakte irreduzible symmetrische Raum
zZugelassen ist. Unter Verwendung der gleichen Beweismethodes:
erweiterten Min-Oo und Ruh ([MR,], 1981) dieses Ergebnis bis
auf einige Ausnahmen auch auf nicht-kompakte irreduzible

symmetrische Modellrdume.

Wahrend in den meisten Beweisen des Sphidrensatzes hauptsichlich
das Verhalten der geoddtischen Kurven untersucht wird, beruht
der Beweilis von Min—Oo und Ruh auf einer anderen Methode, namlich
der LO6sung der Maurer-Cartanschen Strukturgleichung. Als Aus—
gangspunkt dient dabei ein fast-flacher Cartan-Zusammenhang,
der dann zu einer LOsung dieser Gleichung deformiert wird.
Diese Vorgehensweise beruht auf dem Grundgedanken, die Ab-
weichung der lokalen Geometrie des vorgegeben Raumes M von

der des Modells M = G/H als Krimmung eines geeigneten Cartan-
Zusammenhangs w zu interpretieren. Die 1-Form w ist hierbei

auf einem Prinzipalbiindel P mit Basisraum M und Strukturgruppe
H definiert. Ihre Werte liegen in g, der Liealgebra von G.

Fir das Modellbiindel G — M hat man einen kanonischen flachen

Cartan-Zusammenhang w: TG — g, namlich die linksinvariante




Maurer-Cartan-Form von G. Flachheit bedeuted, daf w die Maurer-
Cartan—Gleichung 16st. Diese Gleichung ist die kanonische
Integrabilititsbedingung fiir eine lokale Liegruppe. Die
Krimmung von w: TP — g 1ist als Abweichung von der Maurer-
Cartan—-Gleichung definiert. Sie ist somit ein natiirliches Maf
dafir, wie weié P von einer lokalen Liegruppe {(und M von einem
lokal homogenen Raum) abweicht. Wir verweisen auch auf [M,],
(M;],[Ru,],{Ruzl,[Ru;], wo dieser Aspekt herausgestellt wird

und zum Tragen kommt.

Man kann sich die Frage stellen, inwieweit die oben skizzierten
Betrachtungen noch Sinn machen und Deformationsmethoden wie

die von Min—-Oo und Ruh noch anwendbar sind, wenn man keinen
Modellraum G/H, sondern lediglich eine Mannigfaltigkeit M und
eine Liegruppe G vorgegeben hat, (wobei dim M < dim G voraus-
gesetzt sei). Es ist klar, daf es dann im allgemeinen keine
Kandidaten fiir H, P und w gibt, die der oben beschriebenen
Ausgangssituation genligen, auch dann nicht, wenn man zunachst
auf Symmetrie- und Krﬁmmungsvoraussetiungen verzichtet und
lediglich ein homogenes Modell G/H haben mdéchte. Der erste
Schritt wdre nun, anstelle von G/H, P und w eine allgemeinere
Struktur zu beschreiben, auf die Deformationstechniken wie die
in [{MR,;] und [MR,] angewendet werden kénnen. Das Hauptanliegen
dieser Arbeit ist es, im Fall einer gegebenen dreidimensionalen
orientierten Riemannschen Mannigfaltigkeit M und der normalen
‘reellen Form der einfachen Liealgebra vom Ausnahmetyp G, eine

solche Struktur zur Verfligung zu stellen.




Von Interesse ist diesef Problemkreis unter anderem auch des-
halb, weil man zwangslaufig sein Augenmerk auf allgemeinere .
Strukturen.als Prinzipalblindel und Cartan—Zusammenhinge richten
mu, wenn man mit der oben erwdhnten Methode Aussagen iber
Raume gewinnen will, die nicht lokal ﬁomogen sind. Wir werden
daher den Begriff eines Cartén—Zusammenhangs auf beliebige
Faserbiindel auszudehnen. Nach wie vor macht es Sinn, die
Krimmung eines solchen verallgemeinerten Cartan-Zusammenhangs
w: TB — g zu definieren und sie als Maf fiir die Abweichung

des Biindels B von einer lokalen Liegruppe zu werten.

Das erste Kapitel dient vor allem der Einfiihrung von Cartan-
Zusammenhdngen und einiger hiermit verbundener Begriffe.

E. Cartan verwendete diese Zusammenhdnge zur Untersuchung
affiner, konformer und projektiver Strukturen, (siehe [cl).
Spater wurde die Theorie wvon C. Ehreémann ([E]) und S. Koba-
vyashi ([Ko,]) prédzisiert und weiter ausgebaut. Durch die
Arbeit von S. Sternberg und T. Ungar ({SU]) hat sie auch
Eingang in die Physik gefunden und dort einen neuen Zugang

zu den Bewegungsgleichungen ermdglicht, (siehe auch [GSt]).

Die weiter oben beschriebene Sichtweise wverdeutlichen wir
in Abschnitt 1.4 an einigen Beispielen. Sie dienen gleich-

zeitig als Grundlage fiur die spatere Konstruktion.

In Abschnitt 1.5 beschreiben wir die Ausgangssituation zum
Studium projektiver Cartan-Zusammenhadnge. Dabei folgen wir

dem Buch von S. Kobayashi ([(Ko,]), in dem projektive und kon-




forme Zusammenhange gleichzeitig mit ein und derselben Methode
behandelt werden. Basis fiir diese Vorgehensweise ist die Tat-
sache, daf man die relevanten Liealgebren wie folgt zerlegen
kann:

s{(n+1,R) = R" @ gl (n,R) & R"*

o(n+1,1) R™ & co(n,R) & R"*

Fir die normale reelle Form g vom Typ G, hat man eine ganz

ahnliche Zerlegung:
g =R>@®s[(3,R) & R*"

SQ dréﬁgt sich aie Frage auf, ob die Methoden zur Untersuchung
projektiver und konformer Zusammenhdnge auch fiir Cértah-
Zusammenhinge vom Typ G, genutzt werden kdénnen. Im.Gegensatz
zum projektiven und konformen Fall ist die Liealgebra g aber
nicht graduiert. Dies fihrt dazu, daf die oben gestellte Frage
verneint werden muf. Wir werden darauf in Abschnitt 3.5 néaher

eingehen.

Im letzten Abschnitt des ersten KRapitels erweitern wir dann
den Begriff eines Cartan—-Zusammenhangs auf den Fall, wo das

zugrunde liegende Biindel kein Prinzipalbilindel mehr ist.

Kapitel 2 beschaftigt sich mit den einfachen Ausnahmealgebren
und ~-gruppen vom Typ G,. Das hier verwendete Modell fir die
komplexe Liealgebra ist dem Buch von J.E. Humphreys ([Hul)
entnommen. Fir diese Liealgebra bestimmen wir explizit die

Killingform, eine Cartan-Unteralgebra, das zugehdrige Wurzel-



system und eine Weylbasis. Diese Daten liefern uns dann auf
bekannte Weise eine normale reelle Form g (und eine kompakte)
wie auch eine Cartan-Zerlegung g = ¥ & p. Die Liealgebra ¢
ist'isomorph zur Liealgebra der schiefadjungierten Endomorphis-
men des R*, einen expliziten ISomorphismus geben wir in Ab-
schnitt 2.4 an. Der letzte Abschnitt dieses Kapitels dient der
Beschreibung der Liegruppen vom Typ G,, wobei wir vor allem
SO(4) als Untergruppe der adjungierten Gruppe G von g reali-

sieren.

Nach diesen Vorbereitungen wenden wir uns im dritten Kapitel
der Konstruktion verallgemeinerter G,-Cartan-Zusammenhinge fir
eine dreidimensionale orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit
M zu.,Zuerstvbenétigen wir ein geeignetes Faserbiindel B {ber M.
Wir geben hierfiir in Abschnitt 3.2 zwei Beschreibungen an.
Einen Isomorphismus zwischen den beiden Biindeln erhalten wir
mit Hilfe der in 3.1 definierten Projektion des relevanten
(durch die Riemannsche Volumenform definierten) SL(3,R)-Biindels
iber M auf das SO(3)-Unterbiindel P der positiv orientierten
Orthonormalbasen in TM. Eine geeignete Einbettung j von B in
das zu P assoziierte Prinzipalbiindel mit Strukturgruppe G er-
laubt uns dann, die Menge C(B) aller verallgemeinerter Cartan-
Zusammenhange auf B vom Typ (G,3j) (im Sinne der Definition aus
1.6) zu untersuchen. Als erstes Ergebnis erhalten wir in Ab-
schnitt 3.3 eine Charakterisierung §on C(B) als Menge gewisser
g-wertiger 1-Formen auf P. Insbesondere hat man damit ein not-

wendiges und hinreichendes Kriterium, das angibt, unter welchen

Bedingungen eine vorgegebene l-Form we: TP — g einen verall-




gemeinerten Cartan-Zusammenhang w: TB — g vom Typ (G,j) indu-
ziert. Wir zeigen dann, daf jeder Cartan-Zusammenhang auf P
vom Typ (SO(4),SO(3)) diese Bedingungen erfiillt. Setzt man die
Krimmungen von w und w, zueinander in Beziehung, so sieht man,
dafl diese nur»gemeinsam verschwinden kénnen. Dies liefert ins-—
besondere fir jede sphdrische Raumform M einen flachen Cartan-
Zusammenhang. Um ein analoges Ergebnis auch fiir die hyperbo-
lischen Raumformen zu erhalten, betrachten wir in 3.6 und 3.7
die komplexifizierte Situation. Die Ergebnisse aus den vorher-
gehenden Abschnitten lassen sich dann problemlos auf komplexe

Cartan-Zusammenhdnge ausweiten.

Der Abschnitt 3.5 dient der Beschreibung der Strukturgleichungen
von w und der Bianci-Identitaten in Bezug auf eine geeignete
Basis. Wir vergleichen die vorliegende Situation mit der pro-

jektiven aus Abschnitt 1.5.

Die hier beschriebene Konstruktion beruht im wesentlichén auf
einer Cartan-Zerlegung von g. Sie kann deshalb in analoger Art
und Weise durchgefiihrt werden, wenn man anstelle von g eine
beliebige andere nicht-kompakte, halbeinfache Liealgebra be-

trachtet, (vorausgesetzt, man hat ein geeignetes Ausgangsbiindel

zur Verfiigung). Wir skizzieren dies im letzten Abschnitt.




1. CARTAN-ZUSAMMENHANGE

1.1 Aquivariante Differentialformen

Wir betrachten ausschlieflich endlich-dimensionale Mannig-
faltigkeiten der Klasse C®. "Differenzierbar" bedeutet stets
"glatt", d.h. "unendlich oft differenzierbar”. Fir allgemeine
differentialgeometrische Grundlagen verweisen wir auf [KNol.
Die Tangentialabbildung einer differenzierbaren Abbildung f -

zwischen zwei Mannigfaltigkeiten M und N bezeichnen wir mit

£,: ™ —— TN ,

»*

faserweise auch mit

(£,)x: TxM — Tg(x)N .

Unter einem Faserbiindel n: B —m M verstehen wir ein lokal

t;iviales c®-Biindel. Wir schreiben I'B fiir die glatten Schnitte
von B. Das Vektorblindel der vertikalen Tangentenvektoren von B

wird mit VB notiert:
VB = ker n, C TB

Ist E ein reeller Vektorraum, so bezeichnet A(B,E) den Raum
der E-wertigen glatten Differentialformen auf B und Ak (B,E)
den Unterraum der k-Formen. Eine Form « € A(B,E) heifft

horizontal, wenn X s « fir jedes vertikale Vektorfeld X ¢ I'VB

verschwindet. Hierbei ist




X 4 : A*¥(B,E) —— Ak-1(B,E)

die innere Multiplikation mit X.

Sei nun ©n: P — M ein Prinzipalbiindel, wobei die Struktur-
gruppe G von rechts auf P operiert. Ist F eine weitere Mannig-
faltigkeit, auf der G differenzierbar von links operiert, so

hat man das zu P assoziierte Bundel

B: = P xg F .
B ist der Quotientenraum der durch
(p.£)-g : = (pg.g"'f) , (peP, f£eF, geG),

definierten Rechtsoperation von G auf P x F. Den Orbit durch

(p,.f) bezeichnen wir mit
[(p,f£)] = {(pg.g~'f) ¢ P x F | geG}

B ist ein Faserbindel Uber M vom Fasertyp F, die Projektion
ng: B — M ist durch una(l(p,£f)]) = n(p) gegeben. Jedes
peP induziert einen Diffeomorphismus von F auf die Faser

ng~!'(n(p)), den wir auch mit p bezeichnen wollen:
p: F — wng~t(n(p)) , p(f) = {(p.£)] .
Wir betrachten den Fall, wo F = E ein reeller Vektorraum ist
und G durch eine Darstellung
p: G —/— GL(E)

auf E operiert. Das assoziierte Blindel E = P xg E tragt



_lo_
jetzt eine kanonische Vektorbindelstruktur, derart, daf
p: E — neg-!(n(p))

fir jedes p¢P ein linearer Isomorphismus ist.

Eine Differentialform « € A(P,E) heift Aquivariant (oder

genauer p—équivariant), wenn
Rg e = plg~1)
g(X—Pg [+3

fir alle ge¢G gilt. Hierbei bezeichnet Rg die Rechtsoperation

von g auf P und Rg*q die mit Rg zurilickgezogene Form.

Jede k-Form & auf M mit Werten im Vektorbiindel I induziert
eine E-wertige horizontale, &dquivariante k-Form « auf P,

punktweise definiert durch
al{vy,...,vg) = p~? (XR(r,vy,ee., M, Vi))

fir alle Vis...,Vk€ TpP und p ¢ P. Offenbar gilt:

1.1.1 Lemma: Die Zuordnung & > a beschreibt einen Iso-
morphismus von A¥(M,E), dem Vektorraum der glatten E-wertigen
k-Formen auf M, auf die horizontalen, dquivarianten Formen in

AX(P,E).

Wir erinnern an den Begriff des "fundamentalen Vektorfeldes”:
Sei g = TeG die Liealgebra von G. Jeder Vektor Ae€¢g induziert

ein vertikales Vektorfeld A* auf P, definiert durch




d
A*(p) = (p,)e A = 3t pog (P exXP(EA))

wobei peP als Diffeomorphismus
p: G — n~'(n(p)) , p(g) = pg = Rg(p)

aufgefaft wird, also (p*)e ein Isomorphismus von g auf den
Vertikalraum Vg(p)P im Punkt n(p) ist. Man nennt A* das

fundamentale Vektorfeld von A. Es gilt

Rg, A" (p) = (ad(g=')a) " (pg)

fir alle Ac¢g, g¢G und peP. Hierbei ist Ad: G — GL({g) die
adjungierte Darstellung von G, die wir gelegentlich auch mit

Adg bezeichnen wollen.
Das folgende Lemma werden wir spater oftmals benutzen.

1.1.2 Lemma: Sei mng: B —m M ein Faserbindel, m: P — M

ein G-Prinzipalbiindel und f: B — P eine starke Biindelab-
bildung, d.h. eine differenzierbare Abbildung mit mnef = mng.
Ferner sei ¢ eine Darstellung von G in einem reellen Vektor-

raum E und «,,x ¢ AX(P,E) zwei dquivariante k-Formen mit

15"‘0(x = f*cxz und A* . ®x, = A* . o,
fir alle Aeg. Dann ist «, = «,
Beweis: Seien v,;,...,VgE€ TpP. Man wahle ein beB und Vektoren

Wireo. W€ TpB, so daB

mg(b) = n(p) und Tmg,wW; = MV,




fir alle i = 1,...,k gilt. Definiert man g¢G durch p = £(b)g,

so ist Rgt,vi - £,w; vertikal und somit von der Form
Rg,vi - £,wi = A" (£(b))
fir eindeutig bestimmte A;€eg. Da «j dquivariant ist, gilt
mj(vl,...,Qk) = p{(g™") «j(Rg1,Vyi,...,Rg1 Vi)

fir j = 1,2. Ersetzt man Rg1,v; durch- Ai*(f(b)) +'f*wi, S0

ergibt sich

mj(vllf~-rvk) =P(g-1) (mj(f*wl,...,.f*Wk) +BJ) 3
'wobei”Bj eine Summe iber Summanden der Form «j{u,,...,uy) mit
uj= A; " (£(b)) fiir mindestens ein i ist. Da A™*. «, = A* &2

fir alle Aeg, folgt B,= B, und somit «,= «, aufgrund von

f*ml = f*az. n]

Zum Schluf dieses Abschnitts sei noch bemerkt, daf wir den
Begriff "Zusammenhang" im Sinne von "Zusammenhangsform" ver-

wenden. Ein Zusammenhang auf einem G-Prinzipalbiindel P ist also

eine Ad-aquivariante 1-Form w ¢ A'(P,g) mit w(A®) = A fir
alle Aeg. Die Krimmung von w ist dann eine Ad-&quivariante
horizontale 2-Form Q ¢ A%2(P,g). Sie kann durch die Struktur-
gleichung

Q= dw + [w,w]

definiert werden, d.h. genauer:

Q(X,Y) = X(w(Y)) - Y(w(X)) - w([X,Y]) + [w(X), w(Y)]

fir alle X,Y € 'TP. Der letzte Term ist die Lieklammer in g.




1.2 Cartan-Zusammenhange auf Prinzipalbiindeln

Wir definieren jetzt den Begriff eines Cartan-Zusammenhangs

(vgl. ([E], [Koll,.[Kozl).

Sei G eine Liegruppe mit Liealgebra g und H C G eine abge-
schlossene Untergruppe mit Liealgebra bh C g. Ferner sei
m: P — M ein H-Prinzipalbiindel {iber einer Mannigfaltigkeit M

mit dim M = dim G/H.

1.2.1 Definition: Ein Cartan-Zusammenhang vom Typ (G,H) auf P

ist eine g-wertige 1-Form w auf P mit folgenden Eigenschaften:

(Cl) w(A*) = A fir alle A € b,
(C2) Rp*w = Ad(h-!) w fiir alle h ¢ H,

(C3) w(X) # 0 fir alle X ¢ TP mit X # 0.

Wegen (C3) und dim P = dim G ist wp: TpP — g fiir jedes peP
ein Isomorphismus. w definiert also einen absoluten Parallelis-
mus auf P, d.h. eine Trivialisierung TP = P x g.

Die Rrimmung  eines Cartan-Zusammenhangs w: TP — g wird durch

Q = dw + [w,w] € A2(P,q)

definiert. Ist @ = 0, so nennt man w flach.

Motiviert ist dieser Krimmungsbegriff durch die Maurer-Cartan-—

sche Strukturgleichung dw + [w,w] = 0 fir die Liegruppe G.




Hierbei ist w ¢ A'(G,g) die linksinvariante Maurer-Cartan-

Form von G, definiert durch
@(Xg) = Lg-, (Xg)

far alle Xg ¢ TgG. Fir jede abgeschlossene Untergruppe H von
G ist w ein flacher Cartan-Zusammenhang vom Typ (G,H) auf dem
H-Prinzipalbiindel G — G/H. Man nennt ihn den kanonischen

Cartan-Zusammenhang fiir den homogenen Raum G/H.

Man beachte, daf die Krimmung eines Cartan-Zusammenhangs
horizontal und Ad-&aquivariant ist. Ad steht hier fir die

Einschrankung der adjungierten Darstellung von G auf H.

Die folgende Beobachtung liefert die Motivation fiir die in
Abschnitt 1.6 vorgenommene Verallgemeinerung wvon Cartan-

Zusammenhidngen auf beliebige Faserbiindel. Sei
n': P' =P xg G —> M

das zu P assoziierte Bindel mit typischer Faser G, wobei H
durch Linkstranslation auf G operiert. G operiert dann auf P’

von rechts durch
{(p,a)]l-g = [(p,ag)] ., (peP, a,geG).

Mit dieser Operation ist P' ein G-Prinzipalbiindel {iber M.
Mittels

i: P —— P' , i(p) = [(p,e)] ,

wird P in P' als Unterbindel eingebettet. P ist also eine



Reduktion von P' auf Strukturgruppe H.

1.2.2 Lemma: Eine g-wertige l1-Form w auf P ist genau dann
ein Cartan-Zusammenhang vom Typ (G,H), wenn die folgenden zwel

Bedingungen gelten:

(i) Es gibt einen Zusammenhang w' auf P' mit i*w' = w

(ii) w(X) # 0 fir alle X € TP mit X # 0

Beweis: 1Ist w'e A'(P',g) ein Zusammenhang auf P', so erﬁﬁllt
Q: = i*w' offensichtlich die Bedingungen (Cl) und (C2) fir '
einen Cartan-Zusammenhang auf P, (wdhrend (C3) im alléeméinen
nicht gilt). Umgekehrt 148t sich jede 1-Form w: TP —e'g , fir
die (Cl) und {(C2) gilt, zu einem Zusammenhang w' auf P' erwei-
tern: Zu vorgegebenem X'pre TpvP' wahle man peP, ge¢éG und

Xp ¢ TpP mit p'= [(p,g)] und n Xp = n X'p'. Dann ist

Rg1 X'p' ~ i*Xp vertikal. Es gibt somit genau ein Aeg mit

A"(i(p)) = Rg2 X'p' - i,Xp
Man setze

w'(X'p') = Ad(g"‘) (A + N(Xp)) .

Diese Definition ist unabhangig von der Wahl von p, g und Xp,

und w': TP'— g ist ein Zusammenhang auf P' mit i*w' = w

Es sei bemerkt, da die Erweiterung eines Cartan-Zusammenhangs
w € A'(P,g) zu einem Zusammenhang w' auf P' nach 1.1.2 eindeutig
ist. Sind Q und Q' die Krimmungen von w und w' respektive, so

hat man i*Q' = Q, wie unmittelbar aus den Strukturgleichungen




folgt. Ferner ist Q' die einzige horizontale und Ad-aquivariante

g-wertige 2-Form auf P' mit dieser Eigenschaft (siehe 1.1.2).

Dies impliziert insbesondere Q' = 0, wenn w flach ist.

1.3 Die Verschmelzung eines Cartan-Zusammenhangs

Die Voraussetzungen und Notationen des vorangehenden Abschnitts
werden beibehalten. Ferner bezeichne M den homogenen Raum G/H

und #t: G —3 M die kanonische Projektion. G (und somit H)

operiert auf M durch Linkstranslation:
Lg: M —> ¥ , Lg(fi(a)) = f(ga) , (g,a € G) .

Das assoziierte Biindel

NMg: B =P xg M — M

ist kanonisch isomorph zu P'/H, dem Quotientenraum der Rechts-

operation von H auf P'. Man hat einen kanonischen Schnitt
c: M— B ,

denn die Abbildung P — B, die jedem p¢P den Orbit [(p,&)]
zuordnet, ist faserweise konstant. Hierbei bezeichnet & = it(e)

den Ursprung in M.

Sei VM = 0*VB das mit o zurlickgezogene Vertikalbindel VB < TB.
VM ist ein Vektorbiindel iliber M; die Faser {iber xe¢M besteht aus

allen vertikalen Vektoren von TB im Punkt o(x).



Jeder Cartan-Zusammenhang w: TP — g vom Typ (G,H) induziert

‘eine Verschmelzung von P mit B, d.h. einen starken Isomorphis-

mus der Vektorbiindel TM und VM, wie folgt:

Sei w' die Erweiterung von w zu einem Zusammenhang auf P'= P xy G
gemaffs 1.2.2 und

TP' = VP' & HP'

die durch w' definierte Zerlegung in Veftikal— und Horizontal-

blindel, also
VP' = ker n; und HP' = ker w'.

Da P xy M und P'xg M kanonisch isomorph sind, kann B auch
als zu P' assoziiertes Biindel aufgefalft werden. Somit induziert
w' auch eine direkte Summenzerlegung von TB in vertikale und

horizontale Vektoren,
TB = VB & HB .

Der Horizontalrauﬁ HpB € TpB im Punkt b = [(p',3)] ¢ B mit
p'€P' und geM ist hierbei durch HpB = rg, (Hp'P') definiert,
wobei rg: P' — B ein Element q'¢P' auf [(q',3)] ¢ B ab-
bildet. Offenbar hadngt HpB nur von b und nicht von der Wahl

von p' und g ab.

Sei V ¢ A'(B,VB) die Projektion von TB auf das vertikale
Unterbilindel VB. Die von w induzierte VerschmelzZung von B mit

P ist dann die mit o zurlickgezogene Form

o*vV: TM —— VM



Eine andere Charakterisierung der Vefschmelzung gewinnt man
durch Beschreibung von VM als zu P assozijiertes Vektorbindel
vom Fasertyp TgM = g/b. Hierbei operiert H auf TgM vermdge

der linearen Isotropiedarstellung

p: H —— GL(TgM) , p(h) = (Eh*)é
Man hat einen kanonischen Isomorphismus
J: P xg Tgh —— vM ,

definiert durch J([(p,X)]) = (p,)a(X) fir alle peP und
X ¢ TaM, wobei p auf der rechten Seite der Gleichung als
Diffeomorphismus von M auf die Faser mng-!(n(p)) interpretiert

wird. Wir setzen
8: = i, © w: TP —— Tgh

und nennen 8 die Verschmelzungsform von w. Die Bedingungen

(C1)-(C3) fir den Cartan-Zusammenhang w implizieren die folgenden

Eigenschaften fir 6:

(c1') ©8(A*) = 0 fir alle Aeb ,

(C2') Rp"0 = p(h-')8 fiir alle heH ,

(C3') ©8p: TpP — TgM ist surjektiv fiir jedes peP
(C2') folgt aus der Kommutativitat des Diagramms
Ad(h)
g —2dih) . o
<ﬁ*>ej lm,)e
TaM —e(h), TaM .




Die Verschmelzungsform 8 ist also eine horizontale, p-&qui-
variante 1-Form auf P und induziert somit gemif Lemma 1.1.1
eine 1—Forﬁ § auf M mit Werten im Vektorbiindel P xyg TaM.
Die Beziehung zwischen 8 und der Verschmelzung o*V wird dann
durch die Gleichung J ° § = 0"V beschrieben. Die Bedingung

" (C3') garantiert die Invertierbarkeit der Verschmelzung.

Sei jetzt M reduktiv, d.h. es gibt ein Romplement m von b in
g mit Ad(h)(m) ¢ m fir alle heH. Wir identifizieren TaM mit
m vermdge (ﬁ,)e|m- Die lineare Isotropiedarstellung veon H in
m ist dann dufch Einschrankung der adjungierten Darstellung

von G gegeben, also
p(h) = Ad(h)|m fir alle heH

Die Verschmelzungsform 8: TP — m 1ist die m-Komponente von
w beziiglich der Zerlegung g = h & m. Die b-Komponente von w,
wir bezeichnen sie mit n, ist wegen den Bedingungen {(C1l) und
(C2) in 1.2.1 ein Zusammenhang auf P. Fir die Komponenten der

Krimmung & von w =N + 8 ergibt sich

Qp = dn + [n,nl + [6,8]p ,
(1.3.1) '
Qg = d8 + [n,08]1 + [€,n] + [6,8]1y .
wobei
Q = Q[«) + Qm
(6,61 = [8,8]1p + (8,81

die Aufspaltung in die b- und m-Komponente bezeichnet.




Hat man umgekehrt einen Zusammenhang n auf P sowie eine hor%—
zontale, p-aquivariante und punktweise surjektive 1-Form

8: TP — m vorgegeben, so ist n + 8 ein Cartan-Zusammenhang
auf P vom Typ (G,H). Die Zuordnung w = (n,§) beschreibt
somit eine Bijektion von dem Raum der Cartan-Zusammenhange

vom Typ (G,H) auf die Menge C(P) x Isom(TM,P xyg m), wobei

C(P) den Raum der Zusammenhdnge auf P und Isom(TM,P xy m)

die (starken) Bindelisomorphismen von TM auf P xy W bezeichnet.

14

1.4 G-Strukturen und einige Beispiele

In diesem Abschnitt betrachten wir einige Beispiele von Cartan-
Zusammenhangen auf sogenannten G-Strukturen. Das Beispiel 1.4.3

ist der Ausgangspunkt fiir die Konstruktion in Kapitel 3.

Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit und
m: GL(M) — M

das Prinzipalbﬁﬁdel aller geordneter Basen von TM, wobei eine
Basis p ¢ n~'(x) als linearer Isomorphismus p: R" — TxM
aufgefaft wird. Die Strukturgruppe GL{(n,R) operiert als Iso-
morphismengruppe des R" in kanonischer Weiée von rechts auf
GL{(M). Ist H eine abgeschlossene Untergruppe von GL(n,R), so
nennt man eine Reduktion der Strukturgruppe von GL(M) auf H

eine H-Struktur fir M.



Beispiele:
(i) Sei H die orthogonale Gruppe
O(n) = { A ¢ GL(n,R) | *A-A =A-tA =1}

Eine O(n)-Struktur definiert eine Riemannsche Metrik

fir M und umgekehrt.
(ii) Sei H die spezielle lineare Gruppe
SL(n,R) = { A ¢ GL(n,R) | det A =1 }

Einer SL(n,R)-Struktur entspricht genau eine Volumen-
form, d4.h. eine nirgends verschwindende reellwertige
n-Form auf M. Die Existenz einer SL{n,R)-Struktur ist

also Aquivalent zur Orientierbarkeit wvon M.

Sei wn: P — M eine H-Struktur. Das Tangentialbiindel von M
ist dann kanonisch isomorph zu dem zu P assoziierten Vektor-
blindel mit Faser R", wobei H in kanonischer Weise auf R"

operiert. Man definiert die kanonische 1-Form

8: TP —8— R"
punktweise in einem Punkt p € P durch
bp = p7" ° (m,)p

8 ist horizontal, adquivariant und punktweise surjektiv. Die

nach 1.1.1 induzierte Form

§: T™M — TM & P xyg R"




ist die Identitit.

Wir beschréiben jetzt einige Beispiele von Cartan-Zusammen-

hadngen auf H-Strukturen.

1.4.1 Beispiel:

Sei G = A(n,R) die affine Tranéformationsgruppe des affinen
Raumes R™ und H = GL{(n,R) € A(n,R) die Isotropiegruppe von
0 ¢ R". Die Liealgebra g = a(n,R) von G 1laBt sich zerlegen
in‘ g =Dhb® m wobei b = gl(n,R}) die Liealgebra'von H und

R™ ist. Es gilt Ad(h)X = h(X) fir alle h ¢ H und X ¢ m,

m

insbesondere ist M = G/H = R" ein reduktiver homogener Raum.

Sei fernervM eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit und P GL (M)
das lineare Basenbiindel von M. Das assoziierte Biindel P xyg M
kann jetzt mit dem Tangentialbiindel von M identifiziert werden.

Der.kanonische Schnitt o: M — T™ ist der Nullschnitt.’

Wir betrachten einen Cartan-Zusammenhang w: TP — g auf P’
und schreiben wie im vorhergehenden Abschnitt w = n + 8.

Die b—-Komponente 1 ist jetzt ein linearer Zusammenhang fir M,
wahrend die m-Komponente 6 als Eichtransformation, d.h. als

(starker) ‘Bindelautomorphismus
§: T™M — TM =2 P xg m
gedeutet werden kann.

Sei Q = Qp + Qm die Rrimmung von w. Wegen [m,m] = 0 lesen

sich die Gleichungen 1.3.1 nun als
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]

Qb dn + [n'n] '

fm

a8 + [n,8]1 + [6.,n]

Qp ist also die Krimmung des linearen Zusammenhangs 1N, und Qp
ist die durch n definierte aufere kovariante Ableitung der
Verschmelzungsform 8. Ist © die kanonische 1-Form auf P, so
ist Qn die Torsion von n. In diesem Fall nennt man w (wie auch
die Erweiterung von w zu einem Zusammenhang auf dem affinen
Basenbiindel P' = P xyg G) einen affinen Zusammenhang far M.
Die Zuordnung mn +— n + 8 beschreibt dann eine 1-1 Korrespon-

denz zwischen den linearen und den affinen Zusammenhingen.

1.4.2 Beispiel:

Sei' G = E(n) die Gruppe der Euklidischen Bewegungen des
Euklidischen Raumes R"™ und H = 0(n) ¢ E(n) die Isotropie-
gruppe des Ursprungs O ¢ R". Die Liealgebra .g = ¢(n) zerlegen
wir in die schiefadjungierten Endomorphismen und die Tfans;

lationen des R":
g=bhbem, b=2s50(n) , m=R"

Sei M eine n-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit und
n: P - M die durch die Metrik definierte H-Struktur fir M,

d.h. jedes p ¢ n~'{x) ist eine lineare Isometrie R" — TxM.

Die Aufspaltung eines Cartan-—-Zusammenhangs w auf P vom Typ
(G,H) in w =n + 8 1liefert jetzt einen metrischen Zusammen-
hang n. Ist dieser der Levi-Civita-Zusammenhang von M und ist

auBerdem die Verschmelzungsform 8 die kanonische 1-Form auf P,




so hat man jetzt Q = Qp, d.h. die Krimmungen von w und N stimmen

iberein.

Der Riemannsche Krimmungstensor einer Riemannschen Mannig-
faltigkeit M mift die lokale Abweichung von M zum Euklidischen
Raum R" = E(n})/0(n). M ist genau dann lokal Euklidisch, wenn

- dieser Tensor verschwindet, wenn also der Levi-Civita-Zusammen-
hang n von M flach ist. Wie oben beschrieben, kann die Krﬁmmungw

von N als Krimmung eines Cartan-Zusammenhangs angesehen werden.

Legt man anstelle des R"™ einen beliebigen homogenen Raum G/H
als Modellraum zugrunde, so ist die RKrimmung eines geeigneten
Cartan-Zusammenhangs vom Typ (G,H) das addquate Maf fir die
Abweichung der lokalen Geometrie von M von der des Modells G/H.

Bei lokal homogenen Raumen verschwindet dann diese Kfﬁmmung.

i

Der Modellraum des folgenden Beispiels ist die n-dimensionale

Einheitssphare s".

1.4.3 .Beispielz

Sei G = S0(n+l1l) die Gruppe der orthogonalen Transformationen
des Euklidischen Raumes R"*! mit Determinante 1. Wir fassen
H = 80(n) als Untergruppe von SO{(n+l) auf vermdge der Ein-

bettung

so{(n) — SO (n+1)
1 0

h [ tm—d .
0 h
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wobel wir wie dblich Endomorphismen des R"™ mit (nxn)-Matrizen
via der kanonischen Basis identifizieren. SO(n+l) operiert auf
S"™ durch Isometrien und SO(n) ist die Isotropiegruppe von

e; = (1,0,...,0) € R"*!, Die Liealgebra g = s50(n+l) zerlegen

wir in g = b ® m, wobei b = so(n) mittels der Zuordnung

mit x € R" bezeichnet. m ist invariant unter Ad(h) fir jedes

n

h ¢ Hund M = G/H S" 1ist ein reduktiver homogener Raum.

Sei P = SO(M) — M eine SO(n)-Struktur fir eine n-dimensionale
Mannigfaltigkeit M und w = n + & ein Cartan-Zusammenhang vom
Typ (G,H) auf P mit Krimmung Q = Qp + Q. Da [m,m] in b liegt,

nehmen die Gleichungen (1.3.1) jetzt die Form

Qp

dn + [(n.,nl + (6,8] ,

Qm = d6 + [n,8]1 + [6,n]

an. Ist 6 die kanonische 1-Form unter der Identifizierung

x

R" — m |, X F—>

so beschreibt Qp die Torsion des metrischen Zusammenhangs 7.




Wir betrachten spezieller den Fall, wo M = S" und P die
Standard-sS0O(n)-Struktur der Einheitssphire ist. Die Krimmung
des Levi-Civitd-Zusammenhangs n: TP — bk ist durch -[98,8]
gegeben, wobei 8: TP — R"™ 2 m wieder die kanonische 1-Form
ist. Also ist @: = n + 8 ein flacher Cartan-Zusammenhang auf
P. Identifiziert man P mit SO(n+l1l) in kanonischer Weise, so

ist @ die Maurer-Cartan—-Form von SO(n+1).

Im folgenden beschreiben wir die Situation im Modellfall

M =M= G/H genauer.

Sei M = G/H ein n-dimensionaler homogener Raum und #: G — M
die natiirliche Projektion. G ist ein Prinzipalbiindel iber M

mit Gruppe H. Wie bereits in Abschnitt 1.2 erwahnt, ist die
Maurer-Cartan-Form w: TG — g von G ein flacher Cartan-—
Zusammenhang vom Typ (G,H). Das assoziierte Biindel G xyg G

mit typischer Faser G ist jetzt kanonisch trivial, explizit

hat man die Trivialisierung

G xg 6 —— M x G

((a,b)] — (Tt(a),ab) .

Somit ist auch das assoziierte Biindel G xyg M trivial. Der

kanonische Schnitt
0: M —> G xg M =2 M x M

ist die Diagonalabbildung, d.h. 6(3) = (3,3a) fiir alle a ¢ M.
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Sei GL(M) das lineare Basenbiindel von M. Die kanonische
Operation von G auf M durch Linkstranslationen induziert

eine Operation von G auf GL(M), definiert durch
g-u = Lg, °u

fiir alle g ¢ G und alle Basen u ¢ GL(M). Wir wollen voraus-
setzen, daB G frei auf GL(M) operiert, oder &quivalent, daB
die lineare Isotropiedarstellung ¢ von H in Téﬁ treu ist.

p liefert somit eine Einbettung von H in GL{(n,R), indem man

GL(TaM) und GL(n,R) mit Hilfe einer fest gewdhlten Basis

Uo: R" —> TgM identifiziert. Das Prinzipalbiindel f{: G —
ist dann eine H-Struktur auf M, die Einbettung von G in
GL(M) ist durch die Zuordnung g — g-u, gegeben.
Sei jetzt ferner M = G/H reduktiv, g = b & m. Das Vektor-
blindel G xg m ist kanonisch isomorph zu Tﬁ, explizit:

G xg m ——— TM

[(g.X)] —— (Lg ° ), X = (L © Lg), X
Ist W =1n+ 68 die Zerlegung der Maurer-Cartan-Form von G
in die bh- und wm—-Komponente, so ist 8 die kanonische 1-Form
(unter der Identifizierung u, " © t,: m = TgM -5 R"), und

N ist der kanonische G-invariante Zusammenhang fur G/H

beziglich der Zerlegung a = bh & m, (d.h. m ist horizontal).

Die Gleichungen 1.3.1 liefern die bekannten Formeln fir die

Krimmung K und die Torsion ® des linearen Zusammenhangs 70: -

K=-[68,6lp , 8 =106,0lp

M
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Ist insbesondere M = G/H ein Riemannscher symmetrischer
Raum, so hat man [m,m] C b, also ® = 0, und n ist der Levi-=

Civita-Zusammenhang der Metrik.

Sei M eine Mannigfaltigkeit mit dim M = dim M und n: P — M
eine H-Struktur £fir M, wobei H durch die lineare Isotropie-
darstellung in GL{TaM) = GL(n,R) eingebettet ist. Dann ist
m: P — M 1lokal &dquivalent zu #: G — M genau dann, wenn es
auf P einen flachen Cértan—Zusammenhang vom Typ (G,H) gibt. :
Lokale Aquivalenz bedeutet, daf es zu'jedem Punkt x € M eine
offene Umgebung U in M und einen Diffeomorphismus f von U auf

eine offene Menge U in M gibt mit

£'(P|y) = G|T .

Hierbei bezeichnet Py = n~'(U) (bzw. G|§ = &~ '(U)) die Ein-
schrankung von P (bzw. G) auf U (bzw. U), und f! ist der

durch f induzierte Bindelisomorphismus

GL(U) —— GL(T)

p +—— f.°p

1.5 Projektive Zusammenhinge

Gegenstand der Untersuchungen in Kapitel 3 sind Cartan-Zu-
sammenhinge (in einem verallgemeinerten Sinn) mit Werten in
der normalen reellen Form der einfachen Liealgebra wvom

Ausnahme~-Typ G,. Im folgenden Kapitel beschreiben wir eine
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Realisierung dieser Liealgebra als direkte Summe
R® ® s[(3,R) & R3™

Eine dhnliche Zerlegung hat man fiir die Liealgebra der pro-

jektiven linearen Gruppe PGL(n,R):
s[{n+1,R) = R” & gl(n,R) & R"* ,
wie auch fir die der Mdbiusgruppe O(n+l,1):
o(n+l,1) = R" & co(n,R) & R"™ .

Die in [Ko,] dargestellte Theorie der projektiven und kon-
formen Zusammenhdnge als Cartan-Zusammenhinge miﬁ Werten in
s[(n+1,R) bzw. o(n+l,1) basiert weitgehend auf diesen Zer-
legungen. Es stellt sich die Frage, ob eine Behandlung wvon
(verallgemeinerten) Cartan-Zusammenhingen vom Typ G, mit
dhnlichen Methoden méglich ist. Die Liealgebren sl (n+1,R)
und o(n+1,1) sind - im Gegensatz zu R?® & s[(3,R) & R3" -

graduiert. Dieser Begriff ist hier wie folgt zu verstehen:

Sei g eine endlich-dimensionale reelle oder komplexe Liealgebra.

Eine direkte Summenzerlegung

/

g = 8.1 B go ® ... B gy

von g in lineare Unterrdaume g.,, Qo,.-... Qx heift eine

Graduierung von g, wenn

[gi,gj1 C Qi+

fir alle i,j ¢ Z gilt, wobei wir g; = {0} fir i<-1 und i>k
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setzen. Insbesondere ist dann g, ¢ ... ® g, eine Unteralgebra

von g. Ist gy # {0}, so heift k+1 die Ordnung der Graduierung.

Graduierte Liealgebren der Ordnung 1 haben wir in den Bei-

spielen 1.4.1. und 1.4.2 betrachtet:

a{n,R) R"™ # gl (n,R) ,

e(n) R"™ 9 so{n)

Ist g halbeinfach, so hat jede Graduierung von g hdochstens
die Ordnung 2. Eine Klassifizierung der halbeinfachen, gradu-
ierten Liealgebren wurde von Kobayashi und Nagano ([EKN,1)

gegeben.

Sei P — M ein H-Prinzipalbiindel und w ein Cartan-Zusammenhang

vom Typ (G,H) auf P. Ferner sei

g =g-, & 3o % ... P Qqk

eine Graduierung der Liealgebra g von G derart, daf die Liez

algebra von H durch
b =30 ® ... % gy
gegeben ist. Wir zerlegen w en;sprechend dieser Graduierung in
W =W *we *+ oL+ oW .

Sei e;,,...,en, eine Basis von g., und w',...,w"” die Kompo-

nenten von w., beziglich dieser Basis,

it
€

w-, = 3 wle; , oder kiilrzer: w_,
i
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Da w einen absoluten Parallelismus auf P definiert, wird
A(P,R), die Algebra der reellwertigen Differentialformen auf P,
veon den Koﬁponenten von w (beziiglich einer Basis von g) und
den reellwertigen Funktionen auf P erzeugt. Bei horizontalen
Formen treten dabei jedoch nur die Komponenten von w., auf,
denn einerseits definiert wy + ... + wyx eine Parallelisierung
fir jede Faser von P, andererseits verschwindet w., auf verti-
kalen Vektoren. Insbesondere kann die Krimmung & von w in der
Form

& = X Kij WA wd

i,

dargestellt werden, wobei jedes K;; eine g-wertige Funktion
auf P ist. Um die Eindeutigkeit dieser Funktionen zu erzwingen,

fordern wir K;; = -Kji.

Wir beschreiben nun die Ausgangssituation zum Studium projek-
tiver Zusammenhange und folgen dabei den Ausfihrungen in [Ko,],
Ch.IV.4. Fiir eine genauere und weiterfilhrende Darstellung ver-

‘weisen wir ferner auf [KN,].
Sei G die projektive lineare Gruppe
G = PGL{(n,R) = SL(n+l)/Zentrum

und H ¢ G die durch

det A*| v AeGL(n,R),

0 A veR"” Zentrum
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definierte Untergruppe, wobei Vektoren des R"™ als Spalten-
und die des Dualraums R"" als Zeilenvektoren aufgefafft werden.

G/H'ist der n-dimensionale reelle projektive Raum. Die Lie-

algebra g s{(n+1,R) wvon G ist graduiert wie folgt:

8=9—1‘990®‘91

mit

g-1 = X€eR" 2 R" ,
-tr a 0
Qo = aegl (n,R) g gl(n,R) ,
0 a
gy = veRn”* s Rn*
Offenbar ist g, ® g, die Liealgebra von H. z
Wir fixieren die folgende Basis von g: Sei e,,...,en, die
natirliche Basis von g_,= R", &e!,...,e" die hierzu duale

Basis von g,= R"" und ele go= gl(n,R) die Matrix mit 1
in der (i,j)-ten Komponente (i-te Zeile, j-te Spalte) und 0

in den restlichen Komponenten.

Wir betrachten eine Mannigfaltigkeit M der Dimension n und
ein H-Prinzipalbindel P Uber M. Ein Cartan-Zusammenhang w von

Typ (G,H) auf P wird bezliglich der oben angegebenen Basis als
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Menge reellwertiger 1-Formen w', w!, w; auf P beschrieben:

w=Twe, + % w}ef + wjej
i LI J

Wir schreiben kurz

w = (w', wt

und analog fiir die Krimmung Q von w

QJ)'

Q= (&', e},

Die Strukturgleichung Q = dw + [w,w] 1liest sich dann kompo-

nentenweise als

Q' = do! + T wia w*,
k
(1.5.1) Q} = dw} + % WhA w? + wia wj - 8} % WA wk o,
= k
QJ —de +§:ka WJ ‘

wobei &} das Rronecker-Symbol bezeichnet.

Die Bedingungen (C1), (C2) und (C3) aus 1.2.1 fir den Cartan-
Zusammenhang w implizieren die folgenden Eigenschaften fir

W.; und we:
(C'1) w-,;(A") = 0 und wo(A™) = A, fiir alle A ¢ b = g, & g,,
wobei A, die g,-Komponente von A bezeichnet.

(C'2) RR"(w-; + woe) = Ad(h~') (w-;, + w,) flr alle h ¢ H,

wobei Ad(h~!'): g-, ® go — g-, ® go die durch
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Ad{(h-!'): g — g induzierte Transformation des

Quotientenraumes g/g, 2 g., ¥ g, ist.

(C'3) Ist X € TP mit w_,(X) = 0, so ist X vertikal.

Der Hauptsatz lUber normale projektive Zusammenhi&nge kann

nun wie folgt formuliert werden:

1.5.2 Satz: Sei w-; = (w') bzw. w, = (w}) eine g., - bzw.
eine go-wertige 1-Form auf P, so daB die Bedingungen (C'1l),

(C'2), (C'3) sowie die Gleichungen

(*) dw! + T wia wk =0 fir i =1,...,n
k

erfullt sind. Dann gibt es genau eine g, -wertige 1-Form

w, = (w;) auf P, so daB w: = w_; + wo + w, ein Cartan-

J
Zusammenhang vom Typ (G,H) ist, der folgender Bedingung genilgt:
Ist & = (0, a}, Q) die Krimmung von 'w und sind K}k, reell-

wertige Funktionen auf P mit
SZ} = Z K_iik] wk/\ U‘ und K}k] = —K}‘k r

so gilt

Fir einen Beweis verweisen wir auf [Ko,]1, Ch.IV, Th.4.2.

Bemerkung: Die vorgegebenen l-Formen w., und w, treten bei

einer projektiven Struktur fir M kanonisch auf:
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Sei GL? (M) das lineare Basenbindel 2-ter Ordnung von M und

8 = 8., + Bo: T GL2(M) —/8 a(n,R) = g.;, $ Qo

die kanonische 1-Form. Fir die Definition der Basenbilindel
héherer Ordnung und ihrer kanonischen l1l-Formen verweisen wir
auf [Ko,;]. H ist als Untergruppe in die Strukturgruppe

GL? (n,R) von GL2(M) eingebettet. Eine projektive Struktur

fiir M ist eine Reduktion von GL?{M) auf Strukturgruppe H.
Ist w., bzw. w, die Einschrédnkung von 6., bzw. 8, auf eine
projektive Struktur P, so erflillen diese beiden Formen die
Bedingungen (C'1l), (C'2), (C'3) und (*). Den durch 1.5.2 defi-
nierten Cartan-Zusammenhang w = w., + w, + w; nennt man den

normalen projektiven Zusammenhang der projektiven Struktur P.

Die Theorie konformer Zusammenhange l1aft sich, basierend auf

der Graduierung
o(n+l,1) = R" & co{(n,R) & R"™ -,

in analoger Art und Weise aufbauen (siehe z.B.[Ko,],[0gl).
Verallgemeinerungen dieser Methoden auf Cartan-Zusammenhange
vom Typ (G,H) mit einer halbeinfachen graduierten Liealgebra

g =gag.; ® go ® g, und b = g, ® g, findet man bei Ochiai ([01).

Im Gegensatz zu der oben beschriebenen Situation ist die Lie-
algebra

R & s[(3,R) & R3™

nicht graduiert. Insbesondere ist s[(3,R) @ R?>* keine Unter-
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.algebra. Anstelle der Untergruppe H tritt somit eine Unter-
mannigfaltigkeit von G, anstelle des Prinzipalbiindels ein

Faserbindel.

Im folgenden Abschnitt erweitern wir daher den Begriff eines

Cartan—-Zusammenhangs auf beliebige Faserbiindel.

1.6 Verallgemeinerte Cartan—-Zusammenhinge auf Faserbiindeln

Wie in Lemma 1.2.2 beschrieben, kann jeder Cartan—Zusammenh;hg
vom Typ (G,H) auf einem H-Prinzipalbiindel P zu genau einem
Zusamménhang auf dem G-Prinzipalbiindel P'= P xyg G erweitert
werden. Hat man umgekehrt ein G—Prinzipalbﬁndel P' mit einem
Zusammenhang w' vorgegeben, so ist es im allgemeinen nicht
méglich, eine abgeschlossene Untergruppe H von G und eine Re-
duktion von P' auf ein Prinzipalbiindel P mit Gruppe H zu finden,
so dafl die Einschridnkung von w' auf Pvein Cartan-Zusammenhang

vom Typ (G,H) ist. Im allgemeinen ist bereits die Existenz

einer Untergruppe H passender Dimension, also
dim H = dim ¢ - dim M ,

nicht gesichert. Man kann sich daher alléemeiner die Frage
stellen, ob es ein Unterbindel B von P' gibt, so daf die
Restriktion von w' auf B einen totalen Parallelismus auf B

definiert, wobei wir fir B nicht notwendig eine Prinzipal-

biitndelstruktur fordern.
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Im folgenden sei nmg: B — M ein Faserbiindel und G eine Lie-
gruppe mit

dim B = dim G .

Die Liealgebra von G bezeichnen wir wieder mit g.

1.6.1 Definition: Ein (verallgemeinerter) Cartan-Zusammenhang
auf B vom Typ G ist eine g-wertige 1-Form w: TB — g, fir die
ein G-Prinzipalbiindel P' und eine starke Biindelabbildung

j: B — P' existieren, so daf die folgenden beiden Bedingungeﬂ

erfiillt sind:

(cl) Es gibt einen Zusammenhang w' auf P' mit j w' = w .

(c2) Es gilt w(X) # 0 fir alle X ¢ TB mit X # 0

Sind P' und j vorgegeben, so sagen wir, w sei vom Typ (G,]).

Die Rrimmung Q von w definieren wir wie immer durch
Q= dw + [w,w].
Ist Q@ = 0, so nennen wir w flach.

Wegen der Bedingung (c¢2) und dim B = dim G definiert w einen

absoluten Parallelismus auf B.

Beispiel: Sei H eine abgeschlossene Untergruppe von G, P ein
H-Prinzipalbiindel iiber M, P' = P xyg G das zu P assoziierte

Blindel mit typischer Faser G und

j: P —> P' , 3J(p) = [(p,e)]
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die kanonische Einbettung. Jeder Cartan-Zusammenhang auf P vom
Typ (G,J) ist ein Cartan-Zusammenhang vom Typ (G,H) im Sinne

von Definition 1.2.1 und umgekehrt, (vgl. Lemma 1.2.2).

1.6.2 Lemma: Sei j: B — P' eine starke Bilindelabbildung eines
Faserbiindels B — M in ein G—Prinzipalbﬁndel P'— M. Es gelte
dim G = dim B. Ferner sel w': TP' — g ein Zusammenhang auf

P'. Man setzte w = j*w'.

(i) Die Form w 1ist genau dann ein Cartan-Zusammenhang auf

B vom Typ (G,Jj), wenn fir jedes beB
(=) Ty(p)P' = 3,(TpB) @ Hj(p)P'

gilt, wobei HP' = ker w' C TP' das Horizontalbiindel
von P' bezeichnet. Ist dies der Fall, so ist insbe-

sondere j eine Immersion.

(i1) Ist w" ein weiterer Zusammenhang auf P' mit j w" = w,

so stimmen w' und w" Uberein.

(iii) Ist w ein Cartan-Zusammenhang mit Kriimmung ., so gibt es
genau eine horizontale, dquivariante 2-Form Q'€ A2?(B,g)
mit j*ﬂ' = Q. Diese 2-Form ist die Krimmung von w'.
Insbesondere ist Q horizontal. w ist genau dann flach,
wenn w' flach ist.

Bewelis: Sei zunachst w = j'w' ein Cartan-Zusammenhang. Dann

ist'j eine Immersion, denn fUr jedes X ¢ ker j* hat man

w(X) = w'(j’x) = 0 und somit X = 0 nach (c2). Ist andererseits

X € TpB mit j*(X)e Hj(p)P', so hat man ebenfalls w(X) = 0 und
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wieder folgt X = 0. Also schneidet j,(TbB) den Horizontalraum
Hj(p)P' nur im Nullvektor, und (*) ergibt sich aus Dimensions-

grinden. Umgekehrt impliziert (#) zundchst die Injektivitit

von (j_)p, und da fir jedes X ¢ TpB mit w(X) 0 der Vektor
j,(X) im Schnitt von j, (TpB) und Hj(b)P' liegt und somit nach
(#) verschwindet, ist X = 0, d.h. (*) ist Aquivalent zu (c2).

Die Aussage (ii) erhdlt man unmittelbar aus Lemma 1.1.2.

Schlieflich zeigen wir (iii): Sei Q' die Krimmung von w'. Aus

der Strukturgleichung Q' = dw' + [w',w'] ergibt sich & = j*Q'.

Dies impliziert insbesondere die Horizontalitdt von £, denn '
ist horizontal und j* bildet das Vertikalbiindel von B in das

Vertikalbiindel von P' ab. Weiter ist nach Lemma 1.1.2 Q' die
einzige horizontale, Aquivariante Differentialform in AZ(P',35
miﬁ j*Q' = Q. Ist insbesondere Q = 0, so folgt hieraus ' = 0.

a




2. EINFACHE LIEALGEBREN UND LIEGRUPPEN VOM AUSNAHMETYP G, -

Die Klassifikation aller einfachen Liealgebren liefert neben
den vier klassischen Typen Ar,Br,Cr und D, f4inf weitere Iso-
morphietypen: die Ausnahmealgebren G,,E,,E;,Es und F,. Wir

beschdftigen uns in diesem Kapitel mit dem Ausnahmetyp G,.

2.1 Eine komplexe Liealgebra vom Typ G,

Zundchst beschreiben wir eine komplexe Ausnahmealgebra des
Isomorphietyps G,. Unser Modell g stimmt mit der in dem Buch
von Humphreys ({Hu], Ch. V.19.3) angegebenen Liealgebra L

itberein.

Sei g der l4-dimensionale komplexe Vektorraum

»*

g =063 x s[(3,C) x @37,

wobei 5[ (3,f) den Raum der komplexen, spurfreien (3x3)-Matrizen

bezeichnet. Vektoren aus [® werden als Spaltenvektoren und
Linearformen des Dualraums C*®" als Zeilenvektoren aufgefat.

Fir eine Matrix a bezeichnet ta die transponierte Matrix.

Zur Ubersichtlichen Beschreibung der Lieklammer in g benutzen

wir den Isomorphismus
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T: €32 — so0(3,C) = {aes((3,C) | a+ta = 0}
(2.1.1) ' X, 0 X, —X,
X, —m> |-x, O X,
X, x, -x, O

Die im folgenden Lemma zusammengefaften Eigenschaften von T

lassen sich leicht verifizieren.

2.1.2 Lemma: Fir alle x,y € €3, a ¢ g[{(3,0) wund A ¢ GL(3,C)

gilt:
(i) T(X)y = -T(y)x
(ii) - T(x)Tt(y) = y-t*x - ty-x'I

(iii)  [T(x),T{y)] = T(T(x)y) = y-tx - x-ty

(iv) T (ax) (tr a)-T(x) - ta-T(x) - T(x) a

(v) T (Ax)

]

(det A)-tAa-!tT(x)A-!

Die Lieklammer in (iii) ist der ﬁbliché Kommutator; I bezeichnet

die Einheitsmatrix.

Die Gleichungen (iv) und (v) liefern insbesondere fir alle

a € s50(3,L) und A ¢ S0O(3,C) die Beziehungen

[a,T(x)]

T (ax) ad(a)t(x),

T (Ax)

]

AT (x)A™? Ad(A)T(x).

Identifiziert man also T3 mit s9o{(3,C) via T, so geht die durch
die adjungierte Darstellung definierte Operation von SO(3,C)
auf s0(3,C) in die natiirliche Operation von SO(3,C) auf C?

ilber.
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Auf g = C° x s[(3,0) x C3* definieren wir nun eine Lieklammer

wie folgt:

Fir a,b ¢ s[(3,C), x,y € €% und tu,tv ¢ %" setze man

[a,b] = ab - ba € s[(3,I),

[é,y] = ay € €3,

[tu,b] = ‘tub ¢ €2%,

[x,y] = -v2 t(T(x)-y) e ©*",

[tu,tv] = V2 T(u)-v ¢ 3,

[x,tv]l = % x-tv - % tv-x'I = #-tv + % T(v)T(x) € s{(3,C).

Explizit erhdlt man die Formel

i

[(x,a,tu),(y,b,tv)] = (z,c,tw)
mit

zZ = ay —‘bx)+ V2 t(u) v ,

c = [a,b] + x-tv + 7 T(V)T(x)
(2.1.3)

|~

- y-tu - 3 T(WT(y) .,

w==tbu - tav+ /2 T(y)x,

wobei [a,b] das Ubliche Lieprodukt in s[(3,C) bezeichnet.

Man kann zeigen, daff eine treue Darstellung von g in C" nur
fir n2>7 méglich ist (siehe z.B.[Hul). Das folgende Lemma be-
schreibt eine explizite‘Darstéllung fir n=7 (und zeigt ins-

besondere, daf durch (2.1.3) tatsichlich eine Liealgebren-

struktur auf dem Vektorraum g definiert wird).




2.1.4 Lemma: Die Abbildung e¢: g — s5({7,t), definiert durch

0 tu -tx
X a -1 T{(u)
pix,a,tu) = N
1
-u |—= T(x) -ta
\/2— )

fir alle (x,a,%tu) € g, ist ein injektiver Liealgebrenhomo-

morphismus.

Beweis: Berechnet man den Kommutator von p(X) und p(Y) fir
zwei Vektoren X = (x,a,*u), Y = (y.,b,*v) in g, so erhalt

man unter Verwendung von Lemma 2.1.2

0 tw -tz

YA c t' § T(w)
[p(X),p(Y)] = V2

-W 3% T(2) -tc

wobei z, ¢ und w durch die Gleichungen 2.1.3 gegeben sind. Da

andererseits ([X,Y] = (z,c,'w) gilt, folgt
Pp([X,Y]) = [p(X),p(Y)]
Die Linearitat und Injektivitdt von p ist offensichtlich. a

Bemerkung: Das Bild p(g) ist enthalten in der folgenden Unter-

algebra von s{(7.,C):
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0 -ty -tx x,u € €3,
B; = <« X a b a € gi(3,0), ;
u c -ta b,c € so(3,L)
\

Die Liealgébra B, ist isomorph zu s50(7,€), ein expliziter
Isomorphismus von B, auf s50(7,T) ist durch die Zuordnung

X — U~ 'XU-gegeben. Hierbei ist U die Matrix

(l—i) l.

[N

U = 0 AT AI mit A=

wobei X die zu M komplex konjugierte Zahl und I die 3x3-Ein-

heitsmatrix bezeichnet.

"Fir explizite Berechnungen ist es nitzlich, eine Multiplika-
tionstabelle fiir die Lieklammer in Bezug auf eine geeignete

Basis zur Verfiigung zu haben:

Seien (e;), (ei=te;) und (ef) die Standard-Basen von (2,

€3** und gl (3,0) respektive. (Die Matrix e] hat eine 1 in der

(i,3j)-ten Romponente, d.h. i-te Zeile und j-te Spalte, und O

in allen anderen Komponenten). Man setze

= a! - 42 — a2 - a3
d, = e; e; und d, = e; e; .

Die folgenden Vektoren bilden nun eine Basis von g, die wir

mit B bezeichnen:

2 3 1 3 1
e,, €,, e,, ey, e;, e, e;, e,, e;, 4,, 4,, e’', e*, e
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Die Multiplikationstabelle fiir diese Basis haben wir im

Anhang angegeben.

2.2 Killingform, Cartan-Unteralgebra und Wurzelsystem

Ein grundlegender Begriff flir die Frage nach den Beziehungen
zwischen einer komplexen halbeinfachen Liealgebra und ihrer
reellen Formen ist der einer Weylbasis. Insbesondere definiert
eine solche Basis unmittelbar eine normale reelle Form und
eine Cartan-Zerlegung derselben. Um eine Weylbasis fiir die im
vorhergehenden Abschnitt definierte Liealgebra g zu gewinnen,
geben wir zundchst eine explizite Formel fiir die Killingform
von g an und bestimmen eine Cartan-Unteralgebra und das zu-
gehdrige Wurzelsystem. Gleichzeitig zeigen wir damit, daf g
tatsadchlich eine einfache Liealgebra vom Typ G, ist. Bei den
Untersuchungen dieses und der folgenden Abschnitte werden wir
die notwendigen Begriffe und Satze aus der Theorie der halb-
einfachen Liealgebren jeweils an der entsprechenden Stelle
angeben, wobei wir aber auf Beweise verzichten. Wir verweisen

hier auf [H], fir die komplexe Theorie auch auf [Hul].

Es bezeichne ad die adjungierte Darstellung und K die Killing-

form von g:

ad: g — gl (g) , ad(X)Y = [X,Y] ,

K: g x g— 0T, KX,Y) = tr (ad(X) ©° ad(Y))
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2.2.1 Lemma: Die Killingform von g = €3 x s[(3,L) x (3

ist gegeben durch
K((x,a,tu),(y,b,*v)) = 8 tr(ab) + 12 tv-x + 12 tu-y
Beweis: Berechnet man die Werte der Killingform auf der im

vorhergehenden Abschnitt angegebenen Basis B mit Hilfe der

Multiplikationstabelle (siehe Anhang), so ergibt sich:

K(e;,e') = K(e',e;) = 12 fir i = 1,2,3

R(el,el) = 3 fir 1,3 = 1,2,3 und i#j ,
K(d;,d;) = 16 fir i = 1,2

K(d,,d;) = K(d,,d,) = -8

K( X,Y ) = 0 sonst .

Ist andererseits die Abbildung K': @ x g — [ durch die rechte
Seite der behaupteten Gleichheit definiert, so verifiziert man,
da K' auf den Basisvektoren dieselben Werte wie K annimmt. Da

beide Abbildungen bilinear sind, stimmen sie {iberein. u|

Offenbar ist K nicht entartet, mit anderen Worten: g ist halb-
einfach.
- Wir zeigen nun, daf der Raum [ der Diagonalmatrizen in s5[(3,CT)

eine Cartan-Unteralgebra von g ist, d.h. es gelten die folgen-

den zwei Bedingungen:

(i) h ist eine maximale abelsche Unteralgebra von g ,

(ii) ad(H) ist fdr jedes He¢b halbeinfach.



2.2.2 Lemma: Der Raum b: = Id, & €d, 1ist eine Cartan-Unter-

algebra von g

Beweis: Offensichtlich ist b eine abelsche Unteralgebra von
g. Um die Maximalitdt zu zeigen, sei (x,a,*u) ¢ g nmit

[(x,a,*u),d;] = 0 fir i=1,2. Dies bedeutet d;x = d;u = 0

sowie [a,d;] 0 , woraus x = u = 0 und aebh folgt, 4.h. b
ist eine maximale abelsche Unteralgebra. Ferner haben die
Matrixdarstellungen von ad(d,) und ad(d,) bezliglich der Basis

B Diagonalgestalt; folglich ist ad(H) fir jedes Heb halbeinfach.

]

Der Rang einer komplexen halbeinfachen Liealgebra ist definiert
als die Dimension einer Cartan-Unteralgebra. (Es gibt stets eine
Cartan-Unteralgebra und alle Cartan-Unteralgebren sind zueinander
konjugiert.)

2.2.3 Rorollar: Die Liealgebra g = €3 x s[(3,C) x €3* ist

halbeinfach und hat Rang 2.

Wir erinnern an einige grundlegende Begriffe und Sitze aus der

Klassifikationstheorie der halbeinfachen Liealgebren:

Sei p eine Cartan-Unteralgebra einer komplexen halbeinfachen
Liealgebra g. Die Einschrankung der Killingform auf b ist
nicht entartet. Zu jeder C-Linearform meb* gibt es daher genau

ein Hgebh mit

K(Hy.H) = «(H) fir alle Hebh.




..48_
- Ist der lineare Raum

nicht trivial, so nennt man « eine Wurzel (bzgl. b) und g%

den zugehdrigen Wurzelraum. Offenbar ist b der Wurzelraum zur

Wurzel Oeb*. Die Menge der nichtverschwindenden Wurzeln heiflt

Wurzelsystem von g (bzgl. b) und wird mit A bezeichnet.

Im folgenden Satz fassen wir einige fundamentale Eigenschaften

der Wurzeln und Wurzelrdume zusammen.

2.2.4 Satz: Es gilt:

(i) {Hg | xe€A} erzeugt b
(ii) g ist die direkte Summe der Wurzelridume:

x €A

(iii) dim g® = 1 fir alle a € A
(iv) [a%,gBPl c g**B  Ffiir alle «,f € b*, und
[g%,gBl = g**B  fiir alle «,f ¢ A mit a+p # O.
(v) Ist « € A, so ist auch -« ¢ A und *a sind die einzigen

skalaren Vielfachen von « in A. Ferner gilt
[erx—q] = K(X«,X,q) Hq

Fiir alle Xg € g% und X_4 € g%

(vi) Fir alle «,f € A 1ist «(Hp) reell, a«(Hg) > 0 und

H
2 af g) ¢ 7

x(Hg)
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Aus (i)-(iii) folgt insbesondere fir die Anzahl card A der

nichtverschwindenden Wurzeln:

card A = dim g - rang g > rang g

Wir betrachten jetzt wieder g = €% x s[(3,L) x €3*. Zur

Beschreibung des Wurzelsystems von g in Bezug auf die Cartan-
Unteralgebra § = Cd, @ Cd, definiere man zwei Linearformen «,

und a; auf b durch

x;(dy) = 2, «,(d;) = -1,
xy,(d;) = -1, «,(d;) = 1,
also
«, (H) = A;=A; und «,(H) = X,
far
A, 0 0
H = 0 PR 0 =X d, + (A, #X\,)d,; € b .

0 O —XI‘XZ

2.2.5 Satz: Die Menge A der nichtverschwindenden Wurzeln
von g beziglich h besteht aus den in der folgendeb Tabelle
aufgelisteten sechs Linearformen « und deren Inverse -«.

Ferner sind in der Tabelle angegeben:

1. die Vektoren Hyeb, definiert durch K(Hg,H) = «(H) fiir
alle Héb, (H-q = "Hq) ’
2. die Werte a(Hg) = K(Hg,Hg) = -«a(H_y) und

3. ein (erzeugender) Vektor Xig € g%




« Hy a(Hg) Xx Xox
1 ' .
P 77 (2d4,+4,) 12 e, e
- (-4.+d 2 2
®, 77 (-4, 2) T2 e, e

;2 1 1 3

a, +2«, s+ (d,+24,) iz e e,
L 1 2 1
a, s 4, Y e) e
2a,+3 L (d,+d,) 1 3 :
®, ®, 8 1 2 y e; €3
+3 l d _1_ 3 . 2
0(1 GZ 8 2 4 eZ e3

Beweis: An Hand der Multiplikationstabelle zeigt man ohne
Schwierigkeiten, daB fiir jedes *« und entsprechendes X:4 aus

der obigen Tabelle die beiden Gleichungen

[d; Keql = ta(d;) Xeq f£Or i = 1,2
~erfillt sind, und somit
[H,th] = tq{H) X2y £flGr alle Hebh.

Folglich ist X:q € g*® # {0}, d.h. *ta ist eine Wurzel mit
zugehdrigem Wurzelraum (X:y = g**. Wegen dim g - rang g = 12
gibt es keine weiteren nichtverschwinden Wurzeln. Um die Hy

zZu berechnen, benutzen wir die Gleichung aus 2.2.4 (v):
Hoy = K(Xg,Xog) "' [Xg,Xogl

Wahrend die Vektoren [Xyg,X.x] unmittelbar der Multiplikations-
tabelle entnommen werden k&nnen, haben wir die Werte fiir die

K(Xg,X-x) bereits im Beweis von Lemma 2.2.1 bestimmt. Man

erhalt dann die in obiger Tabelle aufgelisteten Hg. o




Ist A das Wurzelsystem einer komplexen halbeinfachen Liealgebra

g bezliglich einer Cartan-Unteralgebra b, so bezeichne b, den von

{Hyg | x€A} erzeugten reellen Vektorraum:
be = £ RH4 .
° xed ®

dimg b, = dimg b = rang g

|
|
Es gilt dann
Da jedes « é A  auf b, nur reelle Wertevannimmt, ist die Ein-
schrankung der Killingform von g auf b, ebenfalls reellwertigqg.
Dariilberhinaus ist sie positiv definit. Man erhdlt somit einen
Euklidischen Vektorraum b,, der vermdge der (Einschrankung

der) Killingform , also mittels der Zuordnung Hy — ®| by mit

seinem Dualraum b, identifiziert werden kann. Im folgenden
betrachten wir A als Teilmenge von b,", d.h. wir schrinken die

Wurzeln auf b, ein. Das induzierte Skalarprodukt in bo*

bezeichnen wir mit ( , ), also
{«,B) = K(Hg,HR) = «(Hp)
Die Liealgebra g ist bis auf Isomorphie eindeutig durch ihr
Wurzelsystem A bestimmt.
Das Wurzelsystem A enthdlt eine Basis «,,...,ar des reellen

Vektorraums bo*, die der folgenden Bedingung genigt:

Ist T MNix; € A, so sind die Koeffizienten A; ganze Zahlen,

die entweder alle nicht-positiv oder alle nicht-negativ sind.

Eine solche Basis heifit Wurzelbasis oder auch Menge einfacher




Wurzeln von A. Die Matrix

_ lZ(Gi,(Xj)
(0&,-,0(,-)

nennt man die Cartan-Matrix von A. Sie ist bis auf Konjugation

mit einer Permutationsmatrix unabh&ngig von der gewéhlten
Wurzelbasis und bestimmt das Wurzelsystem A und damit die
Liealgebra g eindeutig bis auf Isomorphie. Die durch die

Cartan—-Matrix gegeben Daten werden wie folgt im Dynkin-Diagramm

zusammengefaft: Man zeichne r Punkte (dargestellt durch o) .
fir die einfachen Wurzeln «,,...,%r. Dann verbinde man «; mit
«j durch

4 (qiraj)z‘

((X,',Gi) (O&j,cxj)

Kanten. Ist n;j; # 0 und («;,x;j) > (aj,x;), so versehe man die
Linien zwischen «; und «; mit einem Pfeil in Richtung ®j -
Durch das so gewonnene Diagramm ist die Isomorphiéklasse von
g vollstandig charakterisiert. g ist einfach genau dann,

wenn ihr Dynkin-Diagramm zusammenhangend ist.

Fliir die Liealgebra g = €2 x s[(3,L) x 3" bilden die beiden
oben angegebenen Wurzeln a«; und «, eine Wurzelbasis des Wurzel-
systems A. Dies folgt unmittelbar aus der Beschreibung von A

in Satz 2.2.5. Ferner hatten wir dort berechnet:

(ay oay) = o, (Hy )

(ay ry) = °‘2<H<x2) =71z -
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Fir (a«,,a;) = (a,,a,) ergibt sich schlieBlich

(q1'“2) = “Z(HO(1) = % “2(d1) = - %

und folglich

-1 fir i=1, j=2

2{w; , ;) . . .
—L1J = -3 fir i=2, j=1
(0(,,0(1)
2 fir i=j=1,2
sowie n,, = 3. Als Cartan-Matrix und Dynkin-Diagramm erhalten
wir somit
2 _1 AN
I ] bzw. 93 7 ©
-3 2 &y « 2

Da hierdurch die Isomorphieklasse der einfachen Liealgebren

vom Typ G. charakterisiert wird, haben wir:

*

2.2.6 Korollar: Die Liealgebra g = €% x s{(3,C) x 3 ist

eine einfache Liealgebra des Ausnahmetyps G,.

2.3 Reelle Formen und Weylbasis

Jede komplexe Liealgebra g kann durch Einschrinkung des
Skalarenkdrpers als reelle Liealgebra aufgefaft werden; wir
bezeichnen sie dann mit gR. Auf der andéren Seite definiert

man die Komplexifizierung einer reellen Liealgebra g, durch

gol = g, ® T, wobei die Lieklammer auf gol durch

(X, +iX, , ¥, +i¥,] = ([X,,.Y,1-[X,,Y,1) + i([X,,¥Y,1+{X,,Y,])
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fir X,.X,,Y,.Y, € g, gegeben ist. (Wie {iblich schreiben wi:
AMX an Stelle von X8\, (\e¢l, X€go,).) gl ist dann eine komplexe
Liealgebra mit dimg gol = dimp g,, und g, ist eine Unteralgebra
von (goT)R = g, % ig,. Durch Vergleich der Killingformen von
3o, 8oL und (goT)R ergibt sich, da8 alle drei Algebren halb-

einfach sind, sobald dies fliir eine zutrifft.

Sei g eine komplexe Liealgebra und g, eine Unteralgebra von

gR. Man nennt g, eine reelle Form von g, wenn ihre Komplexifi-

zierung g.! isomorph zu g ist. In diesem Fall kann jedes Xeg
.eindeutig zerlegt werden in X = X,+iX, mit X,,X,€¢ go. Die

Abbildung o0: g — g, definiert durch
0(X,+iX,) = X,-iX, fiur alle X,,X,€¢ Q8o .

ist eine Konjugation in g, d.h.:

(i) g: gR — gR ist ein Automorphismus ,
(ii) 6(iX) = -ic(X) fdr alle Xeg , .
(iii) o2 = id .

Hat man umgekehrt eine Konjugation ¢ in g gegeben, so ist die

Menge ihrer Fixpunkte eine reelle Form wvon g.

Wir betrachten eine reelle Form g, einer komplexen halbein-
fachen Liealgebra g. Die Killingform'K° von g, erhalt man
durch Einschrankung der Killingform Klvon g auf g,. Es be-
zeichne k die Signatur von go,, d.h. die Anzahl der positiven
minus der Anzahl der negativen Zahlen der in Diagonalform

dargestellten Form K,. Man hat dann die Ungleichung



-dim g € k € rang g

Die reelle Form g, heift komgakt; wenn k = —-dim g, wenn also
K, negativ definit ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn es
eine kompakte Liegruppe gibt, deren Liealgebra isomorph zu g,
ist; z.B. ist die Gruppe der inneren Automorphismen von g,
eine solche Liegruppe. Im Fall k = rang g nennen wir g,

normal.

Jede halbeinfache komplexe Liealgebra besitzt eine kompakte
und eine normale reelle Form (eindeutig bis auf Isomorphie).
Dies beruht auf der Existenz einer Weylbasis, die wie folgt

definiert wird:

Sei A C b’ das Wurzelsystem von g in Bezug auf eine Cartan-

Unteralgebra bh. Der Raum

= = RH
bo ooy RHa

ist dann eine reelle Form von h. Eine Basis von g der Form
{Hy,...,Hr} U {Eq | acA}

heift Weylbasis (bzgl. b), wenn sie die drei folgenden Eigen—

schaften besitzt:

(i) Hy,...,Hr ist eine Basis des reellen Vektorraunms bo.
(i1) Ex € g% und K(Eg,E-g) = 1 £fir alle xe¢A,
(iii) Ng,p = - N_g,-g £fir alle «,f € A mit a+f € A, wobei

Ng,p durch [Eq.Ef] = Ng,B8 Ex.p definiert ist (vgl.
2.2.4 (iv)).




Eine Weylbasis definiert zwei Konjugationen o, und 0, in g,

indem man

0u(Egq) = -E.q  Ou(H;) = -H; sowie
{(2.3.1)

Ex . Oo(Hi) H;

0o (Eg)

setzt (und semilinear erweitert). Die Fixpunkte von 6, bzw. G,
bilden dann eine kompakte bzw. eine normale reelle Form von g,

die wir mit g, bzw. g, bezeichnen. Explizit hat man:

ibo + Z lR(Em-E-m) + Z ‘R(i(Em+E-a)) 4

Qu = -
a€A xeA -
(2.3.2)
8o = bo + Z R(Eg)
x€el
Man beachte, daf 0, und ¢, kommutieren und 8: = G,0, = 040,

ein involutiver Automorphismus von g ist, der g, und g,
invariant 148t. (Eine Abbildung f: M — M heiBt involutiv,

wenn £2? = idym, aber £ # idy ist.)

Fiir den Rest dieses Abschnitts sei g die in den beiden vorher-

gehenden Abschnitten diskutierte komplexe, einfache Liealgebra
g =L x s[(3,0) x €3" .

Diese Algebra besitzt nur kompakte und normale reelle Formen,
{vgl. [T]). Mit Hilfe der im folgenden Lemma angegebenen
Involution 6 bestimmen wir eine Weylbasis von g, die dann wie

oben beschrieben eine kompakte und eine normale reelle Form

liefert.




2.3.3 Lemma: Die durch
B8(x,a,tu) = -(u,ta,tx)
fir alle =xeC?®, aes((3,C) und tuel®* definierte Abbildung

B: @ — g ist ein involutiver Automorphismus.

Beweis: Offenbar ist 6 involutiv und C-linear. Um die Gleich-
heit von 6([X,Y¥]) und [8(X),08(Y)] £fir je zwei Vektoren

X, Y € g zu verifizieren, setze man

X = (x,a,tu) , ¥ = (y,b,*v) , [X,Y] = (z,c,%w) ,

und [B8(X),8(Y)] = (w',c',tz")

Nach Definition der Lieklammer (2.1.3) hat man

w' = ta.v - th.u + V2 T(x) 'y .,
c' = [ta,tb] + u-ty + 7 T(y)T(u) - v-tx - 3 T(X)T(v).,
z' = bx - ay + v2 T(v)-u ,

wahrend z, ¢ und w durch die Gleichungen

ay - bx + v2 t(u)-v ,

N
]

(ST

la,b] + x-tv + 7 T(V)T(X) - y-tu -

O
I

T(uytl(y) ,

w = tb-u - ta.v + ¢§ T(y)-x

gegeben sind. Unter Anwendung von 2.1.2(i) und Ausnutzung der

Schiefsymmetrie von T(x) ergibt sich das erwilinschte Resultat:

w' = -w , ¢' = -t¢c und z' = -z . u]
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Sei A wieder das Wurzelsystem von g in Bezug auf die Cartan-
Unteralgebra b = Cd, & €d, ,{vgl. 2.2.5). Wir zerlegen A in

die disjunkte Vereinigung der kurzen und langen Wurzeln:

Ay = {«xed | (a,x) = 1271} ,
A; = {aed | (a«,«) = 471} .
Man setze
Ay =12 , X; = 8

und

1 v .
Eq = —= X fidr ae¢A; und i=1,2 ,
VS v !

wobei die X4 die in 2.2.5 angegebenen Basisvektoren der

Wurzelriume g% sind.

2.3.4 Satz: Sei H,,H, eine Basis von b,. Dann ist

{H, ,H,} U {Egx | w€A} eine Weylbasis von g.

Beweis: Nach 2.2.1 hat man K(Xg,X-g) = MA; fiUr jedes «e€l;,
und somit

R(Eg,.E-q) = Mi™! K(Xg.X-g) =1 .

Ferner gilt ©6(E4) = -E.y fir alle «¢A, wobei 8 die im vor-
hergehenden Lemma definierte Involution von g ist. Flir je zwei

Wurzeln «,f ¢ A mit a+f € A erhdlt man somit einerseits
8([Ex,Egl) = 8(Ng,p Eg+p) = -Ng,p E-x-f -
und andererseits

[6(Eq) 8(Eg)] = [~E_q,-E-g] = N_g, - E-a-§ .

also



Nm'B = —N-q’-B . a

Mit Hilfe dieser Weylbasis kénnen wir nun eine kompakte.und
eine normale reelle Form von g bestimmen. Die gemadB 2.3.1

definierten RKonjugationen ¢, und 6, sind durch

oulx,a,tu) = -(q,t3,tx) ,
Oo(x,a,tu) = (x, a,tq)
fir alle (x,a,*u)e g gegeben, wobei ~ (komponentenweise)

komplexe Konjugation bedeutet. Es bezeichne su(3) die komplexen

spurfreien schiefhermiteschen (3x3)-Matrizen:

su(3) = {aesl{(3,C) | a+ta = I}

Setzt man

Qu {(x,a,-*%) ¢ g | xeC?, aesu(3)} ,

(2.3.5)

@0 = R3® x s[(3,R) x R3%,

so ist offenbar g, (bzw. g,) die Fixpunktmenge von o, (bzw.

Go). Somit haben wir:

2.3.6 Korollar: Seien g, und g, durch (2.3.5.) gegeben. Dann

ist g, eine kompakte und g, eine normale reelle Form von g.

Die Liealgebra g, nennen wir im folgenden die normale Liealgebra

vom Typ G,.




2.4 Cartan-Zerlegung

Sei g, eine halbeinfache reelle Liealgebra, 8 ein involutiver

Automorphismus von g, und
3o = fo @ Po
die von 6 induzierte Zerlegung von g, in die Eigenridume
o = {Xego | 8(X) = X} und p, = {X€ego | 8(X) = -X}

Offenbar sind #, und p, orthogonal bezliglich der Killingform

von g, und es gilt:

(20,201 C #6 . [0,P0l C Po + [Po.Pol C %o

Wir nennen 6 eine Cartan-Involution und ¢, ¢ p, eine Cartan-

Zerlegung von g,, wenn die Killingform von g, positiv definit

auf p, und negativ definit auf ¥, ist.

Sei g, eine reelle Form einer komplexen halbeinfachen Lie-

algebra g und 0, die Konjugation in g bezliglich g,. Ist

|
|
|
|
|
¥, @ po, eine Cartan-Zerlegung von g,, sSo ist
gu: = #o ® 1ip, |
|

eine unter G, invariante kompakte reelle Form von g und man hat

(2.4.1) Po = 8o N g, und Py = g, N ig,.

Ist umgekehrt g, eine kompakte reelle Form von g mit
\

Oo(gu) C gu., so wird durch (2.4.1) eine Cartan-Zerlegung
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8o = Fo @ Ppg definiert. Die zugehdrige Cartan-Involution 8

ist die Einschrankung von 0,0, = 0,0, auf go.

Sei go = ¥, ® p, eine Cartan-Zerlegung. Dann ist %, eine
maximale kompakt eingebettete Unteralgebra von g,, {(vgl. [HIl).
Im allgemeinen ist #, nicht halbeinfach. Eine Liegruppe mit
Liealgebra ¥, ist nicht notwendig kompakt.

Ist g, eine normale reelle Form von g, so enthdlt p, eine

maximale abelsche Unteralgebra von g, (und umgekehrt).

Jede reelle halbeinfache Liealgebra besitzt eine Cartan-Zer-
legung. Sie ist bis auf Konjugation unter inneren Isomorphis-

men eindeutig, (vgl. [H]).

Sei {Hy,...,Hr} U {Ex | x€¢A} eine Weylbasis einer komplexen
halbeinfachen Liealgebra g und g, (bzw. g,) die hierdurch

- definierte kompakte (bzw. normale) reelle Form von g, (2.3.2).
Die zugeordneten Konjugationen ¢, und 0, kommutieren danh,

insbesondere hat man
Oo(gu) C gu und 0y(gs) C Qo -

Man erhd@lt somit unmittelbar eine Cartan-Zerlegung von g,

indem man

Po Z lR(Em—E-q) und

€l

G0 N Qu
(2.4.2)

Po = 8o N iguy = bo + 2 R(Eg+E_g)
x€A

setzt. Eine maximale abelsche Unteralgebra von g, ist b,.
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Das zuletzt Gesagte kann direkt angewendet werden auf

g =C%x s[(3,0) x ¢**
und die im vorhergehenden Abschnitt angegebenen reellen Formen

R® x s[(3,R) x R3%,

8o

gu = {(x,a,-*%) € g | xeC?, aesu(3)}

Es bezeichne sa(n) den Raum der spurlosen, symmetrischen

(nxn)-Matrizen mit reellen Roeffizienten. Dann hat man:

2.4.3 Rorollar: Sei g, = R® x s[(3,R) x R?** die normale

Liealgebra vom Typ G,. Setzt man

Bo = {(x,a,-t'x) | xeR?®, aeso(3)} ,
Po = {(x,a,tx) | xeR?®, aesa(3)} ,
so ist g, = o ® po, eine Cartan-Zerlegung von g,. Die zuge- |

horige Cartan-Involution ist die Einschriankung der in Lemma

2.3.3 definierten Involution 8 von g auf g,.

In der Terminologie von Helgason ([H]) ist (g..0) eine

irreduzible orthogonale symmetrische Liealgebra von nicht-
kompaktem Typ. Ist (G,K) ein hierzu assoiiiertes Paar, (d.h. i
G ist eine zusammenhangende Liegruppe mit Liealgebra g, und ;
K eine Liesche Untergruppe mit Liealgebra #,), so enthidlt K
das Zentrum von G. Im vorliegenden Fall ist dieses Zentrum

endlich (vgl. den folgenden Abschnitt). Dies impliziert, das
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K eine halbeinfache, maximale kompakte Unﬁergruppe von G ist.
Der homogene Raum G/K ist einfach—zusammenhéngend und hiangt
nur vom lokalen Typ von G, also nur von g, ab. Die Killingform
von g, induziert in kanonischer Weise eine G-invariante Rié—
mannsche Metrik auf G/K, und G/K ist ein irreduzibler Riemann-

scher symmetrischer Raum von nicht-kompaktem Typ.

Den "Tabellen zu den einfachen Lie Gruppen und ihren Dar-
stellungen” von J. Tits ([T]) entnimmt man, daR %, halbeinfach
vom Typ A,xA; = D, ist, d4.h. isomorph zu den kompakten reellen

Formen von
s[(2,€6) x s[(2,C) & so0(4,T)
Demnach hat man

$o 2 su(2) x su(2) = so(4)

Wir geben einen expliziten Isomorphismus so(4) — ¢, an. (Die

zundchst naheliegende Zuordnung

—_ (x,a,-tx)

liefert lediglich eine lineare Isomorphie.)



2.4.4 Lemma: Man definiere eine Abbildung ¥ wie folgt:

v: so0(4,T) —— g =102 x s{(3,C) x €3
1 1 -1
—_— (= x, a - =71T(x), = *'x)
V2 2 v2
fir alle xeC?® und aes0(3,C), wobei T der in 2.1.1 definierte

Isomorphismus ©? — s0(3,L) ist. Dann ist ¥ ein injektiver
Liealgebrenhomomorphismus, der so(4) isomorph auf ¥, abbildet.
Beweis: Fir je zwei Matrizen X,Y € s0(4,f) verifiziert man die
Gleichung v([X,Y]) = [¥(X),¥(Y)] durch einfaches Nachrechnen
unter Verwendung der in Lemma 2.1.2 aufgelisteten Eigenschaften

von T. Die dbrigen Behauptungen gelten offensichtlich. o

2.5 Liegruppen vom Typ G, und maximale kompakte Untergruppen

Wir wenden uns jetzt der Beschreibung der einfachen Liegruppen

vom Typ G, und deren maximalen kompakten Untergruppen zu.

Es sei daran erinnert,_daﬁ es zu jeder endlich-dimensionalen
reellen Liealgebra g eine bis auf Isomorphie eindeqtig be-
stimmte einfach-zusammenhdngende Liegruppe G mit Liealgebra g
gibt. (In dem Begriff "einfach-zusammenhangend" schlieBen wir
"zusammenhangend"” mit ein.) Jede weitere'zusammenhéngende Lie-

gruppe G mit Liealgebra g ist dann isomorph zu einem Quotienten
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G/D, wobei D eine diskrete Untergruppe des Zentrums von G ist.
Das Bild der adjungierten Darstellung von G ist die adjungierte
Gruppe Int(g) der inneren Autcomorphismen von g. Der Kérn von
Adg ist das Zentrum von G, im folgenden mit Z(G) bezeichnet.

Es ist also
Adg(G) = Int(g) = G/Z(G).

Man hat das kommutative Diagramm

d
g ——— ad(g) c Der(g) c gal(g)

l l l l

G —ééga Int{g) C Aut(g) C GL(g) '
wobei Uber jeder Gruppe die zugehdrige Liealgebra steht. Der(g)
bezeichnet die Liealgebra der Derivationen von g. Die senk-
rechten Pfeile sind die jeweiligen Exponentialabbildungeﬁ.
Ist g halbeinfach, so ist ad injektiv und ad(g) = Der(g).
Folélich ist Int(g) die Eins-Zusammenhangskomponente der Auto-
morphismengruppe Aut(g) von g, das Zentrum von G ist diskret
und Adg: G — Int{(g) ist eine Uberlagerung. Ferner ist Int{(g)

zentrumsfrei.

Die im folgenden auftretenden komplexen Liealgebren fassen
wir stets als reelle Liealgebren auf, ohne dies weiter kennt-
lich zu machen. Dies gilt insbesondere fir die komplexe Lie-
algebra

g = C? x s5[(3,0) x g2~




Wir betrachten wieder die reellen Formen aus (2.3.5):

3o = R® x s[(3,R) x R*™,

gy = {(x,a,-*x) ¢ g | xeC3?, aesu(3)} .

Vermdge der in Lemma 2.1.4 beschriebengn treuen Darstellung

p: g — s{(7,L) betten wir g in die Liealgebra der speziellen
lineareﬁ Gruppe SL(7,L) ein. Seien G, G,, G, die eindeutig
bestimmten zusammenhangenden Lieschen Untergruppen wvon SL(7,C)

mit Liealgebren g, 3o, gu respektive und G, Go. Gy die ent-

|
sprechenden universellen Uberlagerungsgruppen. (Eine "Liesche

.Angaben Uber die Zentren entnehmen wir den "Tabellen zu den

einfachen Lie Gruppen und ihren Darstellungen”" von J.Tits ([T]1).

~

Danach sind die Zentren von G und éu trivial, also

n

G =G = Int(g) und G, = éu Int{gy).

Untergruppe" ist nicht notwendig abgeschlossen.) Die folgenden

Die Analogie zwischen g und g, ist nicht zufallig. Vielmehr

stehen die zusammenhangenden Gruppen jeder kompakten halbein-
fachen Liealgebra in 1-1 Korrespondenz zu denen der komplexi-
fizierten Algebra. Fiir die nicht kompakten reellen Formen ist

die entsprechende Aussade im allgemeinen falsch. Dieé ist auch
hier der Fall: Das Zentrum von 50 ist eine Gruppe von Ordnung
2, (siehe [T1). Folglich ist AdgG,: 50.—% Int{(ge) eine zweifache
UOberlagerung und die beiden Gruppen ao und Int(g,) sind bis

auf Isomorphie die einzigen zusammenhdngenden Liegruppen mit

Liealgebra g, = ad{(g,). Die Gruppe G, ist hierbei isomorph zu

Int(ge) . denn man hat das kommutative Diagramm




G, EE— G

Adg, g | Adg

wobei j die natiirliche Inklusion ¢ = ¢ ® idg von Int(g,) in
Int(g) bezeichnet. Folglich bildet die adjungierte Darstellung

G, isomorph auf Int(g,) ab. Zusammenfassend hat man:

2.5.1 satz: Die zusammenhdngenden Lieschen Untergruppen

G, Go und G, von SL(7,C) mit Liealgebren g, .Q, und g, respek-
tive haben triviale Zentren und sind somit isomorph zu den
adjungie;ten Gruppen von g, 9. und g, respektive. Ferner sind
G und G, einfach-zusammenhdngend. Die Fundamentalgruppe von G,

ist isomorph zu Z,.

Wir betrachten nun die maximalen kompakten Untergruppen von G,.
Sie sind zusammenhdngend und zueinander konjugiert. Dies gilt
fir die maximalen kompakten Untergruppen einer beliebigen zu-

sammenhangenden Liegruppe.

2.5.2 Satz: Sei G, die zusammenhdngende, zentrumsfreie Lie-
gruppe mit Liealgebra g, = R® x s[(3,R) x R** und
Vv: s0(4) — g, der Hbﬁomorphismus aus 2.4.4. Dann gibt es

genau einen Liegruppenhomomorphismus

dessen Ableitung mit ¥ Ubereinstimmt. ¥V ist eine Einbettung
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und das Bild ¥(SO(4)) ist eine maximale kompakte Untergruppe

von G, mit Liealgebra %, = {(x.,a,-'%)e g, | xeR?®, aeso(3)}.

Bewelis: Sei ao die universelle Uberlagerungsgruppe von Gg,.

Die Endlichkeit des Zentrums von 50 impliziert, dgg der lokale
Isomorphietyp der maximalen kompakten»Untergruppen von 50 durch
.die Unteralgebra ¢, einer Cartan—Zerlegung 3o = B, 9 Ps be-
stimmt ist (vgl.[H], Ch. VI, Th.1.1.). Das gleiche gilt fir die
maximalen kompakten Untergruppen von G,. Wir betrachten die
Cartan—Zerlegung go = #o, ® P, aus 2.4.3. Sei K (bzw. ) eine
Liesche Untergruppe von G, (bzw. ao) mit Liealgebra #,.

K ist eine einfach-zusammenhidngende maximale kompakte Unter-
gruppe von 50, die das Zentrum von &o enthdlt, (vgl.[T]l). Die
universelle (Uberlagerung m: 50 — G, bildet K surjektiv auf

K ab und die Einschrankung von n auf K ist die universelle

Uberlagerung von K. Man hat also

Z(éo) = ker n = ker m|g C z (K)
und folglich

K/Z(G,y)

n

K

Der Isomorphietyp von K ist mithin durch die Beschreibung von
Z(ao) als Untergruppe von 7 (K) bestimmt. Man beachte, da8 es
nicht ausreicht, den Isomorbhietyp von Z(ao) zu kennen, denn
fir zwei Untergruppen D und D' wvon Z(K) sind die Quotienten
K/D und R)D' nur dann isomorph, wenn es einen Automorphismus

von G gibt, der D in D' {berfiihrt.

Flir die Beschreibung des Zentrums von K benutzen wir einige
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bekannte Isomorphismen, die zwischen den verschiedenen Klassen
Ar,Br,C.,D. der klassischen einfachen Liealgebren von Rang r

fir r<4 auftreten, (wobei D, und D, nicht einfach sind).
Standardmodelle fir A.,B, und D, sind in der folgenden Tabelle
aufgelistet. Hierbei ist [ eine komplexe Liealgebra des ange-
gebenen Typs, [, eine kompakte reelle Form und ﬁu eine einfach-
zusammenhangende Liegruppe mit Liealgebra [,. Spin{(n) bezeichnet

die universelle Uberlagerungsgruppe von SO{(n).

s

Typ [ lu Ly
A, s{(r+l1l,0) su(r+l) SU(r+l)
B- so{2r+1,C) so{2r+1) Spin(2r+1)

D, s0(2r,C) s0(2r) Spin(2r)

Man hat die bekannten Identitdten A,xA, = D, und A, = B,,

(siehe z.B. [H]), insbesondere also
Spin(4) = Spin(3) x Spin(3) . und Spin(3) =z sSU(2)

Nun kann Spin(3) auch als Gruppe der Einheitsquaternionen
beschriében werden. Sei H die Quaternionenalgebra, H®° das
orthogonale Komplement von R-1 in H und S°® die Liegruppe der
Einheitsquaternionen. Als Euklidischer Vektorraum ist H isomorph

zu IR*. Fur a,b € S32 betrachte man die folgende Abbildung:

ns{a,b): H — H , mns(a,b)(gq) = agb~! , qeH

hangend ist, liegt n,(a,b) in SO(4). Ferner ist H°® flir jedes

|
Offenbar ist mn,{(a,b) eine Isometrie, und da S3¥IxS?® zusammen-
a€sS?® invariant unter n,{(a,a), und die Einschrinkung von n,(a,a)



auf H®°, im folgenden mit m;(a) bezeichnet, kann als Element .von

SO0(3) aufgefalit werden. Die so definierten Abbildungen

M,: S3 — SO(3) ,

Ms: S3xS3 — sS0(4)
sind surjektive Liegruppenhomomorphismen mit

ker T[3 = {1,—1} = Zz ¢

in

ker n, = {(1,1),(-1,-1)} Z,

Da sowohl S® wie auch S3xS3?® einfach-zusammenhd&ngend sind, ist
n;i eine universelle Uberlagerung von SO(i), (i = 3,4), und man

hat somit kanonische Identifizierungen

S?® = Spin{3) ,

S3xS83 = Spin(3) x Spin{(3) = Spin(4)

Nun ist SO(3) zentrumsfrei und folglich

Z(Spin(3)) ker n, = {1,-1} = Z,

Somit erhalt man

]

Z(Spin(4)) = 2(spin(3)) x Z(Spin(3))

{(1,1),(1,-1),(-2,1),(-1,-1)}
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Z, x Z,

Wir nennen D: = ker n, = {(1,1),(-1,-1)} die diagonale Unter-
gruppe von Z(Spin(4)). Sie ist invariant unter allen Auto-
morphismen von Z(Spin(4)), also auch unter allen Automorphismen

von Spin(4).



Der Isomorphismus ¥: s50(4) —— P, aus 2.4.4 138t sich nun

zundchst eindeutig integrieren zu einem Isomorphismus

¥: spin(4) =5 K mit ¥ = v.

*

Nach (T] liegt Z(G,) diagonal in Z(K), d.h. ¥(D) = Z(G,). Also
bildet ¥ den Kern von m,: Spin(4) — S0(4) isomorph auf den
Kern von n: K — K ab, und durch UObergang auf.die Quotienten

erhdlt man einen eindeutig bestimmten Isomorphismus

¥: SO0(4) = K mit ¢ = v, o

*




3. VERALLGEMEINERTE CARTAN-ZUSAMMENHANGE VOM TYP G,

Wir kommen nun zu unserem eigentlichen Anliegen, namlich der
Beschreibung verallgemeinerter Cartan-—-Zusammenhdnge fiir
orientierte 3-Mannigfaltigkeiten vom Ausnahmetyp G,. Die
ersten beiden Abschnitte dienen der Definition eines geeig-

neten Blindels.

3.1 Die Proijektion eines SL{n,R)-Biundels auf ein S0{(n)-Unter-

bindel

Wir betrachten zundchst die polare Zerlegung von SL{n,R). Sei
SA(n) die Menge der reellen, symmetrischen, positiv definiten
(nxn)-Matrizen mit Determinante 1. Fir A € SL(n,R), B € SO(n)
und C ¢ SA(n) liegen tA-A sowie BCB-! und C-! in SA(n).
Jedes A ¢ SL(n,R) besitzt genau eine Zerlegung der Form

A = A,A, mit A,e SO(n) und A,¢ SA{n). Hierbei ist A, ein-
deutig durch die Gleichung (A,)? = *A-A bestimmt. Die im
folgenden Lemma zusammengefaften Eigenschaften lassen sich

leicht verifizieren.

3.1.1 Lemma: Fir A € SL(n,R) und B € SO(n) gilt:

(1) (A-'), = A7! und (A-'), = A, Az'! A7},
(11) (AB), = A,B und (AB), = B~'A, B ,
= B A, und (BA) , = A,

(i11i) (BA),
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Die durch die Polarzerlegung definierten Projektionen bezeich-

nen wir mit « und f:

&: SL(n,R) ~——— SO(n) , &(A)

|
b

B: SL(n,R) —— sa(n) , B(a)

1
»
N

Sei nun M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit und P = SO (M)
eine SO(n)-Struktur fir M. Die Existenz einer solchen Struktur
ist aquivalent zur Orientierbarkeit von M. Fiir xeM bezeichne
Px die Faser iber x. Sei g die durch P definierte Riemannsche

Metrik auf M,
glv,w) = <p‘1v,p‘1w>

fir alle v,w ¢ TyM und p € Px. Hierbei bezeichnet <,> das

Standard-Skalarprodukt des R". Ferner sei
Q = P xg0(n)SL(n,R) ,

das zu P assoziierte Bindel mit Faser SL(n,R), wobei SO(n)
durch Linkstranslationen auf SL(n,R) operiert. Wir fassen P
als Unterbiindel von Q auf, identifizieren also pe¢P mit
[(p,I)] ¢ Q. Das Prinzipalbiindel Q ist eine Erweiterung von P
zu einer SL(n,R)-Struktur und entspricht der Riemannschen
Volumenform von (M,g) (bzgl. der durch P definierten Orien-
tierung auf M). Eine lineare Basis q € GL(M)yx liegt genau dann

in Q (bzw. P), wenn der Isomorphismus

q: (R",<,>) —— (TxM,qg)
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volumenerhaltend (bzw. eine orientierungserhaltende Isometrie)
ist. (R" ist hierbei mit der natirlichen Orientierung und der

kanonischen Volumenform versehen).

Wir definieren jetzt eine kanonische Projektion von Q auf P.

Fir q ¢ Qx bezeichne
Bg: SL(n,R) — Qx

den durch pg(A) = qA definierten Diffeomorphismus.

Sei p € Px. Man betrachte die beiden folgenden Abbildungen:

®: = Up°&°UPp~': Qx — Px ,

B: = Beup~* : Qx — SA(n) .

3.1.2 Lemma: Die Abbildungen « und B sind unabhédngig von der
Wahl von p € Px

Beweis: Seien p,p'€ Pxy und gq € Qyx. Definiert man B ¢ SO(n)
und A € SL(n,R) durch p'B=p und p'A = g, so hat man

pPB™'A = q und mit Hilfe von Lemma 3.1.1 (iii) ergibt sich

(E°up")(q) = B(B~'A) = B(A) = (E°up"‘)(q)
sowie
(Wp°&°Up~t)(q) = p &(B~'A) = p B~' x(A)

= p'&(ppr=t (@) = (Wpre&opp' =) (q) . o
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Wir erhalten somit zwei glatte Abbildungen

x: Q — P und 8: ¢ — Sa(n)

3.1.3 Lemma: Fir alle q € Q, p ¢ P und A ¢ SL{(n,R) gilt:

(i) a(q)B(q) = q ,
(ii) a{p) = p und B(p) =1,
(iii) a{qad) = al(q) «x(B(qlAr) ,

(iv) B(qA) = B(B(q)A)

Beweis: Die Eigenschaften (i) und (ii) ergeben sich unmittel-

bar aus der Definition von « und f. Ferner hat man

a(qad) = ala(q)B(alA) = (Wa(q)°&°Ha(qg) ') (a(q)B(q)]A)
= a{q) (B (q)A)
Analog folgt (iv). o

Bemerkung: Betrachtet man anstelle von SL(M) eine beliebiges

Prinzipalbindel Q, dessen Strukturgruppe G halbeinfach und
nicht-kompakt ist, so kdénnen Abbildungen «: Q — P und

B: Q — S 1in analoger Art und Weise definiert werden, wobei
P eine Reduktion der Strukturgruppe von Q auf eine maximale
kompakte Unte;gruppe K bezeichnet und S * R¥K durch eine

globale Zerlegung G = K:S gegeben ist.



Wir kommen auf den Fall G = SL(n,R) zuriick und geben noch eine

weitere Beschreibung von f an. Fir gqeQ sei

gijla) = glale;) . qlej))

die (i,j)~-Komponente der Metrik g in Bezug auf die Basis
q(e;),....q(eq) von Ty(q)M, wobei (e;) die Standard-Basis

des R"™ und 1 die Projektion Q — M bezeichnet. Die Matrix
gla) = ( gijlq) )

ist symmetrisch und positiv definit und det g(q) = 1, denn
q: R"” — Tr(q)M ist volumenerhaltend. Also ist g(q) ¢ SA(n)
und besitzt somit eine eindeutig bestimmte Quadratwurzel in

SA(n).
3.1.4 Lemma: Fir alle q € Q gilt R{q)? = glq).

Beweis: Wir vergleichen gij(q) mit der (i,Jj)-Komponente von

B(q)?. Zunadchst hat man wegen a{q)f(q) = ¢q

gijlq) glq(ei).qle;))

glal(g)Blqle; al(q)plale;) .
Da «af(gq): R®™ — Tp(q)M eine Isometrie ist, folgt

gijlq) = <B(ale;.,.B(qle;>

und somit

gijla) = <Bla)?ei, e >

aufgrund der Symmetrie von B(q).
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3.2 Das geeignete Fasefbﬁndel und seine Einbettung in ein

G,~-Prinzipalbiindel

Zur Beschreibung verallgemeinerter Cartan-Zusammenhange fir
3-Mannigfaltigkeiten vom Ausnahmetyp G, bendtigen wir zundchst

ein geeignetes Faserblindel, das wir im folgenden einfiihren.

Sei M eine 3-dimensionale Mannigfaltigkeit, Q = SL{(M) eine
SL(3,R)-Struktur auf M und P = SO(M) eine Reduktion wvon Q auf

Strukturgruppe SO(3). Ferner sei
g =R® x s{(3,R) x R®*

die normale Liealgebra vom Ausnahmetyp G, und g = ¢ & p die

Cartan-Zerlegung aus Korollar 2.4.3, also

o
i

{(x,a,-t*x) | xeR3®, aes0(3)} ,

{(x,a,tx) | xeR3®, aesa(3)} ,

R
]

wobei s5a{3) den Unterraum der symmetrischen Matrizen in sl (3,R)

bezeichnet.

Wir setzen B: = P x p und definieren eine Projektion mg von B
auf M durch ng{p,s) = n(p) fir alle peP und sep, wobei n die
Projektion des Prinzipalbiindels P bezeichnet. Offensichtlich
ist B ein Faserbindel {iber M vom Fasertyp SO(3)x p. Man kann
B auch als zu P assoziiertes Bilindel beschreiben. Hierzu defi-
niere man eine Linksoperatioh von SO(3) auf SO(3)x p durch
A-(A',s) = (AA',s) fir alle A,A'¢ SO(3) und sep. Die Ab-

bildung




B =P x p—> P xg0(3)(S0(3)x p)

(p,s) > [(p,(I,s))]

ist dann offenbar ein (starker) Isomorphismus der beiden

Blindel, (I = Einheitsmatrix).

Auf der anderen Seite betrachten wir Q xym TM, das Faserprodukt
der beiden Blindel Q und TM {ber M: Die Produktmannigfaltigkeit
Q x TM ist ein Faserbiindel iiber M x M mit Projektion m x my,
wobei n bzw. ny die Projektion won Q bzw. TM auf M bezeichnet.
Die Einschrédnkung dieses Blindels auf die Diagonale D in M x M
wird mit Q xM TM bezeichnet und als Faserbiindel i{iber M aufge-
faBt, d.h. man identifiziert D in kanonischer Weise mit M. Die
Faser von Q xM TM iUber xeM ist also Qx x TxM. Die Projektion
dieses Bindels bezeichnen wir auch mit n, also n(q,v) = n{q)
= nty(v) fir alle (q,v) € Q xy TM.

Wir zeigen nun, daf die Blindel Q xy TM und B isdmorph sind.
Hierzu erinnern wir daran, daﬁ.die Exponentialabbildung wvon
SL(3,R) den Raum sa{3) der spurfreien, symmetrischen Matrizen
diffeomorph auf SA(3) abbildet. Die Umkehrabbildung von
exXp|sa(3) bezeichnen wir im folgenden mit log. Ferner seien

a und B die Abbildungen aus 3.1.2, also:

Q —m P
«

r

Q —— SA(3) —%— s5a(3)
log



3.2.1 satz: Mit den obigen Bezeichnungen ist die Abbildung

J: Q xy TM — B = P x p ,

definiert durch

Jlgq,v) = ( alq) , (g~ 'v,log(B(a)) . (g 'v)) )
fir alle q¢Q und veTM mit un(q) = nw(v), ein (starker) Bilindel-

isomorphismus.

Beweis: Offensichtlich gilt ng © J = n. Man definiere eine

Abbildung J' wie folgt:

J': Px p — Q xy T™M ,

J'(p,(x,a,*'x)) = (p-exp a, p-exp a(x))

fiir alle peP und (x,a,*x) € p. Unter Verwendung von Lemma
3.1.3 laBt sich nun leicht zeigen, daf J' die Umkehrabbildung

von J ist. o

Wie wir in den nachsten Abschnitten sehen werden, ist B das
geeignete Bindel, um hierauf verallgemeinerte Cartan-Zusammen-
hange vom Typ G im Sinne von Definition 1.6.1 zu beschreiben,
wobei G die zusammenhdngende, zentrumsfreie Gruppe mit Lie-
algebra g ist. Grundlegend fir die folgende Konstruktion ist
die Cartan-Zerlegung g = ¢ & p. Da das Bindel P x p hierzu

in einer direkteren Beziehung steht als Q xy TM, ist es

- soweit es die Beschreibung von Cartan-Zusammenhinge vom

Typ G betrifft - dem letzteren Bindel vorzuziehen. Wir werden

daher unsere Ergebnisse auf P x p formulieren.
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Natilirlich ist eine g-wertige 1-Form w auf P x p genau dann
ein Cartan-Zusammenhang, sagen wir vom Typ (G,3j), wénn J*w
ein Cartan—Zusammenhang auf Q xy TM vom Typ (G,jeJd) ist.
Damit lassen sich die Ergebnisse der folgendenvaschnitte auf

das Blindel Q xM TM ibertragen.

Der Rest dieses Abschnitts dient der Beschreibung einer Ein-

bettung von B in ein geeignetes G-Prinzipalbiindel P'.

Sei G = Int(g) die zusammenhdngende, zentrumsfreie Liegruppe

~mit Liealgebra g, (vgl. 2.5.1). Die zusammenhingende Liesche

Untergruppe K mit Liealgebra ¢ ist eine maximale kompakte
Untergruppe von G und isomorph zu S0(4), (vgl. 2.5.2). Vermdge
der in 2.5.2 gewonnenen Einbettung Q; SO0{4) — G identifizieren
wir SO(4) mit K = ¥(SO(4)) (und somit so(4) mit ¢ via ¥,, d.h.
via ¥: 50(4) — g aus 2.4.4). Wir betrachten ferner SO(3) als

Untergruppe von SO(4) vermdége der Zuordnung

h ¢ SO(3) — € SO(4)

Somit ist SO(3) eine abgeschlossene Untergruppe von G und
operiert als solche durch Linkstranslationen auf G. Folglich
kénnen wir das zu P assoziierte Faserbiindel P' mit typischer

Faser G bilden:

n': P'= P xg0(3)G —™@ M
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P' ist ein G-Prinzipalbilindel iber M und P ist eine Reduktion
von P' auf die Strukturgruppe SO(3) vermdge der kanonischen

Einbettung
i: P — P' , i(p) = [{p,e)]

Wir fassen P als Unterbiindel von P' auf und schreiben dem-

entsprechend kurz pg fur den Orbit

((p.g)] {(ph,h~'g)e P x G | heSO(3)} , (peP, geG).

3.2.2 Lemma: Die Abbildung j, die jedem (p,s)e P x p den
Orbit p-exp(s)e P' zuordnet, ist eine Einbettung des Faser-

bindels B = P x p in das Prinzipalbiindel P'.

Beweis: Offensichtlich gilt m'e j = ng. Wir trivialisieren

die Biindel P' und B lokal mit Hilfe eines glatten Schnittes '
g: U — Py, wobe% U eine hinreichend kleine offene Menge in
M ist und Pjy die Restriktion von P auf U bezeichnet. Es ge-

niigt dann, die Behauptung fiir die Abbildung )
ju: Pju x p — P' |y .

d.h. fir die Einschrdnkung von j auf Bly = P|yu x p zu zeigen.
Die erwahnten lokalen Trivialisierungen von P' und B sind

durch die folgenden Diffeomorphismen gegeben:

': Ux G —= Py, ¢o'(x,g) = 0lx)g ,

®: U x SO(3) x p — Pjy x p , ¢({x,a,s) = (0(x)a,s)




Es gilt

¢'(x,9:9:) = ¢9'(x,9,)g2

fir alle xeU und alle g,.,g, € G. Wir betrachten ferner die
Abbildung

f: S0{(4) x p — G , f(a,s) = a-expl(s) .

!

Da g = £ @ p eine Cartan-Zerlegung ist, ist f ein Diffeo-
morphismus, (vgl. [H], Ch.VI, Th.1.1). Somit ist die Ein-
schrankung von £ aﬁf SO0(3) x p, {(im unten stehenden Diagramm
mit f, bezeichnet), eine Einbettung wvon SO(3) x p in G. Die
Behauptung ergibt sich somit aus der Kommutativitdt des
Diagramms

idU X fo
Ux SO(3) x p ——— U x G

9 j” zJ @'

Bju = Pjy x p ——/ P'|u
Ju ' (=}

3.3 Verallgemeinerte Cartan-Zusammenhdnge vom Typ G,

Unser Interesse gilt nun den verallgemeinerten Cartan-—
Zusammenhangen auf B = P x p vom Typ (G,j) im Sinne von

Definition 1.6.1.

Sei zunédchst G eine beliebige Liegruppe und g ihre Liealgebra.

Die Ableitung der Exponentialabbildung exp: g — G in einem

Punkt seg ist durch




: 1
(3.3.1)  fexp)s = Liexp s), ° I TE+1)]

ad(-s) X

gegeben (siehe z.B. [H],Ch.II,Th.1.7). Wie @blich haben wir
hier den,Tangentialraum von g im Punkt s mit g identifiziert.

Wir setzen

I R S
(3.3.2) dgexp = kgo Tkel)

(~ad(s)) ¥ .

|
Somit hat man also das kommutative Diagramm ,

(exp )g
Tsg ——— T(exp s)C

[

| L{exp s),

e
S dgexp s

3.3.3 Lemma: Es bezeichnen Ad (bzw. ad) die adjungierte Dar-
stellung von G (bzw. g) und K die Killingform von g. Fir alle

sS,X,Yy € g gilt:

(i) Ad(exp s) = idg + d_gexp ° ad(s) ,
(ii) d_gexp = Ad(exp s) ° dgexp ,

(iii) K(dgexp(x),y) = K{(x,d.gexp(y)) .

Beweis: Sei e die Exponentialabbildung von gl (g) in die Lie-

gruppe GL{(g), also
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Ad(exp s} = ead(S)
= idg + k§1 %T gd(s)k
. o 1 (1 K
= 1dg + kgg TSN ad{s)" ¢ ad(s)

idg + d_gexp © ad(s)

Um (ii) zu zeigen, sei inv: G — G die Inversenbildung, also

inv(a) = a-! f4r alle a¢G. Wir setzen g = exp s. Offenbar gilt
inv ¢ Lg ° exXp = Rg-t ° exp ° —idg .
Differentiation im Punkt -s ergibt einerseits

({inv ¢ Lg ° exp),).g = - Lg,° (exp,)_s
= - d_gexp ,

andererseits hat man

({Rg-1 ° exp ° -idq),)-s = - Rg-1.° (exp,)s

= - Ad(g) ° dgexp

Die Gleichung (iii) erhidlt man schlieflich wie folgt. Wegen
tr(AB) = tr(BA) fir beliebige Endomorphismen A und B stimmen

K(y,[s,x]) und K(x,[y.,s]) flir alle s,x,y € g Uberein, also
K{ad(s)x,y) = - K{(x,ad(s)y) .

Folglich hat man

(3.3.4) K(ad(s)*x,y) = (-1)% K(x,ad(s)*y) .

Hieraus ergibt sich dann

K(dgexp(x).,y) = K(x,d_gexp(y)) . ‘ o
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Wir wenden uns jetzt wieder der im vorhergehenden Abschnitt
betrachteten Situation zu, wobei wir die Voraussetzungen und
Notationen von dort {ibernehmen. Insbesondere bezeichnet j

die Einbettung aus 3.2.2:
j: B=P x p —> P' =P x50(3)G

{p,s) > p-exp s

Einen Tangentenvektor Z ¢ TpB im Punkt b = (p,s)e B mit peP
und sép schreiben wir im folgenden stets in der Form Z = (X,Y)

mit X e TpP und Y € Tsp.

3.3.5 Lemma: Sei w': TP' — g ein Zusammenhang auf P'.

Man setze w: j*w'. Dann gilt
w(X,Y) = Ad(exp s)~!(d.gexp Y + w' (X))
fir alle (X,Y) € TpP x Tgp = T(p,s)B, wobei Y € Tgp auf
der rechten Seite der Gleichung als Vektor in p aufgefaft wird.
Beweis: Wir bestimmen zundchst die Ableitung von j im Punkt
(p,s)e P x p. Hierzu betrachten wir die beiden Abbildungen
js:P_—eP' und jp:p—')P',

definiert durch

is{q) = jlq.,s) g-exp(s) £fUr alle qeP ,

jpf(t) jlp.t) p-exp(t) fir alle tep

Die Tangentialabbildung von j in (p.,s) ist dann fir alle

(X,Y) € TpP x Tgp durch




3, (X.Y) = 3p,Y + jg,X
gegeben. Setzt man g = exp s, so hat man
j5.= Rg|Pp und jp = Up® exXP|p .

wobeil Rg die Rechtsoperation von g auf P' und Yp den durch
die Zuordnung a * pa definierten Diffeomorphismus von G auf
die Faser von P' durch den Punkt p bezeichnen. Somit erhélt

man fuir jedes X € TpP und jedes Y € Tgp 2 p

Is X = Rg,X
sowie

5p.Y = (up,° exp,)s ¥
= (Rg,° Rgl'° Hp,° exp,lg ¥
= (Rg,)p (Up,le (Rg,'° exp,)s Y
= (Rg,)p ((Rgi'® exp,)s Y)™(p)
= (aAd(g)"*(Rg;'® exp,)s Y)*(pg)
= ((Lg;'e exp,)s Y) " (pg)
= (dgexp Y) * (pg)

und somit
(3.3.6) i (X,Y) = (dgexp Y) " (pg) + Rg.X
Man hat also
w(X,Y) = w'(j;(X,Y)) = w'((dgexp ¥) " (pg) + Rg,X)
und folglich
(3.3.7) w(X,Y) = dgexp Y + Ad(g) "'w' (X)

Nach Lemma 3.3.3(ii) ist dies &quivalent zur Behauptung.




Sei . die kanonische Einbettung von P in B = P x p, definiert
durch v {(p) = (p,0) fdr alle peP. Offensichtlich stimmt je. mit
der Inklusion i von P in P' iberein. Man hat also das

kommutative Diagramm

i
L 3j l
P——-—>B=Pxp—-ﬁP'
(3.3.8)
1 lnﬂ n'
M

und somit das induzierte kommutative Diagramm

l L* s *

A¥(P,g) e——— Ak(B,g) ¢—— AK(P',g) .

Im folgenden zeigen wir, daf v* auf der Menge der Cartan-
Zusammenhdnge vom Typ (G,j) injektiv ist und bestimmen das

Bild.

3.3.9 Bezeichnungen: Die Menge aller (verallgemeinerter)
Cartan—Zusammenhange auf B vom Typ (G,j) bezeichnen wir nit
C(B). GemdB Definintion 1.6.1 liegt eine 1-Form w ¢ A! (B, g)
genau dann in C(B), wenn w: TpB — g fiir jedes b¢B ein Iso-
morphismus ist und wenn es einen Zusammenhang w' auf P' gibt

. « ¥
mit J w' = w.

Um eine einfache Sprechweise zur Verfiigung zu haben, nennen
wir ferner eine 1-Form we: TP — g geeignet, wenn sie die

folgenden drei Bedingungen erfdllt:



..88_

(1) wo(A®) = A  fiir alle A ¢ s0(3) C g ,
(2) Rh wo = Ad(h)-'w, fir alle h ¢ SO(3) c G ,
(3) 8 = wo(TpP) & dgexp(p) fir alle peP und sep

Die Menge aller geeigneten g-wertigen 1-Formen auf P bezeichnen
wir mit C(P). Ferner sei C(P') C A'(P',g) die Menge aller Zu-
sammenhinge w' auf P' mit der Eigenschaft, daB die Einschrankung
We: = i*w' von w' auf P die Bedingung (3) erfidllt (und somit

geeignet ist).

3.3.10 satz: Mit den obigen Bezeichnungen hat man das folgende

kommutative Diagramm, in dem alle Abbildungen bijektiv sind:

I ”

C(P) «—— C(B) «——— C(P') .

Beweis: Sei zunichst w' ein Zusammenhang auf P'. Nach den
vorhergehenden Lemma ist die mit j zurlickgezogene Form w = j*w'
in einem Punkt b = (p,s)¢ B genau dann ein Isomorphismus von
TpB auf g, wenn g die direkte Summe von d_gexp(p) und w'(TpP)
ist. Also ist w'e C(P') Aquivalent zu w € C(B). Man hat also
F*(C(P')) c C(B), und aufgrund der Definition verallgemeinerter
Cartan-Zusammenhange vom Typ (G,Jj)} (s. 1.6.1) gilt Gleichheit.
Offensichtlicﬁ gilt auch i*(C(P')) c C(P). Die Injektivitit

von j*: C(P') — C(B) und i*: C(P') — C(P) folgt unmittelbar

aus Lemma 1.1.2. Es bleibt zu zeigen, daR es zu jeder 1-Form

Wo€ C(P) einen Zusammenhang w'e C(P') mit i*w' = we gibt.
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Seien hierzu p'e¢P' und X'€¢ Tp'P'. Man wdhle peP und X € TpP mit
n(p) = n'(p') und Tmn,.(X) = wa(X') .

Definiert man geG durch pg = p', so ist Rg1 X'- X ein verti-
kaler Vektor in TpP'. Es gibt daher genau einen Vektor Acg,
dessen induziertes vertikales Vektorfeld A* auf P' im Punkt

p den Wert Rgt X'~ X annimmt. Man setze
w'{X') = Ad(g™M) (A + wo (X))

Wir zeigen zunichst, daR diese Definition unabhdngig von der
Wahl von XeTpP ist. Sei X ein weiterer Vektor in TpP mit

7 — — ' ' 2 I~ _ v _ 7
n (X) = n (X) =mn, (X'). Ist Aeg durch A (p) = Rg1 X X

definiert, so hat man

(A - A)"(p) = a%(p) - A%(p) = -X + X ¢ TpP
und somit
~wo (X) + wolX) = wol((A -~ A)*(p)) =2 -4,
also
A+ wolX) = A + we(X)

Ferner ist die Definition von w'(X') unabhidngig von der Wahl
des Punktes p. Um dies zu zeigen, sei p ein weiterer Punkt aus
P mit mn(p) = n(p) = n'(p'). Dann gibt es eindeutig bestimmte
Elemente g¢G und heSO(ﬁ) mit pg = p' und ph = p. Es gilt

g = hg. Setzt man X = Rp,X, so hat man ©n_(X) = n_(X) = nl(X")

und somit A (p) = Rgﬂ;X'— X flir genau ein Aeg. Wegen

(Ad(n)A) *(p) = Ry, A" (P) = Rg1, X'- X = A" (p)

folgt A = Ad(h)A und somit
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Ad(3) (A + wo (X))

Ad(g™) (Ad(h)A + Ad(h)we (X))

Ad{g™?) (A + we(X)).

Also ist w' eine wohldefinierte 1-Form auf P'. Offenbar gilt
i*w' = wg. Um die Gleichung w'(B*) = B fiir Beg zu verifi-
zieren, wéhle man fir X € TpP den Nullvektor. Man hat dann
A" (p) = Rg,B"(p) = (Ad(g)B)"(p), also A = Ad(g)B und somit
w'(B¥) = B. Zu zeigen bleibt noch die Aquivarianz von w'.
Seien hierzu . X'eTp'P', peP, geG, XeTpP und Aeg wieder wie
oben, also

w'(X') = Ad(g™M) (A + w (X)) .

A

Ferner sei a€¢G. Man setze § = ga, P'= p'a und X'= Ra, X'.

Dann gilt pd =B' sowie n;(i') = n, (X) und somit

w' (X') = Ad(FN) (A + wo (X))

wobei Xeg durch i*(p) Rgd*i'— X bestimmt ist. Wegen

R@q*i'= Rgd*X' ist A = A und man erhilt

(Ra¥w") (X') = w'(X') = Ad(§!) (A + we (X))
= Ad(a?) Ad(g™) (A + we (X))

= Ad(aMw'(X') . o

Jede geeignete 1-Form we: TP — g kann also zu genau einem
Cartan-Zusammenhang w: TB — g erweitert werden, Vi = Wo .

Wir nennen w den von w, induzierten Cartan-Zusammenhang auf B.

Umgekehrt ist jeder Cartan-Zusammenhang vom Typ (G,Jj) auf B
von einer (im Sinne von 3.3.9) geeigneten g-wertigen 1-Form

auf P induziert.
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3.3.11 Rorollar: Sei we: TP — g eine geeignete l1-Form

und w: TB — g der induzierte Cartan-Zusammenhang vom Typ

(G,j). Fir alle X € TpP und alle Y ¢ Tgp & p gilt:

(i) w(X,Y) = dgexp Y + Ad{exp s) 'we(X) ,

(ii) w(X,Y) = wo(X) + dgexp(Y - [s,we(X)1).

Beweis: (i) wurde bereits im Beweis von Lemma 3.3.5 herge-

leitet, vgl. (3.3.7). Die Gleichung (ii) ergibt sich aus (i)

durch Anwendung von Lemma 3.3.3(1).

3.3.12 Rorollar: Seien w'e C(P'), w: = j*w', wo: = iTw' und

Q', &, Qo die entsprechenden Rrimmungen, (wobel mit Krimmung

von w, die g-wertige 2-Form Qo = dwe + [we,we] gemeint ist).
Dann gilt:
(i) i*Q' = v*Q = Q, und 3J*Q' =@,

(1i) QI(X,,Y,),(X2,Y2)) = Ad{exp s)~! Q,(X,.X,)

fiir alle X, ,X,¢ TpP, Y,,Y,¢ Tgp und peP, sep.

Beweis: (i) folgt unmittelbar aus

und den Strukturgleichungen

[
o
I

dwo + [Wo:wo] ’

9] =

Q' = dw' + [w',w']

dw + [w,w] '
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Um (ii) zu zeigen, seien X,,X,¢ TpP und Y,.Y,e¢ Tgp. Man

setze g = exp s. Aus (i) und (3.3.6) folgt dann

-Q((Xx le) ' (leYz)) = Q' (j*(xx le)rj*(Xz ,Yz))

= Q' ({{(dgexp Y.) " (pg) + Rg,X:, (dgexp Y,) " (pg) + Rg,X2)

Da Q' horizontal und Ad-Aquivariant ist, ergibt sich hieraus

Q((X,.Y,), (X:,Y5)) = Q' (Rg,X, Rg,Xz)

Ad(g)=! Q' (X ,Xaz)

Ad(g) ™! Qo (X,.X;) . a

3.4 Induzierte verallgemeinerte Cartan-Zusammenhinge vom

Typ G,

Wir zeigen hier zundchst, daf jeder Cartan-Zusammenhang vom
Typ (S0(4),S0(3)) auf dem SO(3)-Biindel P = SO(M) in C(P)
liegt, also geeignet ist. Dies sichert insbesondere die
Existenz verallgemeinerter Cartan-Zusammenhinge vom Typ (G, 3J)
fir jede orientierbare 3-Mannigfaltigkeit M. Als Beispiel

betrachten wir dann eine Raumform positiver Schnittkrimmung.

Sei zunachst g eine beliebige reelle halbeinfache Liealgebra
und g = £ @ p eine Cartan-Zerlegung, wobei $ die Unteralgebra

sel. Wegen

[¢,8]1 c ¢ , [&,p]1 Cc p , [p.P] C ¥

gilt fir alle sep
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K p fir k gerade
ad(s) " (p) cC
B

fir k ungerade |,

(3.4.1)
Kk ¥ fir k gerade
ad(s) " (#) .c
p fir k ungerade
3.4.2 Lemma: Sei g = ¥ @ p eine Cartan-Zerlegung einer halb-

einfachen reellen Liealgebra g. Sei sep.

(i) Die folgende Abbildung ist ein linearer Isomorphismus:
A S S 2k, .
lg: = kEO TSN ad(s) Ip' p — p

(ii) Die Einschrédnkung von dgexp auf p ist injektiv und

g ist die direkte Summe von dgexp(p) und .

Beweis: Die Killingform von g ist positiv definit auf p und
negativ definit auf ¥. Nach (3.3.4) ist fir jedes se¢p die Ab-
bildung

r: = ad(s)?|p: p — p

ein selbstadjungierter Endomorphismus von p beziiglich der

Killingform K. Ferner hat man fir jedes xep
K(r(x),x) = - R{ls,x1,[s,x]) > 0 ,

denn [s,x] liegt in ¥. Man erhdlt somit

K(r2m(x),x) K(r™(x),r™(x)) 2 0 ,

sowie

RK(r2m*1(x),x) K(r(r™(x)),r™(x)) 2 0 ,
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also

K{r"(x).,x) 2 0

fir jedes xep und jede nicht negative ganze Zahl n. Um (i) zu

‘zeigen, sei x ein Element aus dem Kern von ls. Dann hat man

0 = R(lg(x),x) = % L

Tzn+1y T RixT(x).x)
n=o ¢

Da alle Summanden nicht negativ sind, folgt K(r"(x),x) = 0
fir alle n. Insbesondere ist K(x,x) = 0, also x = 0. Die
Behauptung (ii) ergibt sich wie folgt: Die Abbildung lg ist .
die p-Komponente von dsexp;p bezliglich der Cartan-Zerlegung
g =% % p, (siehe (3.3.2) und (3.4.1)). Ist also x ein Vektor
in p mit dgexp(x) = 0, so hat man insbesondere 1lg(x) = 0
und damif X = 0 nach (i). Folglich ist dsexpip injektiv.
Fllr jedes yep mit dgexp(y)e ¢ folgt ebenfalls 1g{(y) = 0

und somit y = 0 = dgexp(y). Also: dgexp(p) n ¢ = {0}. o

Im folgenden gelten wieder die Voraussetzungen und Bezeichnungen

des vorhergehenden Abschnitts, (insbesondere Diagramm (3.3.8)).

3.4.3 Korollar: Sei we: TP — s0(4) & & ein Cartan—-Zusammen-

hang vom Typ (S0(4),S0(3)) auf dem SO(3)-Prinzipalbiindel P.

(i) Es gibt einen eindeutig bestimmten Cartan-Zusammenhang
w auf B = P x p vom Typ (G,]j) mit L = we . Dieser
kann auch wie folgt charakterisiert werden: Es gibt genau

einen Zusammenhang w' auf P' = P x50(3)G mit i*w' = Wo -

Es gilt dann 3F*w' = w.
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(ii) Fir alle X ¢ TP und alle Y ¢ Tgp & p gelten die folgen-
den Gleichungen, wobei w! die ¥- und wP die y -Komponente

von w bezeichnen und Z: =Y - [s,we(X)] € p ist:

w({X,Y) dgexp(Y) + Ad(exp s) ! (wg (X))

WQ(X) + dseXp(Z) ’

i 1 2k+1
wi(x,Y) = we (X) - kEO TN ad(s) (z) ,
_ e 1 2k
wP(X,Y) = 15(2) = k§0<TEEITTT ad(s)~7(2)

(iii) Sind Q, Q, die Rrimmungen von w, w, respektive, so

gilt fir alle X, ,X;¢ TpP, Y,,Y,€ Tgp und peP, sep

Q((Xy,Y1), (X;,¥2)) = Ad{exp s)-' Qo (X, Xa)

Beweis: Nach Lemma 3.4.2(ii) ist w, geeignet, d.h. woe¢ C(P).
Somit folgt (i) aus Satz 3.3.10. Die Gleichungen fiir w(X,Y)
in (ii) sind diejenigen aus Korollar 3.3.11. Wegen [p,%] C p
ist [s,wo(X)] ein Element aus p, folglich liegt auch 2 in p..
Hieraus ergeben sich die Gleichungen fiir w? und w? aufgrund
von (3.3.2) und (3.4.1). Die Aussage (iii) haben wir in

Korollar 3.3.12 gezeigt. o

Wir kommen jetzt auf die in 1.4.3 angestellten Betrachtungen
zurlck. Wie dort zerlegen wir ¢ = s50(4) in die direkte Summe

von 50(3) und



e s0{4) Xe€R3

Es ist Ad(a)(m) ¢ m flr alle A ¢ SO(3). Durch Einschrankung
der adjungierten Darstellung von SO(4) auf SO(3) erhalt man

somit die lineare Darstellung
P: SO(3) — GL(m) , p(A) = Ad(A)|m

Bei kanonischer Identifizierung von @ mit dem Tangentialraum
von SO{(4)/S0{(3) am Ursprungspunkt & = S0(3) geht p in die

lineare Isotropiedarstellung von SO(3) iber.

Wir betrachten den Isomorphismus

1: R3 > m , x +—

Man hat

Ad(A) o 1 far alle A € SO(3) und

-
[¢]

o
I

(3.4.4.)

1 0o a=adf{a) o1 fir alle a ¢ s0(3) .
Identifiziert man also m mit R?® vermdége 1, so entspricht p die
natiirliche Darstellung von SO(3) in R?®, also die Inklusion von

SO(3) in GL(3,R).

Sei nun wieder m: P — M eine SO(3)-Struktur £fir eine 3-Mannig-

faltigkeit M. Ist « eine R?-wertige Differentialform auf P, so

bezeichnen wir mit & die m-wertige Form 1 © «. Eigenschaften




wie "Aquivarianz", "Horizontalitit" und "punktweise Surjekti-

vitdt" bleiben natilirlich unter dem Isomorphisnmus
A(P,R3) = A(P,m) , a —— &

erhalten. Hierbei bezieht sich "Aquivarianz" von « auf die

Inklusion SO(3) € GL(3,R) und "Aquivarianz" von & auf p.

Wie wir in 1.3 und 1.4.3 gesehen haben, ist jeder Cartan-
Zusammenhang vom Typ (S0(4),S0(3)) auf P von der Form

We =N + 8, wobei N: TP — s50(3) ein metrischer Zusammenhang
fir M und ©6: TP — IR?® eine horizontale, &dquivariante und
punktweise surjektive 1-Form ist. Sind umgekehrt n und € wie

oben vorgegeben, so ist n + 8 ein Cartan-Zusammenhang auf P.

Gewdhnlich definiert man die Torsion ® ¢ A2(P,R3) eines
Zusammenhangs N auf P als die &dufere kovariante Ableitung

der kanonischen 1-Form
8: TP — R® , 8(X) = p~! n _(X) flr X e TpP
Man hat dann die Strukturgleichung
B(X,Y) = de(X,Y) + n(X)e(Y) - n(y)e(x) ,

oder &quivalent (nach (3.4.4.)):

8 =ab + [n,81 + [6,n]




3.4.5 Satz: Sei M eine 3-dimensionale orientierte Riemannsche
Mannigfaltigkeit mit konstanter Schnittkrimmung x>0, P das
SO0(3)~Prinzipalbiindel aller positiv orientierten Orthonormal-
basen in TM und wo,: TP — so0(4) der durch we =1 + 28
definierte Cartan—-Zusammenhang auf P, wobei n: TP — s50(3)
der Levi-Civita-Zusammenhang fir M, ©: TP — R? die kanonische
1-Form und Ae€R durch A* = X gegeben ist. Dann ist w, und

somit der von w, auf B induzierte Cartan-Zusammenhang vom

Typ (G,Jj) flach.

Beweis: Wir betrachten zuniAchst einen beliebigen Zusammenhang
n auf P. Die Krummung von n bezeichnen wir mit H, die Torsion

mit 8. Sei e,,e,,e, die natlirliche Basis von R® und ege gl (3,R)
die Matrix mit 1 in der (i,j)-ten Komponente (i-te Zeile, j-te

Spalte) und 0 in den restlichen Komponenten. Wir schreiben

=
]

T njel ., e =ge'e ,

i, i

fa e}
]

£ Hiel , 8 =3%ze'e ,
i, ] ! i

wobei €6 die kanonische 1-Form auf P ist. Die beiden Struktur-

gleichungen

o
"

dn + [ﬂ,n]
ad + [n,81 + [8,n]

(€3}
I

lesen sich dann komponentenweise wie folgt:

Hj = dnj + Z nia nf .

®' =d8' + T nia 6k
k




Nun ist fir jede von Null verschiedene reelle Zahl A die 1-Form
AO: TP — R?® offenbar &quivariant, horizontal und punktweise
surjektiv, und folglich we: = n + A8 ein Cartan-Zusammenhang
vom Typ (SO(4),S0(3)). Stellt man w, und dessen Krimmung .

in der Form

Wo Twil(e;) + % wief '
. .

J
i,

o

i

zQ'l(e;) + = Qjel
i A

dar, so schreibt sich die Strukturgleichung Q, = dwy + [We,wol

als

Nach Definition von w, hat man ' " und w! = ni. somit

ergibt sich:

Q' = dae') + ¥ nia A8k = A8 ,
k
Q) =an} + S nia nf - 0'a A0J) = H} - N2(87A BT) .
k
Ist nun N der Levi-Civita-Zusammenhang von M, so ist © = 0
und somit Q' = 0, (i = 1,2,3). Hat ferner M konstante Schnitt-

krimmung x A2, so gilt (siehe [KNol,Ch.V,Prop. 2.4):

H} = x0'A 83

Folglich ist auch Q} = 0 und somit w, flach. Nach Korollar

3.4.3(iii) verschwindet dann auch die Rrimmung des induzierten

Cartan-Zusammenhangs w: TB — g. a}
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3.5 Strukturgleichungen und Bianchi-Identitidten

Wir beschreiben jetzt die Strukturgleichung & = dw + [w,w]
komponentenweise in Bezug auf die folgende Basis von
R® x gl(3,R) x R**: Seien (e;),(e!) und (e)) die Standard-Basen

von R?*, gl {(3,R) und R®** respektive. Zu jeder k-Form « € AK(B,g)

gibt es eindeutig bestimmte k-Formen o', «]

,a; € A¥(B,R) mit

J

«a =3 a'e; + T m}eg + 2 «jej .
i LI J

Wie in Abschnitt 1.5 schreiben wir kurz « = (mi,a},mj).
3.5.1 satz: Sei w = (w',wj,w;) ein Cartan-Zusammenhang auf B
vom Typ G und Q = (Q',Q},9;) die Krimmung von w. Dann gelten

die folgenden Strukturgleichungen, wobei die Indizes modulo 3

zu nehmen sind und 6} das Kronecker-Symbol bezeichnet:
Q= do' + T wia wf - V2 Wil A wiL,

: - : 3 . l .
Q; = dwj + T wyaA w} +zwaAw; -3 8, % wha wy,
K K

o]
H

i dw; + g WA w? + V2 witta ir?

Beweis: Man erhdlt diese Gleichungen aus den bekannten
Strukturgleichungen fir gl (7,.R), wenn man w und Q vermdge

- der in Lemma 2.1.4 angegebenen treuen Darstellung
p: g — gl (7,R)

als Differentialformen mit Werten in gl (7,R) betrachtet:
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Wir setzen deshalb

6 ]
Y = p ° w = Z Y“]f"l
i, j=o
und
6 PO
' =p o Q= z P}f! .
i, j=o ‘ |
wobeil {ff | 0<i,j<«6} die Standard-Basis von g{(7,R) bezeichnet:
“1-c e (i41)-te Zeile

{j+1)-te Spalte .

Aus Q = dw + [w,w] folgt dann naturlich I = dy + [y.vl.
d.h. komponentenweise:
. : 6 s
Iy = dy} + kgo Yiay§  fir alle i,j = 0,...,6 .
Die Beziehung zwischen den wi,w},wj und den y} wird nun
nach Definition von p durch die Matrizengleichung
|
0 w, W, W, 0! —w? -w?
w'l w] w3 w3 0 A, Aw,
Y9 Y9 w?l w? w? wi Mo, O -Aw,
= w3 w? w3 wl |-, Xw; 0
Y5 Ye -w,| O Aw? ~hw?l-wl —w? -w?
—w, | -Aw?® 0 Awll-w)y ~w? -w?
—w, | Aw? -Aw! 0 w3y Wi -wj

mit X = beschrieben. Entsprechend gilt diese Gleichheit,

1
/2
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i

wenn man w',w

{rw; durch Q‘,Q},Qj und y} durch I'} ersetzt.
Fir 1 = 1,2,3 verifiziert man nun zunachst
—2N w,AW, falls i=1
6 .
T oyiayk = 2N WiAW, falls i=2

=2N W, AW, falls i=3

“V2 Wi AW, (Indizes mod 3)

. N N 3 i s i
Q' =Tl = ayl + yiavd + T yiavk + T viavk

k=1 k=a

K = V2 Wi, AW, , (Indizes mod 3) .

1]
(o}
€
+
™
£
=
>
£

Die Gleichung fir Qi (j = 1,2,3), erhalt man auf analoge Weise.

Schlieflich zeigt man fir alle i,j = 1,2,3 die Formel

3
> kaAka

In Abschnitt 1.5 haben wir die Frage aufgeworfen, inwieweit
sich die Theorie der projektiven und konformen Cartan-Zusammen-

hdnge auf verallgemeinerte Cartan-Zusammenhange vom Typ G lber-
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tragen lagt. Nun ist
g =R®& 3[(3,R) % R*"
keine Graéuierung, und die Ahnlichkeit von g mit den Liealgebren

s[ (n+1,R) R® # gl((n,R) % R"™ ,

o(n+1l,1) R" & co(n,R) & R"™

ist nur &dufBerer Natur. Dies verhindert eine Anwendung der in

1.5 skizzierten Methoden schon zu Beginn. Zwar wird die Algebra

i

A(B,R) wie in 1.5 von den Komponenten ui,wl, eines beliebigen

W

Cartan-Zusammenhangs w: TB — g erzeugt, jedoch treten jetzt

bei horizontalen Formen im allgemeinen auch die Romponenten

wh

i und w; auf, denn bereits die R?-Komponente (w') von w ist

J

nicht horizontal: Nach Korollar 3.3.11(i) bildet ndmlich w den

Al

Vertikalraum VpB = VpP x Tgp im Punkt b = (p,s)e B P x p
isomorph auf dgexp(p) & Ad(exp s)~'(s0(3)) ab. Im Fall s = 0
hat man also

w: VpB —> p @& s0(3) ,

und da die Projektion von @ = R3 @ s5[(3,R) 9 R*>* auf den
ersten Faktor R?® den Raum p surjektiv auf R3® abbildet, ist
{(wi): VpB — R?® ebenfalls surjektiv, also (wi): TB — R3 nicht

horizontal.

Die Komponenten Qi,Q},Qj der Krimmung von w werden also
im allgemeinen nicht von den w' erzeugt. In der in 1.5 be-
schriebenen Situation ist aber gerade die Darstellbarkeit der

Krimmung durch die w' der Ausgangspunkt fiir die weiteren Uber-
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legungen. Insbesondere basiert die Charakterisierung des
normalen projektiven Zusammenhangs (vgl. Satz 1.5.2) hierauf.
Die Unterschiede werden auch deutlich, wenn man die oben an-
gegebenen Strukturgleichungen mit denen aus (1.5.1) vergleicht:
So treten in Satz 3.5.1 in dem Ausdruck fiir Q'- dw' nicht
nur - wie in (1.5.1) - die Komponenten w' und w} auf, sondern

auch die wj . Die der Bedingungung (*) aus Satz 1.5.2 ent-

sprechende Forderung wiirde also im vorliegenden Fall auch die

Vorgabe der wj erzwingen.

Zum Schluf dieses Abschnitts notieren wir noch die Bianchi-

Identitat komponentenweise:

3.5.2 satz: Unter den Voraussetzungen von Satz 3.5.1 gelten

die folgenden Gleichungen, (Indizes modulo 3):

dQ' = T(Qfaw*-QKaw]) - V2(Q, 1AW . 2=Ri, ,Aw;,,)
k

de} = T(Qiaws-Qawi) + F(@TAw;-Qjaw’) - 35!
k

i 3 %(Qk/\wk—ﬂ.k/\wk) .

dQ; = T(Quawk-Q%aw,) + V2(QITawIt2-0it 280
k

Der Beweis ergibt sich durch &uRere Differentiation der Struktur-

gleichungen 3.5.1.

!



3.6 FKomplexe Cartan-Zusammenhinge

Wadhrend wir bisher verallgemeinerte Cartan-Zusammenhinge
diskutiert haben, denen die 3-Sphire als Modellraum zugrunde
lag, wollen wir uns nun auch die Frage stellen, ob eine &hn-
liche Konstruktion fiir den hyperbolischen Raum H?® als Modell
méglich ist. Die Isometriegruppe von H?® ist die Lorentzgruppe,
und ihre Liealgebra ist eine reelle Form von so(4,C), also in
der komplexen Liealgebra vom Typ G, enthalten, {(siehe 2.4.4).
Es liegt daher nahe, die vorhergehenden Betrachtungen zu
komplexifizieren. Analog zu Satz 3.4.5 sollte es dann mdglich
sein, zu Jjeder Raumform negativer Rrimmung einen komplexen
Cartan-Zusammenhang vom Typ G angeben zu kénnen, dessen
Krimmung verschwindet. In diesem Abschnitt wollen wir komplexe

Cartan-Zusammenhange einfiihren.

Sei zundchst E ein reeller Vektorraum und El = E @ € seine
Komplexifizierung, wobei wif wieder Ax anstelle von xX®\
schreiben, (x¢E, Ael). Insbesondere identifizieren wir x¢E
mit x81 ¢ EL. Ist F ein weiterer reeller Vektorraum, so be-
zeichne AX(E,F) den Raum der alternierenden, multilinearen
Abbildungen von EK = E x ... x E (k-mal) nach F. Analog
definieren wir AX(E,FC) und a%(EC,FT), wobei wir jedoch im
letzten Fall EC und rU ails komplexe Vektorrdume betrachten,
d.h. die Multilinearitit bezieht sich auf €. Fir k = 1

schreiben wir auch L(E,F), L(E,FT) und L(EC,FC). Man hat

kanonische (C-lineare) Isomorphismen
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(3.6.1) L(E,F) ® © —Y— (g, rl) —8 , (g, FC) |
definiert durch

Sy (18))

1 ® M-idg fir alle 1 € L(E,F) und. \eC ,

i

§(h) = h|g fir alle h ¢ L(EL,FT)

Insbesondere 148t sich also jede lineare Abbildung E — FC

Zu genau einer (-linearen Abbildung ET — FC fortsetzen.

Setzt man in (3.6.1) anstelle des Raumes E dessen k-te duRere
Potenz AXE ein und identifiziert L(AXE,F) mit AX(E,F) in

kanonischer Weise, so erhdlt man die Iscomorphismen

(3.6.2) AK(E,F) ® ¢ —Y— ak(gl,pl) —8 , Ax(g pr)

Diese Uberlegungen lassen sich ohne Schwierigkeiten auf

Vektorblindel ibertragen:

Sei IE — B ein reelles Vektorbiindel. Die Faser von [ iiber
einem Punkt béB bezeichnen wir mit Ep, den C®(B,R)-Modul der
glatten Schnitte von [E mit IE. Die Komplexifizierung ET von E

erhdlt man durch Komplexifizierung der einzelnen Fasern von E,
EC = E ®(BxC) = E ¢ iE

Ist F ein weiteres reelles Vektorbiindel {iber der gleichen

Basis B, so kann man das Vektorbiindel
AK(E,F) = AYE® © F

betrachten, dessen Faser {iber einem Punkt beB der Vektorraum

Ak(Eb,Fb) ist. Entsprechend sindAdie Vektorbiindel Ak (E,FT)
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und A% (EC,FC) definiert, wobei im letzten Fall EC und FC ails
komplexe Vektorbiindel aufzufassen sind. Analog zu (3.6.2) hat
man jetzt kanonische starke Isomorphismen der (komplexen)

Vektorbiindel

AX(E,F) ®(BxC) —Y— ak(EgC,FC) —8 ax(g, fl)

Die Schnittmodule dieser Blindel sind folglich ebenfalls iso-
morph zueinander. Identifiziert man schlieflich noch

F(AX(E,F) ®(BxC)) mit PAY(E,F) ® €, so erhalt man

3.6.3 Lemma: Seien E und F reelle Vektorbiindel (liber einer
Mannigfaltigkeit B. Dann hat man kanonische Isomorphismen

(als C®(B,C)-Module) wie folgt:

FAK(E,F) ® ¢ —Y— rax(eC,FT) —2 5 pak(g,fl) .

Explizit sind Y und & durch folgende Gleichungen gegeben:

Y(s®\) (b) (XU, , ..., X ®Uy) s(b)(x,,...,X¢) ® ALy ... Mk .

§(S)(b) = S(b)| (Ep)k

fir alle s ¢ PAY(E,F), S e¢ TA%(EC,FC), beB, xi¢ Ep und X\,p;eC.

Wir interessieren uns vor allem fiir den Fall, in dem E das
Tangentialbiindel von B und F ein triviales Bilindel ist, sagen

Wwir F = B x F. Wir setzen
a%(BC,FCy = prak((TB)CL,BXFL)

und - in Obereinstimmung mit der weiter vorne verwendeten

Notation -
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A% (B,F) FA% (TB,BxF) ,

a%(B,Fl) rak(TB,BxFC) .

Die Elemente aus A%(B,F) ® f nennen wir auch komplexe

k—Formen auf B mit Werten in F. Wegen
A%(B,F) ® € = aX(BL,rl) = aAk(B,Fl)

kénnen solche Formen sowohl als Fm—wertige Formen auf B wie
auch als Abbildungen (TB)T & ... ¢ (TB)L — FC interpretiert
werden. Die (reellen) F-wertigen k-Formen auf B betrachten Eir
vermége der natlirlichen Inklusion von AX(B,F) in AX(B,F) ® &

auch als komplexe Formen.

3.6.4 Definition: Unter einem komplexen Zusammenhang auf einem

H-Prinzipalblindel P verstehen wir eine bl-wertige 1-Form n

auf P mit folgenden Eigenschaften:

(i) . n(aA*) = A fir alle Ac¢h ,

(ii) Rp™n Ad(h~-')n fir alle heH ,

wobei Ad(h-!') als Element in GL(HT) aufgefaBt wird. Die kom-

plexe 2-Form dn + [n,n] heift Krimmung von 0.

3.6.5 Lemma: Seiennmn ¢ A'(P,bl) und n,.n, e A'(P,b) mit
N ="nN, + in,. Dann ist n genau dann ein komplexer Zusammenhang
auf P, wenn der Realteil n, ein Zusammenhang und der Imagindr-

teil n, eine horizontale, &dquivariante 1-Form auf P ist.

Der Beweis ergibt sich unmittelbar.
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3.6.6 Definition: Sei B ein Faserbiindel {iber einer Mannig-
faltigkeit M und G eine Liegruppe mit Liealgebra g. Es gelte

dim G = dim B. Eine Form w ¢ A!(B,gl) heift (verallgemeiner-

ter) komplexer Cartan—-Zusammenhang vom Typ G, wenn es ein
G-Prinzipalbindel P' iber M und eine starke Blindelabbildung
j von B in P' gibt, so daf die folgenden beiden Bedingungen

erfillt sind:

(i) Es gibt einen komplexen Zusammenhang w' auf P' mit

(ii) w(X) # 0 f£fir alle X € TB mit X # 0

Sind P' und j vorgegeben, so sagen wir, w sei vom Typ (G,73).

Ferner nennen wir Q = dw + [w,w] die Krimmung von w.

Betrachtet man einen komplexen Cartan-Zusammenhang w als
Element in A'(BLl,gl), so wird hierdurch eine Trivialisierung

des komplexen Tangentialbiindels won B definiert:

w: (TB)T —=5 B x g€ |

3.6.7 Beispiel: Sei H eine abgeschlossene Untergruppe von G
und B = P ein H-Prinzipalbiindel {ber einer Mannigfaltigkeit M
mit dim M = dim G/H. Ferner sei P'= P xy G und j: P — P'

die Inklusion. Eine Form w ¢ A!'(P,gl) ist genau dann ein
komplexer Cartan-Zusammenhang vom Typ. (G,j), wenn die folgenden

drei Bedingungen gelten:
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(1) w(A¥) = A  fir alle Acbh ,

Ad(h-')w fir alle heH , "

(ii) RpTw

(iii) w(X) # 0 f£flr alle X ¢ TB mit X # 0

In diesem Fall nennen wir w auch einen komplexen Cartan-—

Zusammenhang vom Typ (G ,H). Die Betrachtungen aus Abschnitt

1.3 kénnen leicht auf komplexe Cartan-Zusammenhdnge iUbertragen
werden. Ist insbesondere G/H reduktiv, sagen wir g = H % m

mit Ad(h) (m) ¢ m £ir alle heH, so ist die bT-Komponente von w
ein komplexer Zusammenhang auf P, wahrend die ml-Romponente

8 eine horizonfale, dquivariante 1-Form mit 8(TpP) @ € = ml

flir alle peP ist. Betrachtet man 8 al% Abbildung (TP)T — mC,

so ist @ punktweise surjektiv. Hat man umgekehrt einen kom-

plexen Zusammenhang 1 auf P sowie eine horizontale, &dquivari-

ante, punktweise surjektive komplexe 1-Form 6: (TP)L — nl

vorgegeben, so ist n + 0 ein komplexer Cartan-Zusammenhang auf P.

3.7 FKomplexe verallgemeinerte Cartan-Zusammenhénge vom Typ G,

Wir kommen jetzt wieder auf die in den Abschnitten 3.2 - 3.5
betrachtete Situation zurick und Ubernehmen die dort gemachten
Voraussetzungen und eingefiihrten Bezeichnungen. Insbesondere

betrachten wir wieder das kommutative Diagramm (3.3.8):

3
P—— B =P x p—— P'= P xgg(3)G
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Wie in 3.2 haben wir so(4) mit ¢ und somit so(4,C) mit ¢C
vermdge der Abbildung ¥: so(4,C) — gl aus 2.4.4 identifi-
ziert. Die Gruppe SO(3) operiert wieder auf G von links durch
A-g = ¥(A)-g fir alle A ¢ SO(3) und geG, wobei ¥: s0(4) — G

die durch ¥ = ¥ bestimmte Einbettung bezeichnet, (vgl. 2.5.2).

Sei ¢T(B) die Menge aller (verallgemeinerten) komplexen Cartan-
Zusammenhdnge auf B vom Typ (G,j). Eine Satz 3.3.10 entsprechende

Charakterisierung von CI(B) erhidlt man wie folgt:

Es bezeichne CUT(P) die Menge aller 1-Formen woe A'(P,gl),
die den folgenden vier Bedingungen geniigen, {(wobei Ad(h)-!

als Element in GL(gl) betrachtet wird):

(1)  wo(A¥) = A flir alle A ¢ s0(3) C g ,

(2)  Rp"wo = Ad(h)-'w, fiir alle h ¢ SO(3) c G ,
(3) we{X) # 0 flur alle X € TP mit X = 0 ,

(4) wo (TpP) N dgexp(p) = {0} f£fir alle peP und éep

Ferner sei CIl(p') c A*(P',gl) die Menge aller komplexen

Zusammenhdnge w' auf P' mit der Eigenschaft, da8 wq: = i*w'

die Bedingungen (3) und (4) erfdllt. Mit den Bezeichnungen

3.3.9 hat man

c(p) = cl(p) n ar(p,q) ,
c(B) = cl(B) n a'(B,q) ,
c(p') = cl(p')y n ar(p',q)




3.7.1 Satz: Man hat das folgende kommutative Diagramm, in
dem alle Abbildungen Bijektionen sind:

* 3

clip) e— cl(p) —2— cC(p)

i |

Insbesondere gibt es zu jeder 1-Form wg¢€ cl(p) genau einen

komplexen Cartan—-Zusammenhang w auf B vom Typ (G,j) mit

V¥ = Wwo . Er ist gegeben durch

w(X,Y) = Ad(exp s)“(d_sexﬁ Y + we (X))

fir alle X € TP und alle Y € Tgp = p.

Beweis: Sei w' ein komplexer Zusammenhang auf P'. Da Lemma
3.3.5 allgemeiner auch fiir komplexe Zusammenhdnge gilt (der

Beweis kann wortlich {ibernommen werden), hat man
j*w' (X,Y) = Ad(exp s)-'{d_gexp Y + w' (X))

fir alle X ¢ TP und Y € Tgp 2 p. Nun ist die Einschriankung
von dgexp auf p fir jedes se¢p injektiv, (Lemma 3.4.2(ii)).
Die obige Gleichung impliziert somit die folgenden Aquiva-

lenzen:
w'e cC(P') <=> jF*w'e cl(B) «=> i*w'e cf(p) .
Folglich hat man die Abbildungen

*

i*: cCip'y — clyB) und i%: cl(p') — clyp)

Nach Lemma 1.1.2 sind beide Abbildungen injektiv. Ferner ist




*

j* surjektiv nach Definition 3.6.6. Die Surjektivitat von i
zeigt man wie im Beweis von Satz 3.3.10. Wegen i = j o

bildet L* den Raum cC(B) bijektiv auf cl(p) ab. a)

Die Erweiterung von Korollar 3.4.3 auf komplexe Cartan-

Zusammenhange liest sich nun wie folgt:

3.7.2 Rorollar: Sei wg: TP — so(4,C) = tT ein komplexer

Cartan—-Zusammenhang vom Typ (SO(4),S0(3)).

(i) Es gibt genau einen (verallgemeinerten) komplexen
Cartan-Zusammenhang w: TB — g vom Typ (G,j) mit
L W = we. Ferner gibt es genau einen komplexen Zusammen-

hang w': TP' — g mit i*w' = We. Es gilt j*w' = w.

(ii) Sgien X e TP, Y € Tgp 2 p und Z: =Y - [s,wo(X)1].
2 liegt in pl. Es gelten folgende Gleichungen, wobei
w = u?m + wpm die Zerlegung von w in die #T- und die
pm—Komponente bezeichnet (und Ad(exp s), ad(s) und

dgexp als Endomorphismen von gl aufgefaBt werden):

w(X,Y) = dgexp(Y) + Ad(exp s) ! (we (X))
= weo (X) + dgexp(Z) ,
1 _ > 1 2k+1
wE (X, Y) = wg(X) kgo T ad(s) (z) ,
C I 1 2k
wPH(X,Y) = k§0 TR+ T ad(s) "7 (2)

(iii) Sind Q und Q, die Krimmungen von w und w, respektive,

so gilt
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QI(X,,Y,), (X2:Y,)) = Ad(exp s)~! Q¢ (X,,.X:)

fur alle (X,,Y,),(X;,Y,) € TpP x Tgp (wobei

Ad(exp s) als Automorphismus von al betrachtet wird).

Beweis: Der komplexe Cartan-Zusammenhang we: TP — so(4,C) = gl
liegt in cT(P): Die Bedingungen (1), (2) und (3) gelten aufgrund
ven 3.6.7. Da ferner g fir jedes sep die direkte Summe von ¢

und dgexp(p) ist (vgl. 3.4.2(ii)), hat man L n dgexp(p) = {0},
also genigt w, auch der Bedingung (4). Die Aussage (i) folgt
somit aus dem vorhergehenden Satz. Unter Benutzung von Lemma
3.3.3 erhdalt man die in (i1i) behauptéten Formeln flir w(X,Y)
ebenfalls aus diesem Satz. Wegen [%,p] ¢ p hat man [&C,pL1 c pC,
also liegt Z fir alle X ¢ TP und alle Y,s ¢ p in pl. Die
Zerlegung von dgexp Z in die $C- und die pl-Romponente liefert
dann die Gleichungen fir w?m und upm, vgl. (3.3.2) und (3.4.1).
Fir die Krimmung von w, und w hat man schlieflich wieder die
Beziehung t*Q = Q, » und wie in Korollar 3.3.12 erhalt man

(iii). o

Es ist nun nicht séhwer, Satz 3.4.5 auch auf orientierte
dreidimensionale Raumformen negativer Krimmung auszudehnen.
Wie in 3.4 schreiben wir ¢ = so(4) als direkte Summe so(3) & m
und somit

(L = so(4,0) = so(3,0) & ml

Sei n ein Zusammenhang auf P und 8: TP — R? die kanonische

1-Form. Wir setzen wieder 8 =1 o 8, wobeli 1 die natiirliche
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identifizierung R?® — m ist, (vgl. 3.4). Betrachtet man 0

und 6 als komplexe Formen, so ist natlrlich n ein komplexer
Zusammenhang auf P, wihrend 8, und allgemeiner A8 fir jede

von Null verschiedene komplexe Zahl A, eine komplexe Ver-
schmelzungsform ist, d.h. A\ ist horizontal, &quivariant und,
aufgefaft als Element in A!(PT,ml), punktweise surjektiv.
Folglich ist we: =1 + A8 ein komplexer Cartan-Zusammenhang

auf P vom Typ (SO(4),S0{(3)) und induziert somit einen komplexen
Cartan-Zusammenhang w auf B vom Typ (G,j). Als Verallgemeinerung

von Satz 3.4.5 hat man dann:

3.7.3 Satz: Sei M eine 3-dimensionale orientiérte Rieﬁannscbe
Mannigfaltigkeit mit konstanter Schnittkrimmung ¥ # 0 und P
das SO(3)~-Prinzipalbiindel aller positiv orientierten Ortho-
normalbasen in TM.IFerner sei n der Levi-Civitd-Zusammenhang
fir M, 8 die kanonische 1-Form auf P, und \el sei durch

A2 = X gegeben. Dann ist wy: TP - so0(4,C), definiert durch

Wo n + Xé, ein flacher komplexer Cartan-Zusammenhang auf P
vom Typ (SO(4),S0(3)). Der nach Korollar 3.7.2 von w, auf B
induzierte komplexe Cartan-Zusammenhang w vom Typ (G,j) ist

ebenfalls flach.

Der Bewels verl3uft wie in Satz 3.4.5.
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3.8 Verallgemeinerte Cartan-Zusammenhinge von halbeinfachemn,

nicht-kompaktem Typ

Die in den vorhergehenden Abschnitteﬁ beschriebene Konstrpktion
beruht in erster Linie auf der Cartan-Zerlegung g = §{ p.

Sie kann daher in analoger Weise fiir jede halbeinfache, nicht-
kompakte Liealgebra durchgefiihrt werden, vorausgesetzt, man
hat ein geeignetes Ausgangsbindel P — M zur Verfliigung. Man
erhdlt dann insbesondere ein dem Korollar 3.4.3 entsprechendes
Ergebnis, denn durch Lemma 3.4.2 (das ja flir jede Cartan-Zer-
legung einer beliebigen halbeinfachen reellen Lisalgebra gilt)
wird garantiert, daf der von einem Cartan—Zusammenhang

wo: TP — ¥ induzierte verallgemeinertes Cartan-Zusammenhang
w: TB — g tatsdchlich einen absoluten Parallelismus auf B
definiert. Anstelle des Prinzipalbiindels P kann man auch all-
gemeiner ein Faserblindel B, — M zugrundelegen, wobei dann
die Form wg: TB, — ¥ ein verallgemeinerter Cartan-Zusammen-
hang ist. Man erhdlt so die im folgenden formulierte Verallge-

meinerung von Korollar 3.4.3:

Sei G eine halbeinfache, nicht-kompakte Liegruppe und K eine
Liesche Untergruppe von G mit Liealgebra ¥, wobei g = f @ p
eine Cartan-Zerlegung der Liealgebra}von G ist. Ferner sei

B, — M ein Faserbiindel, Py, — M ein K-Prinzipalbiindel und

jo: Bo — P, eine starke Blindelabbildung.

Man setze B = B, x p und P' = P{ xg G, wobei K als Unter-

gruppe von links auf G operiert. B ist in natlrlicher Weise

ein Faserblindel und P' ein G-Prinzipalbiindel iiber M.
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Wir betrachten das Diagramm |

L'
P$—9P'=P5XKG

jOI L Ij

Bo — B Bo x »

wobei die Abbildungen L, L' und j wie folgt definiert sind:

L(p) = (p,0) fir alle peB, ,
_L'(q) = [(g,e)] fir alle qePg ,
j(p.s) = [(Jo(p).exp s)] fir alle peB, und se¢p

Offensichtlich kommutiert das obige Diagramm und alle
Abbildungen des Diagramms sind fasertreu und induzieren dies

Identitat auf M.

3.8.1 Satz: Mit den obigen Voraussetzungen und Bezeichnungen
sei we: TBy — ¢ ein verallgemeinerter Cartan-Zusammenhang

vom Typ (K,3jo).

(i) Es gibt genau einen verallgemeinerten Cartan-Zusammenhang
w: TB — g vom Typ (G,3) mit 1*w = We. Dieser ist in
einem Punkt (p,s) € By x p durch die folgende Gleichung

gegeben, wobel X ¢ TpBo und Y € Tgp 2 p sind:
wW(X,Y) = we(X) + dgexp(Y - [s,we(X)1) .

(ii) Ist Qo (bzw. Q) die Krimmung von w, (bzw. w), so gilt

fir alle Xl,X2€ TpBo, Yl ,Yzé Tsp:

QI(X,,Y,),(X2,Y;)) = Ad(exp s) ™! Qo (X,,X;)
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Beweis: Zundchst gibt es einen eindeutig bestimmten Zusammen-
hang w{ auf dem K-Bundel P§ nit j: We = Wg. Dieser Zusammenhang
148t sich in eindeutiger Weise zu einem Zusammenhang w' auf P’
erweitern, L R = ws. Analog dem Bewels von Lemma 3.3.5 zeigt
man, daf die Tangentialabbildung von j in einem Punkt (p,s)¢B
(mit peB, und sep) fir alle X ¢ TpB, und alle Y ¢ Tgp 2 p

durch die Gleichung

j,(X.Y) = (dsexp(Y))*([(i(p),g)]) + Rg, (1, (X))
gegeben ist, (vgl. 3.3.6), wobei wir g = exp s und i = v'°j,
gesetzt haben. Fir die Form w: = j*u' erhdlt man somit (auf-

grund der Zusammenhangseigenschaften von w' und wegen

i*w' = wo) die Formel
w(X,Y) = dgexp(Y) + Ad(g~!)(we(X)) .

Nach Lemma 3.3.3(i) ist dies &quivalent zu der Gleichung in (i).
Da g = ¥ & p eine Cartan-Zerlegung ist, liegt Y - [s,we(X)]
in p. Folglich impliziert w(X,Y) = 0 nach Lemma 3.4.2(ii)
X=Y=20, d.h. w ist ein verallgemeinerter Cartan-Zusammenhang
auf B vom Typ (G,j). Wegen jeuL = i hat man *w = wo. Die
Eindeutigkeit von w ergibt sich aus der Eindeutigkeit wvon w'
(nach Lemma 1.1.2 ist w' der einzige Zusammenhang auf P' mit
ifw' = wWe) . Zum Beweis von (ii) vergleiche man Korollar 3.3.12.

n]

Die Komponenten von w beziglich der Cartan-Zerlegung sind
wieder durch die Gleichungen in Korollar 3.4.3(ii) gegeben.

Natiirlich hat man auch eine entsprechende komplexe Version

des letzten Satzes.




Anhang Tabelle fiir die Lieklammer [x,y] in €*® & s[(3,€) & g**

X Y e, e, e, e? e? e} el e; el d, 4, e! e? e’
e, 0 V2e? | -/2e? 0 0 -e, 0 ~e, 0 -e, 0 d,+3d,| 3e? je?
e, -v2e? 0 Se? ~e, 0 0 0 0 ~e, e, -e, jel 3d,-3d, je?
e, V2e? -J2e! 0 0 ~-e, 0 -e, 0 0 0 e, je! Ze? -3d,-d,
e? 0 e, 0 0 0 d, el ~-e} 0 -2e} el ~e? 0 0
el 0 0 e, 0 0 -e) 0 d,+d, e? -e? -e} -e? 0 0
e} e, 0 ] -d, el 0 0 0 -el 2e! el 0 -e! 0 )
e} 0 0 e, -e? 0 0 0 e; d, e} -2e} 0 -e? 0
e} e, 0 0 el -d,-d, 0 -e} 0 0 e} e} 0 0 -e!

d e? 0 e, 0 0 -el e, -d, 0 0 -e} 2e?l 0 0 -e?

; d, . e, -e, 0 2e? e? -2e!l -e3 -e} e? 0 0 -e! e? 0

4, 0 e, -e, -e? e’ —é; 2e} -el -2e? 0 0 0 ~-e? e’
e! }-d,-3d,| -ze! -zel e? e? 0 0 0 0 e’ 0 0 -V2e, Ve,
e? | -le? 3d,-3d,| -3e?2 0 0 e! e? 0 0 -e? e? Ve, 0 -V2e,
e? -ze? ~ze? 7d,+d, 0 0 0 ] e! e? 0 -e? -J2e, V2e, 0
e; bezeichnet den i;ten kanonischen Basisvektor von L2, el = tej den j-ten Basisvektor von (> und e{ die

(3x3)-Matrix mit 1 in der (i,j)-ten Komponente (i-te Zeile und j-te Spalte) und 0 in den ilibrigen Komponenten.

t 2 3

Ferner ist d, = e, - e; und d, = e - e}.
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