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§1 Einfihrung

Polynomiale Splinefunktionen, d.h. differenzierbar zusammengesetzte Polynome, haben
sich in der Vergangenheit wegen ihrer hohen Flexibilitit und einfachen Berechenbarkeit
als giinstig bei der effizienten Approximation selbst von nicht-glatten Funktionen erwie-
sen. In polynomialen Splinerdumen gilt der bekannte Satz von Schoenberg & Whitney,
der aussagt, daB eine Menge von Punkten genau dann eindeutige Lagrange-Interpolation
zuldfit, wenn diese Punkte eine gewisse Lage zu den Knoten besitzen. Dieser Satz ist von

fundamentaler Bedeutung in der Theorie der Approximation mit polynomialen Splines.

Wir untersuchen hier verallgemeinerte Splineraume, die unter anderem dadurch gekenn-
zeichnet sind, dafl die Polynomraume durch tschebyscheffsche Riume ersetzt werden und
diese nicht mehr fiir alle Knotenintervalle identisch sein miissen. Sie kénnen insbesondere
unterschiedliche Dimensionen besitzen. Ferner werden die Differenzierbarkeitsbedingun-
gen an den Knoten mit Hilfe linearer Funktionale verallgemeinert und zunichst auch

Verkniipfungen zwischen nicht-benachbarten Knotenintervallen zugelassen.

In Nirnberger, Schumaker, Sommer & Strau [7] werden die verallgemeinerten Spli-
neriume charakterisiert, in denen eine dem oben angefiihrten Satz von Schoenberg &
Whitney entsprechende Aussage gilt. GleichmiBig beste Approximationen mit solchen

Splinerdumen wurden in [9] behandelt.

Unser Ziel in dieser Arbeit ist es, diese Untersuchungen fortzufiihren, wobei wir wie folgt
_vorgehen. In §2 geben wir die grundlegenden Definitionen und Resultate aus [7] und [9]
sowie cinige. elementare Folgerungen aus Wagner [13] an. §3 beinhaltet unter anderem
einen neuen Beweis der Charakterisierung stark eindeutig bester Approximationen aus

[9]. Eindeutig beste Approxirndtionen konnen selbst im polynomialen Fall nicht allein mit
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2 Approximation mit veraligemeinerten Splines

Hilfe von alternierenden Extremalpunkten charakterisiert werden, wie in Niirnberger &
Singer {10], Satz 2.4 gezeigt wird. Wir zeiigen, dafl auch fiir verallgemeinerte Splinerdume

eine Charakterisierung mit Hilfe eines Fléchheitsbegriffes moglich ist.

In §4 untersuchen wir verallgemeinerte tschebyscheffsche Splinerdume, die in [8] ein-
gefithrt wurden. Da die Theorie aus [7] nicht direkt anwendbar ist, filhren wir zunichst
Untersuchungen iber Interpolation in solchen Riumen und iiber die Dimension von ge-
wissen Teilrdumen durch. Das Hauptrgsultat dieses Abschnitts besagt, dafl fiir eine
stetige Funktion f die Menge, auf der a.Iie besten Approximationen von f ibereinstim-

men, die Vereinigung von Knotenintervallen ist.

§2 Grundlagen

[n diesem Abschnitt definieren wir die hier relevanten Splinerdume und wiéderholen. die
fir uns wesentlichen Resultate aus Niirnberger, Schumaker, Sommer & Strau8 7] und
[9] AnschlieBend geben wir einen kurzen Beweis zweier Folgerungen aus Wagner [13) an,
und zwar einer Dimensionsformel sowie der Beobachtung, dal bei den hier relevanten
Raumen nur Beziehungen zwischen benachbarten Knotenintervallen méglich sind. Wir

definieren nun die Riume, die fiir uns von Interesse sind.

Sei @ =29 <y <w...< T < Tgp; = b. Dann partitioniert A := {z;}%, das Intervall
[a,b] in k+1 Teilintervalle I; := [z;,2441), ¢ =0,...,k~1 und Iy := [zk,zk41]. Fiir
jedes © =0,...,k sei U; :=span{u;i1,...,Uin } € C(I;) ein tschebyscheffscher Raum.

o= {(r7,707) 12 (2.1)

SchlieBlich seien

und

= {Ti;; 0<i<j< k) (2.2)

wobei y!J bzw. 77 lineare Funktional}e auf U; bzw. U; sind. Wir definieren nun
-l
: o !
verallgemeinerte Splinerdume. '
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Deifinition 2.1 Seien A, Uy,...,Ur und T wie oben.

(i) I' heifit zuldssig, falls fir alle j = 1,...,k die Matrix

+ =hJ. =, .
AO‘]. Yui e T U,
+ . . . + .
AJ- = : mit Ai']- = ’
+ . T g, IV
Aj__l,j Vel i e VR Ui,

Rang r;:=79;+ ...+ 7;_1; besitzt und fiiralle 5 =0,...,k -1 die Matrix

- JPqy JPqy .
Ak WP 2P,
AJ = mlt Aj,P:: ‘ : o
T, JiP gy IP oy
A+ Loy it Lrjp 4dims

Rang 7 :=7; x4+ ...+ 7r;;41 besitzt.

(ii)  Die Menge
SUo, ... U T A) := {s: [a,b] = R; s; =s|,€U;y i =0,...,k und

LT =7f,'jsj, v=1,...,ry; firalle0<i<j<k}

heift verallgemeinerter Splineraum, falls T’ zulidssig ist und S(Up, ..., U T;A) C
Cla,b] gilt. ‘

Die Paare linearer Funktionale in T, ; geben also an, wie das i -te Teilstiick des Splines
mit dem j-ten Teilstiick verkniipft ist. Durch die Zuldssigkeit von T ist gewahrleistet,
daB die linearen Funktionale in gewisser Weise unabhingig voneinander sind. Diese
Unabhangigkeit ist zur Bestimmung der Dimension von verallgemeinerten Splinerdumen

notwendig.

Die Zahl r; gibt die Anzahl der Bedingungen an, mit denen der Spline im J -ten Intervall
mit allen vorhergehenden Intervallen verkniipft ist, und analog beschreibt 7; die Anzahl
der Verkniipfungen zu allen folgenden Intervallen. Schliefllich merken wir noch an, dafl
gemaf Definition 2.1 in einem verallgemeinerten Splineraum insbesondere r; < nj und

r; < n; gelten.
Ist S ein verallgemeinerter Splineraum, so setzen wir fiir alle 0 <7 < i<k+1

Si'j =S I[r.,r,]7 (23)

S?. = {s €8, s(z) =0 firalle z € [z;,2,]} : (2.4)

1.7




4 Approximation mit veraligemeinerten Splines

und
nij=dimS g z,), (2.5)
ny ;= dim Y. (2.6)
Da verallgemeinerte Splineriume nur au‘s stetigen Funktionen bestehen, gilt in solchen

Raumen

Ny = dimS,-,j. (27)

(Wir haben n;; dennoch wie in (2.5) definiert, da wir diese Definition auch fiir die unter
Umstanden nicht nur aus stetigen Funktionen bestehenden Riume aus §4 verwenden

werden.) Schliellich seien
m,i=n, —T, fir v=1,...,k ' (2.8)

und

M, :=mn, —T, fir v=0,...,k-1. (2.9)

Die nun folgenden Dimensionsformeln wurden in [7] gezeigt.

Lemma 2.2 In einem verallgemeinerten Splineraum S gelten:
dimS =ng+m +...+mg=mg+ ...+ Me_y + nk, (2.10)
Noi="Ng+my + ...+ m firalle 0<i<k+1, (2.11)
Njktr =M+ ...+ Me_1 + Nk firalle 0<j<k+1, (2.12)
ngi = mi+ ... +me  liralle 0<i<k+1, (2.13)
ndper =Mmo+...+mj_  firalle 0<j<k+1. (2.14)

Interpolation ist eine Standardmethode, um eine gegebene Funktion f € C[a,b] durch
Funktionen einfacherer Struktur zu approximieren. Wir definieren das folgende Interpo-

lationsproblem.

Definition 2.3 Scien ein n-dimensionaler Teilraum G von Cla,b], Punkte t; <

... < L, aus [a,b] und reelle Zahlen z,...,z, gegeben. Das Lagrange-Interpolations-

problem besteht darin, eine Funktion g € (¢ zu finden mit
\

g(ti) = 2 firalle ¢=1,...,n (2.15)
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Sei ¢i,...,g, eine beliebige Basis von G. Nach einem bekannten Resultat aus der
linearen Algebra hat das Lagrange-Interpolationsproblem genau dann fiir beliebige Werte

Z1,...,2, eine Losung, wenn

o( 1 E) st

Da (2.16) unabhéngig von der Wahl der Basis ist, ergibt sich die folgende Definition.

Definition 2.4 Sei gi,...,¢n Basis eines n-dimensionalen Teilraumes G von
Cla,b]. Eine Menge von Punkten a < ¢y < tp < ... < t, < b heiBt poised bzgl. G,
falls (2.16) gilt.

Das folgende Lemma aus [7] gibt eine Bedingung an, die in verallgemeinerten Spli-

neriumen notwendig fir eine poised Menge ist.

Lemma 2.5 Seien S ein verallgemeinerter Splineraum der Dimension n und

a <ty <ly<...<ty, <b eine poised Menge. Dann gilt die Interlacing Condition
bneniggr < Ti < lng,+1 firalle i=1,...,k. ‘ (2.17)

Wic in [9] schreiben wir N;(T') fir die Anzahl der Punkte einer Menge T C [a,b], die

in cinem Intervall 7 C [a,b] liegen. Hieraus erhalten wir:

Lemma 2.6 Line Menge von Punkten T = {{1,...,{p} mit a <t; < ...<t, <b

genligt genau dann der Interlacing Condition (2.17), wenn
Nigg,z)(T) S noi  und  Nig, g ((T) < 74 g (2.18)

firalle 1 =1,...,k gelten.
Beweis: Der Beweis ist klar. ¢

“Wie einfache Beispiele aus (7] zeigen, ist die Interlacing Condition (2.17) in verallgemei-
nerten Splinerdumen im allgemeinen nicht hinreichend fiir eine poised Menge. Dies gibt

AnlaB zu folgender Definition.
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Definition 2.7 Ein n -dimensionaler verallgemeinerter Splineraum & besitzt die
Interlacing Property, falls eine Menge a <ty < t, < ... < t, < b genau dann poised ist,
wenn die Interlacing Condition (2.17) gilt. In diesem Fall heifit S auch IP-Raum.

Die folgende Charakterisierung der IP-Rdume wurde in [7] bewiesen.

Satz 2.8 Fir einen verallgemeinerten Splineraum S sind dquivalent:
(i) S ist IP-Raum.

(ii)  Es gelten die folgenden drei Bedingungen:

S ist schwach tschebyscheff, (2.19)
|bd Z(s)| < n{; firalle seS8?;, 0<i<j<k+]l, (2.20)
dim(8g; N 87 py1) = max{n - ng s — nj 41,0},  1<i<j<k (221)
Hierbei setzen wir fir s € §
Z(s) := {z € [a,b]; s(z) =0},
bd Z(s) := Rand von Z(s) in [a,b],

|bd Z(s)| := Kardinalitit von bd Z(s).

Die folgenden beiden Resuitate aus [7] und [9] enthalten eine Aussage iiber die Struktur

und die Dimension von gewissen Teilrdumen eines IP-Raumes.

Lemma 2.9 In einem IP-Raum § gelten:
8P, ist schwach tschebyscheff, 0<i<j<k+1, (2.22)
SoiNS? 1y ist schwach tschebyscheff, 1<i<j<k. (2.23)

Weiterhin gelten fir alle 0 < 1 < j < k+ 1 die Dimensionsformeln

Nkl = N5+ M5+ ..+ my, (2.24)
Ng,; = mo+ ...+ m;_ + i j. (225)
Satz 2.10 Sei § ein IP-Raum. Dann ist firalle 0 <i< j < k+1 auch &;; ein

[P-Raum.

Wir zeigen nun ein elementares Lemma.
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Lemma 2.11 Sind ein verallgemeinerter Splineraum S und ein Knotenintervall

[zi,z:41] gegeben, so existiert zu jedem u; € U; ein s € & mit

$ I[qu.’+1]: Ui

Weiterhin gelten die Dimensionsformeln

Niit1 = Ny (226)

und
n=mg+...+Mio1 + 05+ Mg + ...+ my. (2.27)
Beweis: Wie in Schumaker [12], Lemma 11.5 erweitert man u; zunichst suksessive

zu einem Element aus S; x4, und anschlieBend zu einem verallgemeinerten Spline s € S .

Hieraus folgt sofort (2.26), und (2.27) beweist man analog zu [12], Satz 11.4. ¢

Wir konnen nun zwei Dimensionsformeln aus Wagner [13] beweisen.

Lemma 2.12 In einem IP-Raum gelten fir 0 < 1 < j < k+ 1 die Dimensionsfor-
meln

Nig =N+ Mgy + ...+ M5 (2.28)
und

Mij =Myt ...+ Mj_g + 05 . (2.29)

Beweis: Wegen (2.24) und (2.26) folgen
Riktl = Riipt +Mip1 + ...+ meg =n; 4+ mipq + ...+ My
und
Rik+l = N5+ mj+ ..o+ my,

also (2.28). (2.29) beweist man analog unter Benutzung von (2.25). ¢

Das nun folgende Korollar aus [13] sagt aus, da wir uns bei IP-Riumen auf Riume mit
Bezichungen nur zwischen benachbarten Knotenintervallen beschrinken kénnen. (Es
steht nicht im Widerspruch zu [7], Beispiel 6.1, da die dem dort betrachteten Splineraum
S rugehdrige Menge TI' nicht zuldssig im Sinne von Definition 2.1 ist, also S kein

verallgemeinerter Splineraum ist.)
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Korollar 2.13 In einem IP-Raumi S gilt

Ti =Tj-1; = F]‘_l fir alle ] = 1,...,/C.

Beweis: Offenbar (vgl. Lemma 2.11) gilt
Mj—1j+1 = Mj—1 + 05— T,
und aus (2.28) erhalten wir

Pi-1j+1 = Bj-1 + 05— 7y,
d.h.
TP = Ti-1j

Die andere Gleichung folgt analog unter Benutzung von (2.29). ¢

43 Eindeutigkeit bester Approximationen

st f € Cla,b] gegeben, so existiert zu jedem IP-Raum S eine beste Approximation

s€8 von f,d.h.
If=sll <lIf - gl (3.1)
fiir alle ¢ € S, wobei mit || .|| die Supremum-Norm bezeichnet wird. Wir sagen, daB

sy € § stark eindeutig beste Approximation von f aus § ist, falls es eine Konstante

Ky >0 gibt mit

WS =gl 2 1S = ssll + Kyllg = sl fir alle g€ S. (3.2)

Niirnberger, Schumaker, Sommer & Str;%mﬁ [9] zeigten eine Charakterisierung bester Ap-
proximationen und eine Charakterisierﬁng stark eindeutig bester Approximationen aus
[P-Raumen. Wir wiederholen hier das erste Ergebnis und geben anschliefend einen Be-
weis des zweiten Resultats ohne Benutzung von Niirnberger [5], Satz 1.4. Eine zentrale

Rolle spielt dabei der Begriff der a,lterni}erenden Extremalpunkte.
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Definition 3.1 Seien h € Cla,b] und T C [a,b].

(i) Beliebige Punkte ¢; < ... < t, aus T heiflen alternierende Extremalpunkte (kurz:

A-Punkte) von h, falls es ein 0 € {-1,1} gibt mit
o(=1)'h(t;) = |||l fir i=1,...,p. (3.3)
Die maximale Anzahl von A-Punkten von h in T bezeichnen wir mit A(h)|r.

(ii)  DBeliebige Punkte t; < ... < t, aus T heiflen schwach alternierend bzgl. h , falls

esein 0 € {—1,1} gibt mit
o(—1)h(1;)>0  firalle i=1,...,p. (3.4)

Die maximale Anzahl von bzgl. h schwach alternierenden Punkten aus T be-

zeichnen wir mit SA(h) | .

Wir formulieren nun die Charakterisierung bester Approximationen aus [9]. Die Zihlung

der A-Punkte nach Definition 3.1 unterscheidet sich von der Z&hlung aus [9].
Satz 3.2 Seien S cin IP-Raum, f € Cla,b]\S und s € S. Dann sind dquivalent:
(i) s ist beste Approximation von f aus S.
(ii) Esgibt 0<i<j<k+1 mit
A(f = 8) gy 2> g + 1. (3.5)

Zum Beweis der Charakterisicrung stark eindeutig bester Approximationen bendtigen

wir die folgenden beiden Resultate (siehe {6], II, Korollar 1.7 und [6], II, Lemma 1.11).

Lemma 3.3 Sei ¢ C Cla,b] ein n-dimensionaler schwach tschebyscheffscher
Raum. Fiir alle Punkte a = tg < 8} < ... < tpm_; < tp, = b mit 1 < m < n

existiert eine nicht-triviale Funktion g € G mit

(=1)'g() 20,  L€[tim,k),  i=1,....m (3.6)
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Lemma 3.4 Seien G ein n -dimensionaler schwach tschebyscheffscher Teilraum

von Cla,b] und T = {t;,...,tn41} eine Teilmenge von [a,b]. Dann sind dquivalent:
(i) s gibt kein nicht-triviales g € G mit

SA(g) lr=n+1.

(if)  Firalle 1 € {1,...,n+ 1} ist die Menge T \ {t;} poised bzgl. G .

Das nichste Resultat zeigt, daf eine gewisse Anzahl von schwach alternierenden Punkten
eines Splines s aus einem IP-Raum die Existenz eines ”Nullstellenintervalls” von s

impliziert.

Lemma 3.5 Seien S ein IP-Raum und s € S.

(i)  Existieren 0 <1< j<k+1 mit
SA(S) liziz;12 mij + 1,
so gibt es ein Intervall [z,,z,] gv[x,‘,m]-] mit s =0 auf [zp,z,].
(ii)  Gelten 1 >0, s =0 auf [z,_y,2;] und
SA(s) l(r.ix,-]Z mi+ ...+ mj_q +1

firein i < j < k+ 1, so existiert ein Teilintervall [z,,z,] C [z;,2;] mit s =0

aul [Ty, z,].
(iii) Gelten j <k+1, s=0 auf [zj,z;41] und
SA(.S) ,[z.',z,')z 'ffli + ...+ TT‘LJ'_I +1

fiirein 0 <1< 7, so existiert eijn Teilintervall [z,,z,] C [zi,z;] mit s =0 auf

[zpy 4] -
(iv) Gelten 0 <i<j<k+1, s=0 auf [z;_1,2;]U[T;,2;41] und

SA(S) l(zhl'j)z mi+...+mj_y —71;+1,

|
so existiert ein Teilintervall [zp,z,] C [z;,2;] mit s =0 auf [z,,z4].
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Beweis: (1): Wir wahlen ein Teilintervall [z,,z,] von [z;,z;] mit
SA(s) [[rp,rq]Z Np,q+ 1

und

SA(S) I{x‘ T S Nim

fir jedes echte Teilintervall [z(,z,,] C [zp,2,]. Damit geniigen jeweils n,, der n,,+1
schwach alternierenden Punkte der Bedingung (2.18) und sind daher poised, da S,

nach Satz 2.10 ebenfalls ein IP-Raum ist. Lemma 3.4 ergibt s = 0 auf [z,,z,].

(ii): Wir wahlen n;_; beliebige Punkte aus [z;_;,z;] und bezeichnen die Menge dieser

Punkte mit 7. Dann folgt nach (2.28)
SALs) |'I'U(r,,r,] >niy+mi+ ..+ mi1+1=mn;_y;+1

Wie in (i) wahlen wir ein Teilintervall [z,,z,] von [z;-;,z;] so,daB [z,,2,,] mindestens
ny,w + | schwach alternierende Punkte aus T U (z4,z;] und jedes echte Teilintervall
[z(,2m] C [Ty,zy] hOchstens ny,, schwach alternierende Punkte aus TU(z;,z;] enthalt,
und schliefen s = 0 auf [z,,z,]. Da [z,-,z;] genau n;_; Punkte aus T U (zi,z;)

enthilt, folgt [z,,z4] # [zi-1, i)

(iii) beweist man analog zu (ii).
(iv): Wir wihlen n;_; (bzw. n;) beliebige Punkte aus [z;-1,z;] (bzw. [z;,2;41]),
und nach (2.28) folgt

ni—y+n;+mi+...+mioy—7r; 41

=Nier+Mi+ o +miog+my+ L= ni_1 41+ 1,

d.h., wir konnen weiter schlieen wie in (ii). ¢

Das nun folgende Lemma wurde fiir polynomiale Splinerdume in Niirnberger & Sommer

[11] bewiesen.
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Lemma 3.6 Seien ein n -dimensionaler IP-Raum S, T C [a,b] und eine Abbildung

o:T — {=1,1} gegeben. Dann sind dquivalent:
(i) s gibt kein nicht-triviales s € Simit folgender Eigenschaft:

o(t)s(t) >0 firalle te 1. (3.7)

(ii)  Ls gelten die folgenden vier Bedingungen:

Esgibt t) < ... <tpyr in T mit o(t,)o(ty41)=~1 fir v=1,...,n. (3.8)

Firalle j = 1,...,k gibt es zu p := Mg + ... + mj—; + | Punkte
ty < ... <ty aus [a,z;)NT mit o(t,)o(t,+1) = —1 fiir alle (3.9)

v=1,...,u0—1.

Fir alle + = 1,...,k gibt esizu p = m;+ ... + mx + | Punkte
ty < ...<ty, aus (z4,0)NT mit o(t,)o(t,41) = =1 fir alle (3.10)

v=1,...,u0—-1.

Firalle 1 < i< j <k gibties zu u := mi+...+mj_y —r;+1

Punkte t; <...<t, aus (z;,z;)NT mit o(t,)o(t,41) = —1 fir alle

v=1...,u—=1.

Beweis: (i) = (ii): Wir zeigen zundchst (3.8). Angenommen, 7 enthilt hdchstens

i Punkte t; < ... <t, mit

o(t,)o(tu41) = —1 fir v=1,...,0—1 (3.12)

und g < n. Dann definieren wir fir v =2,...,u

Zu_yi=inf{t; L€ (L1 ,t,]AT und o(t) = o(t,)}

und setzen zp:=a, z,:=b.
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Wegen Satz 2.8 ist S schwach tschebyscheff, und damit existiert nach Lemma 3.3 ein

nicht-triviales s € § mit
a(t) (1) ls(t) > 0 fiir alle t € [2,_1,2,], v=1,...,4. (3.14)

Wir zeigen nun (3.7) und haben damit den gewiinschten Widerspruch zu (i) erhalten.
Sei dazu t € T beliebig. Falls { € {z1,...,2,_1}, so folgt s(t) = 0 nach (3.14), d.h.,

(3.7) ist trivialerweise erfiillt. Andernfalls wihlen wir v € {1,...,u} mit { € [z,_1,2,],
und aus (3.13) sowie der Maximalitdt von p erhalten wir o(f) = o(2,) (denn sonst gibt
es einen zusatzlichen alternierenden Punkt), d.h., nach (3.12) und (3.14) folgt

o(t)s(t) = a(t,)s(l) = a(ty)(=1)"*1s(f) > 0.
Damit ist (3.8) bewiesen.
(3.9): Angenommen, in [a,z;)N T gibt es héchstens ¢; < ... < t, mit

a(t,)o(tysy) = =1 fir v=1,...,u—-1

und g < mo+...+m;_; . Nach Lemma 2.2 und Lemma 2.9 ist 82 c41 ein schwach tsche-
byscheffscher Raum der Dimension g + . ..+ mj_y, und man erhilt einen Widerspruch

wie im Beweis von (3.8).
(3.10) und (3.11) beweist man analog.

(i) = (i): Angenommen, es gibt ein nicht-triviales s € $ mit (3.7). Wegen (3.8) und
Lemma 3.5, (i) existiert cin Intervall [z,,z,] mit s = 0 aul [z,,z,], und wir haben
[zp.24] = [a,b] zu zeigen (denn dann gilt s = 0, ein Widerspruch). Falls dies nicht so
ist, nchmen wir 0.B.d.A. [z,,z,] als maximales Intervall, in dem s verschwindet, und

q < k+ 1 an. Wir unterscheiden zwei Fille:
Fall 1: s besitzt nur endlich viele Nullstellen in [z,,z44,].
Nach (3.7) und (3.10) folgt

SA(s) I(qu-rk+l]~>— Mg+ ...+ mg + 1,

d.h., aus Lemma 3.5, (ii) ergibt sich ein Teilintervall von [z, Zk+1], auf dem s ver-

schwindet, im Widerspruch zur Voraussetzung dieses Falles.
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Fall 2: Es gibt ein Intervall {z,,z,] mit v >¢q, s =0 auf [z,,z,], und s besitzt
nur endlich viele Nullstellen in'{z,,z,]. (Dies ist wegen der Maximalitit
von [zp,z,] der verbleibende Fall.)

Dann gilt nach (3.7) und (3.10)

SA(s) I(zq,r,,)z Mg+ ...+ My — 7y + 1,

und der gewiinschte Widerspruch ergibt‘ sich aus Lemma 3.5, (iv). ¢

Wir benétigen zur Charakterisierung stark eindeutig bester Approximationen noch das

folgende Resultat aus Wulbert [14] (siehe‘e auch Bartelt & McLaughlin [1] und Nirnberger
(6)) |

Satz 3.7 Seien (' ein endlich-dimensionaler Teilraum von Cla,b], f € Cla,b]\ G

und gy € G . Dann sind dquivalent:
(i) gy ist stark eindeutig beste Approximation von f aus G .
(ii)  Fiir jede nicht-triviale Funktion y € G gilt:
min . (f(t) - g5(¢))g(t) < 0. (3.15)

tEE(f—-g4)

Wir konnen nun die Charakterisierung stark eindeutig bester Approximationen aus [9]
beweisen. Wie bereits oben erwdhnt, unterscheidet sich die Zahlung der A-Punkte nach

Definition 3.1 von der Zahlung aus [9]."

Satz 3.8 Fiir einen n -dimensionalen IP-Raum S, f € Cla,b]\ S und s; € S

sind dquivalent:
(i) sy ist stark eindeutig beste Approximation von f aus S.

(ii)  Es gelten die folgenden vier Bedingungen:

A(f = $f) a2 m + 1, ‘ (3.16)
A(f"'("f)l[u,.r,)z Tﬁ.()+...+Tﬁj_l+l furallelﬁ]ﬁk. (317)
A =s)) |z gz mi+ ...+ me + 1 firalle 1 <1<k, (3.18)

/\(f—Sf)’(z”r]_)Z mi+...+mj. —r;+1 fiiralle ]l <i< j <k, (319)
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Beweis: Setzen wir T := E(f - s;) und o :=sgn(f — sy), so ist (i) nach Satz 3.7

dazu dquivalent, dafl es kein nicht-triviales s € § gibt mit
(f(t) —s4(t))s(t) >0 firalle teT.
Nach Lemma 3.6 ist dies dquivalent zu (ii). ¢

Wie Niirnberger & Singer [10] zeigten, ist eine Charakterisierung eindeutig bester Ap-
proximationen in polynomialen Splinerdumen allein mit einem Kolmogoroff-Kriterium
bzw. nur mit Hilfe alternierender Extremalpunkte nicht moglich. Berens & Niirnberger
[2] zeigten, daB man in beliebigen endlich-dimensionalen Teilriumen G von Cla,b] die

Funktionen aus dem Abschlufl von
U(G) = {f € Cla,b]\ G; f hat eine eindeutig beste Approximation aus G}

allein mit Hilfe eines Kriteriums vom Kolmogoroff-Typ charakterisieren kann.

Satz 3.9 Seien G endlich-dimensionaler Teilraum von C[a,b] und f € C[a,b]\G.

Dann sind dquivalent:

(i) feU(d).

(i) [ besitzt eine beste Approximation g; € G, so daB fiir alle nicht-trivialen g € G
und alle Umgebungen U von E(f — gy)

Inf(J(t) = gs(2))9(t) < 0. (3.20)

Bereus & Nirnberger [2] zeigten mit Hilfe dieses Satzes, daf fiir polynomiale Splinerdume

S die Funktionen aus U(S) allein durch alternierende Extremalpunkte charakterisiert

werden konnen. Das nun folgende Resultat zeigt, daB eine solche Charakterisierung auch

fiir IP-Rdume moglich ist.
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Satz 3.10 Fiir einen n -dimensionalen IP-Raum S und f € Cla,b]\ S sind

dquivalent:

(i) JeU(s).

i s existiert cine beste Approximation s; von mit:
pp !

A(f = 8f) ez n+ 1, (3.21)
A(f = $) Nargy) > Mo + ..+ +1 firalle1 < j <k, (3.22)
A(f—-Sf) |[z.~,b]2 ml++mk+1 firallel <:<k, (323)

A =) ma > it A mi —r+ 1 fiiralle 1l <i<j <k (3.24)

Beweis: Nach Satz 3.9ist f € (S‘) dquivalent zu folgender Aussage:

[2s gibt cine beste Approximation s; € § von f, so daf fir alle Umgebungen U von
L(f — sy) es kein nicht-triviales s € §1gibt mit (f(t) — sp(t))s(t) > 0 firalle t e U.

Dies ist nach Lemma 3.6 dquivalent zu:!

s gibt cine beste Approximation sy € S von f,so dafB fiir alle Umgebungen U von

L(f - sy) die Aussagen (3.8) - (3.11) mit T = U und o =sgn(f — sy) gelten.

Wegen der Stetigkeit von sgn(f—sy) in den Punkten aus E(f—sy) erhalten wir hieraus

die Aquivalenz zu (ii). ¢

Nirnberger & Singer [10] verwenden in %hrer Charakterisierung eindeutig bester Approxi-
mationen aus polynomialen Splinerdumen den Begriff der "Flachheit” der Fehlerfunktion.
Dicses Resultat wurde von Niirnberger, Schumaker, Sommer & StrauB [9] auf verallge-
meinerte tschebyscheffsche Splinerdume (die wir in §4 definieren werden) erweitert. Unser
Ziel ist es, ein vergleichbares Ergebnis’fiir IP-Rdume zu erhalten. Dazu bendtigen wir

einen Begriff aus [9]. |
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Definition 3.11 Es seien f, g € Cla,b], a <z <b (bzw. a <z <b), und es
gebe cin € > 0 mit g(¢) # g(z) firalle z <t < z+e€ (bzw. z—€ <t < z). Wir sagen,

[ istin z fach von rechts (bzw. von links) bzgl. g, falls

=0 (bzw. liminf If2) = JIOF_ g ).

—z— [g(z) - g(¢)]

Um die Situation fiir [P-Ridume zu beleuchten, betrachten wir zunichst das folgende

Beispiel.

Beispiel 3.12 Wir untersuchen den Raum S C C[-1,7r] mit A = {0} und
s li—1.0€ span{l}, s |~ € span{l, tsint, tcost} fir alle s € S. Nach Zielke [15] ist
span{l. tsint, tcost} ein tschebyscheffscher Raum auf [0,7], und damit ist S ein ver-
allgemeinerter Splineraum, der stetig aus tschebyscheffschen Riumen zusammengesetzt
ist. also nach {7} ein IP-Raum. (Die Interlacing Property kann man hier auch miihelos

direkt nachprifen.)

Wir betrachten nun die Funktion f gegeben durch f(—1)= f(2):=1, f(t):=tsint-1

fir 0<t <1, f(r):= -1 und die ansonsten linear ist.

1.5

. $9

51
Offenbar ist die Nullfunktion eine beste Approximation von f aus S und eindeutig
beste Approximation von f aufl [-1,0].

Wir setzen sq(t) := ;—t+ cost und s9(¢) := %t+ sint (wobei t; die sogenannte “abge-

brochene Potenz” ist, d.h. ¢, = max{t,0} ) und erhalten damit S, = span{s;,s;} .
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Sei s 1= a8 + a8y eine beste Approximation von f aus §. Dann folgt
T
L= A= 17 = ol 2 1) = sl = | = L+ D]
und damit a; > 0.

Falls «; > 0 erhalten wir ein positives, nahe bei 0 liegendes ¢ mit
() = s > 1= |If - sl

(denn [ und s, sind in 0 flach von rechts bzgl. sy ), ein Widerspruch. Also gilt

ay = 0, und wegen
L=|f—=sl >|f(2)—s(2)] = |1 — asin 2|
folgt wy > 0.

Umgekehrt sind alle Funktionen azs; mit a; > 0 und hinreichend kleinem |a3| offen-
bar beste Approximationen von f aus §. Also ist die beste Approximation von f aus
S nicht eindeutig bestimmt, obwohl f in 0 flach von rechts ist bzgl. der in 0 ”steil-
sten” Funktion aus &§ ;. Damit ist eine direkte Verallgemeinerung des oben erwihnten

Resultats aus [9] auf [P-Raume nicht moglich.

Andert man f lokal um 7 so ab, da$ f flach von links bzgl. s» ist, so gilt fir alle
a > 0 lokal

|f(t) — asy(t)] > 1,

d.h., die Nullfunktion ist eindeutig beste Approximation von f aus S§. Also hangt
eine Charakterisierung eindeutig bester Approximationen auch vom Verhalten der Feh-

lerfunktion um 7 ab.

Zusammenfassend 4Bt sich sagen: Eine Charakterisierung eindeutig bester Approxima-
tionen allein mit Hilfe von alternierenden Extremalpunkten und der Flachheit an gewissen
inneren Knoten wie im Fall der polynomialen und der verallgemeinerten tschebyschefi-
schen Splines’ ist {ir IP-Rdume nicht mdglich. Wir beginnen unsere Charakterisierung

mit zwel Lemmata.
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Lemma 3.13 Seien [, s, s;€Cla,b] und a <ty <b mit tg € E(f - sy).
(i) Gelte s(to) = sp(to). Existiert ein ¢ >0 mit
(f(8) = s5(8))(s(t) — s4(2)) < O (3.25)

firalle tg <t <ty+¢€ (bzw. to—€e <t < ty) und ist f— sy in ty flach von

rechts (bzw. flach von links) bzgl. s — s;, so gibt es ein © € (t,t0 + €) (baw. .

te (ty — €,tg) ) mit
L&) = s} > If = sgll-

(ii)  Gelte s(ly) = 0. Existiert ein € > 0 mit
(f(2) —sp(1))s(t) < O (3.26)

firalle tg <t <ty+e (baw. {g—e <t < to ) und ist f —s; in to nicht flach

von rechts (bzw. flach von links) bzgl. s, so gibt es ¢g > 0 und ag > 0 mit

|f(2) = (sp(t) + as())| < || — s/l

fiiralle 0 < a < ag und tg <t <tog+e (bzw. 1y —eg <1< 1o ).

Beweis:  (i): Da [~ s, flach von rechts bzgl. s — s ist, gibt es ein { € (to,t0 + €)
mit
(f(t0) = s1(t0)) = (S(E) = s,(D))] < I(s(to) = 57(t0)) = (s(F) — s (1))]
= 1s(2) - s,().
Nach (3.25) kann f —s; in (t,%o + €) keine Nullstelle besitzen, und damit folgt wegen
to € E(f—sy),daB |f(to) — s7(to)| > 0. Dies impliziert mit (3.25)

(3.27)

sgn(f(1) — s;(2)) = sgn(f(to) — s¢(to)). (3.28)

lalls ( € E(f — s;), folgt aus (3.25)

[/(2) = s(D)] = [(f(2) = s5(8)) = (s(E) = s7(D))]
= [f(1) = s,(D] + [s(2) — s 4(D)]
= |If = spll + 1s(t) = s7(D)]
> || f = sqll-
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Im Fall t ¢ E(f~ s;) folgt aus &y € E(f - s;)

sen (((8) = (D) = (f(to) = 5(t0))) = — sgn(/ (ko) — 5(t0))
und damit nach (3.25), (3.27) und (3.28)

[J(0) = s(D)] = [(f(1) = s7(£)) = (f(to) — s¢(ta)) ~ (s(T) = s5(1)) + (f(to) — s5(t0))l
= |f(to) — s7(to)l + Is(8) = s;(D)] = [(f(£) = s4(£)) = (f(t0) = s¢(t0))]
> | f(to) = sp(to)] = |If = s¢ll.

(ii): Da f— sy in to nicht flach von rechts bzgl. s ist, gibt es ap,é > 0 mit

[(f(t0) = s(t0)) = (F(8) = s ()] 2 als(to) = s()| = als(0) (3.29)

fiiralle 0 <o <ap, o <t<tlyg+é. Wieim Beweis von (i) schlieflen wir

sgn(f(t) — s(t)) = sgn(f(to) — s5(%0)) (3.30)

fir alle t € (¢o,t0 + ¢) und erhalten hieraus wegen to € E(f — sy)

(f(t) = sp(t)) = (f(to) = s7(to))] < [f(to) = s7(t0)] (3.31)

fiir alle ¢ € (ty,lo+¢). Nach (3.29) und (3.30) gilt ¢t & L([J—sy) fiiralle ¢ € (Lo,l +¢0)
mit ¢ := min{é, ¢} . Wie im Beweis von (i) folgt nun aus (3.26), (3.29), (3.30) und
(3.31), daB fiir alle ¢ € (ty,to +€) und 0 < a < g

1S(8) = (sp(0) + as()] = 1(f(1) = s7(£)) = (f(to) — s¢(l0)) — es(t) + (f(to) — s5(lo))]
= |f(to) = s5(to)] + als(t)] = [(f(£) = s7(2)) = (f(t0) — s 5(t0))]
<f(to) = sp(to)l = |If = 84l ©

Das folgende Resultat wurde im Fall polynomialer Splines von Niirnberger & Sommer

[11] bewiesen.

Lemma 3.14 Sind ein n -dimensionaler IP-Raum S und f € Cla,b]\' S gegeben,
so gibt es ein Teilintervall [z,,z;] von [a,b], so daB jede beste Approximation s von [

aus S sogar stark cindeutig beste Approximation von f auf [z;,z;] ist.
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Beweis: Da § nach Satz 2.8 schwach tschebyschefl ist, gibt es nach einem bekannten

Resultat von Jones & Karlowitz (3] eine beste Approximation s; von [ mit
Af = $) lagz n+ L.
Wir wahlen nun ein Teilintervall [z;,z,] von [a,b] mit
A(f = 81) ligy 2,12 mis + 1 und A(f = $1) lizp 20 S Mprg (3.32)
lir jedes echte Teilintervall [2,.2,] C [z, 2,].

Falls sy |z, z,) nicht stark eindeutig beste Approximation von f aus &;; ist, existiert

nach Satz 3.7 eine nicht-triviale Funktion s € §; ; mit
(f(1)—sp(t))s(t) >0 firalle t € E(f —s7)N[zi,25].
[tieraus folgt mit (3.32)

SACS) Nz, 2, 1nE(f=s5) 2 Mg + 1

und

SA(s) l[r,,,a:q]ﬂE(/—s,) < Npyg

fur jedes echte Teilintervall [z,,z4] C [z;,z;]. Da S;; nach den Sitzen 2.8 und 2.10
schwach tschebyscheff ist, schlieBen wir mit Lemma 3.4, dafi s =0 auf [z;,z,], ein

Widerspruch. ¢

Wir geben nun eine Charakterisierung eindeutig bester Approximationen aus [P-Riumen.

Beispiel 3.12 zeigt, daB eine cinfachere Charakterisierung nicht méglich ist.

Satz 3.15 Fir einen n -dimensionalen IP-Raum S, f € Cla,b]\'S und s; € S

sind aquivalent:

(i) sy ist eindeutig beste Approximation von f aus S.
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(ii)  Es gelten (3.21) - (3.24) und zusétzlich:
Falls A(f—s7) l(z; 0)= mi+...+my fiirein 1 <1< k gilt, so existiert
zu jedem s € 8 \{0} mit (f(t)—s;(t))s(t) >0 fiiralle t € E(f—sy)
ein { € E(f ~s;) und ein o € {—,+} mit folgenden Eigenschaften:
(a) s(i)=0.

(3.33)
(B) Esgibtein € >0 mit (f(1)—ss(t))s(t) <0 fiir alle
te (t:—_ e,t), falls o= —;
(t,t+¢€), fallso =+,
(v) f—s; istin t flach bzgl. s von links, = falls o = = |
! rechts, falls o = +. ) |
Falls A( = $¢) llag;)= Mo+ ...+ mj_y fiirein 1 <5 <k gilt, so
existiert zu jedem s € S, \ {0} mit (f(t) — s;(t))s(t) > 0 fir 3 34)
alle t € E(f~s;) ein t € E(f—s;) und ein 0 € {—,+} mit den '
Eigenschaften (« ) - (v ) aus (3.33).
Falls A(f — Sf) |(r,,.1;,-)§ mi+...+mj_; —r1j firl<i<j<k g“t,
so existiert zu jedem s € (Sg'iﬂS?'kH)\{O} mit (f(t)—ss(t))s(t) >0 (3.35)
3.35

firalle t € EX(f~sy) ein t € E(f~s;) und ein o € {—,+} mit den
Ligenschaften (« ) - (v ) aus (3.33).

Beweis: = (i) = (ii): (3.21) - (3.24) gelten nach Satz 3.10.

Angenommen, (3.33) gilt nicht. Sei also s € &5, \ {0} mit (f(t) — s;(t))s(t) > 0 fiir
alle t € E(f — s;) so gewihlt, daB kein ¢ wie in (3.33) existiert. Da jede nicht-triviale
Funktion eines tschebyscheffschen Raumes nur endlich viele Nullstellen haben kann, gilt

fiir alle { € E(f — ss) eine der drei Aussagen:
(a) s()#0,d.h (f(F) - sp(1))s(f) > 0.
(B8) Esgibtein ¢ >0 mit (f(t)—ss(¢))s(t) >0 fiiralle t € ({ —€,{ + €) N [a,b] .

() Falls ein ¢ > 0 existiert mit (f(£) — s,(¢))s(t) < 0 fiir alle ¢ € (£ — ¢,{) (bzw.
tE€(t,t+¢€)), soist f— sy in ¢ nicht flach bzgl. s von links (bzw. rechts).
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Nach Lemma 3.13, (i) existiert eine in [a,b] offene Umgebung U von E(f - s;) und
ein g > 0 mit

F(1) = (s5(0) + as()] < 1S = s/ (3.36)
fiir alle 0 < a < ag und t € U.
Da {a,b)\ U kompakt ist, existiert ein K > 0 mit

() = sp(Ol <N f = ssll - K (3.37)
fiir alle ¢ € [a,b]\ U . Setzen wir nun « := min{ay, H[?(ﬂ} , so folgt aus (3.37)
1/(8) = (s4(2) + as(t))] < 1F(2) = s(t)] + efs(1)]
SNf=ssll - K+ K =]f - s

fir alle ¢ € [a,b]\ U, und wegen (3.36) gilt diese Aussage auch fiir alle t € U, d.h.,
sy + as ist beste Approximation von f im Widerspruch zur Eindeutigkeit von Sy

(3.34) und (3.35) zeigt man analog.

(ii) = (i): Wegen (3.21) und Satz 3.2 ist s; beste Approximation von f. Wir nehmen
nun an, daB s # s; ebenfalls eine beste Approximation von [ aus § ist. Dann gilt

offenbar

(f(8) = sp())(s(t) = sf(8)) 20 firalle te E(f-sy) (3.38)

(soust gilt |/(2) = ()] = [(S(£) = 54(2)) = (s(t) = s,())] = |F(£) = s ()] + [s(t) = s ()] >
7(1) = 5,01 = If = 54l = If = s]l, ein Widerspruch).

Nach Lemma 3.14 existiert ein Intervall [z;,z;] mit s = s; auf [z;,z;]. Sei 0.B.d.A.
{zi,2;] maximal mit dieser Eigenschaft gewihlt. Wegen s # sy gilt [zi,z;] # [a,0].
Wir nehmen 0.B.d.A. j < £+ 1 an und unterscheiden zwei Fille.

Fall 1: s — sy besitzt nur endlich viele Nullstellen in [z;,b].

Wegen (3.23) gilt
A(Sf - .s‘f) I[Iyyblz mj+ ...+ mye + L.

Falls A(f = sf) [z, 52 mj + ...+ me + 1 so folgt nach (3.38',)

SA(s — .Sj) |(x,~,b]2 m;+ ...+ mg+ 1,
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d.h., nach Lemma 3.5, (ii) existiert ein Teilintervall von [z;,b] mit s = s; auf diesem

Teilintervall, ein Widerspruch zur Voraussetzung dieses [alles. Also gilt
A(f—-Sf)](z,.”b]Z my+ ...+ M. (339)

Wir definieren nun § durch

(1) = sy(t), fallst < zj;

T ) s(t),  falls t > zj.
Wegen s = s; auf [z;_y,z;] und Korellar 2.13 folgt § € §. Offenbar bleibt (3.38)
richtig, wenn man s durch § ersetzt, und wegen & —s; € S\ {0} existiert zu §—s;

ein { wie in (3.33).

Natiirlich gilt ¢ € [z;,b] und im Fall 7= zj auch 0 = +. In jedem Fall folgt aus

Lemma 3.13, (i) die Existenz eines t* € (z;,b6] mit
1S = spll < 1F@7) = 30) = | f(27) = s(27)1,
d.h., s ist nicht beste Approximation von [, ein Widerspruch.

Fall 2: Es gibt ein Intervall {z,,z,],s0dal j <p, s =s; auf [z,,2,] und s — sy
nur endlich viele Nullstellen in [z;,z,] besitzt. (Dies ist wegen der Maxima-

litdt von [z;,z;] der verbleibende Fall.)

Dicsen Fall beweist man analog unter Benutzung von (3.35) und Lemma 3.5, (iv). ¢

Satz 3.15 charakterisiert eindeutig beste Approximationen aus IP-Rdumen mit Hilfe von
alternierenden Lixtremalpunkten und einer Flachheitsbedingung der Fehlerfunktion an
cinem nicht naher spezifizierten Punkt. Wie Beispiel 3.12 zeigt, ist bei IP-Rdumen eine
Charakterisierung nur mit Alternantenbeidingungen und der I'lachheit an gewissen inhe-
ren Knoten (wie im Fall polynomialer und verallgemecinerter tschebyscheffscher Splines)

nicht moglich. Man kann jedoch mit diesen Hilfsmitteln notwendige Bedingungen und

hinreichende Bedingungen fiir eindeutig beste Approximationen aus IP-Rdumen erhalten.

\
Wir formulieren zunédchst die notwendigen Bedingungen.
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Korollar 3.16 Seien & ein n - dimensionaler IP-Raum und s; € S die eindeutig
heste Approximation von [ € Cla,b] \' & aus S. Dann gelten (3.21) - (3.24) und

zusatzlich:

@

Gilt A(f—sy) [(1..:,,]: mi+...+me >0 firein 1 < i<k, so existiert

3.40
ein s € 8§ ;,s0daB [~ s; in z; flach von rechts bzgl. s ist. ( )
Gilt A(f = $¢) ljaz,)= Mo+ ...+ mj_; > 0 firein 1 < j <k, so
existiert ein s € S?.,H_l ,sodafl f — sy in z; flach von links bzgl. s (3.41)
ist.
Gilt A(f =) (e = Mit cc4mj_y~1;>0 fir L<i<j<k,
so existiert ein s € §3,NS%, |, sodaBl f~s; in z; fach von rechts} (3.42)
bzgl. s oderin z, flach von links bzgl. s ist.
Gilt A(f—<ﬁf) I(I..I,]: mi+...+mj, —r; >0 firl <i<j<k,
so existiert ein s € 8§ ;N S?,k+1 ,soda f— sy in z; flach von recbts} (3.43)
bzgl. s ist.
Gilt A(f~5sf)liziep=mi+...+mjoy —7r; >0 fir 1<i<j<k,
s0 existiert ein s € 8 ;N S?,k+1 ,s0dal f—s; in z; flach von 1in1(s} (3.44)
hzgl. s Ist.

Beweis: (3.21) - (3.24) gelten nach Satz 3.10. Wir zeigen nun (3.40).
Gilt ACS = s7) [(zo5y= mi + ...+ mg > 0, so existieren eindeutig bestimmte Mengen

Pyyoo T mit =g+ 000+ my,
“
E(f=sp)n(zib]= T
v=1

und £, < tupr, sgn(f(t) — sp(t)) = —sgn(f(tusr) — ss(t,yy)) fiir alle ¢, € T, ,

lyy1 € Tyyy und v =1,...,u — | . Wir wahlen nun Zyy.0., 2,1 Mmit
max T, < z, < min T, 4,

fur alle v = 1,...,u0~ 1 und setzen 2y :=a, 2z, := b. Nach Lemma 2.9 und Lemma

3.3 existiert ein nicht-triviales s € §§; mit

T(=1)s() >0 fir te [z,,_l,z‘l,], v=1,...,u,
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i

b

wobei 7 :=sgn(f(t;) - s/(¢;)) und ¢; ;= min Ty .

Nach Satz 3.15 existieren { und ¢ € “{—,+} mit den Eigenschaften (@) - (y) aus
(3.33). Offenbar folgt 1 = z; und o = 4. Dies beweist (3.40), und der Beweis von
(3.41) - (3.44) verlauft analog. ¢

Als Korollar zum Beweis von Satz 3.15 .ergeben sich hinreichende Bedingungen fiir ein-

deutig beste Approximationen aus IP-Raumen.

Korollar 3.17 Seien S ein n -dimensionaler IP-Raum, f € C[a,b]\'S und neben
(3.21) - (3.24) noch folgende Bedingungen erfiillt:

Falls A(f = s7) lziy= mi + ...+ my firein 1 <i <k gilt, soist ( )
3.45
[ — sy in z; flach von rechts bzgl. allen s € S§;\ 8¢y, -
Falls A(f = s¢) ljaz;)= Mo+ ... +mj_y fiirein 1< j <k gilt, soist
3.46
f— sy in z; flach von links bzgl. allen s € 89,  \S?_| 4y - (3.46)
Falls A(f = s7) l(z,,2,)= mi + coottmiop =y fir 1 <1< j <k, s0
gilt fiir alle s € (8§, N STy I\ (881 UST 4ir) (3.47)
[ — sy ist in z; flach von rechts bzgl. s oder in z; flach von links .
bzgl. s . |
Falls A(f — s7) ](:.,x,]: m;+...4mj_y—r; firl <i<j<k,so
ist f—sy in z; flach von rechts bzgl. allen (3.48)
S € (S0 NSk )\ (88,41 USY ) 4i1) -
Falls A(f—57) lzyepy=mi+...+mj_y —7r; fir 1<i<j<k,so
ist f— sy in z; flach von links bzgl. allen (3.49)
S E(SGi N ST ki) \(S8,ix1 VS k1) -

Dann ist sy eindeutig beste Approxim[a.tion von f aus §.
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Beweis: Wir gehen dhnlich wie im Beweis von Satz 3.185, (ii) = (i) vor. Fall 1 fiihrt
man genau wie dort zum Widerspruch, denn Lemma 3.13, (i) ist wegen Lemma 3.5, (ii)
und (3.45) anwendbar. Wir zeigen nun Fall 2. Setzen wir p:=m;+...+m,_; —7,, 50

gilt wegen (3.24), daB A(f - s7) [(z; 2, )2 £+ 1.

Falls A(f - sy) l(z;.c,)> 1+ 1 gilt, folgt aus (3.38), daB SA(s — sy) l(zj,2,)> B+ 1,
und damit existiert nach Lemma 3.5, (iv) ein Teilintervall von (z;,z,] mit s = s; auf

diesem Teilintervall, ein Widerspruch.

Wir betrachten nun den Fall A(f - s;) l(z;,2,)= #. Gilt zusitzlich A(f ~ s¢) |z, ,)=
1+ 2. so folgt nach (3.38), Lemma 3.5, (iv) und (3.47), daf§ Lemma 3.13, (i) anwendbar
ist, ein Widerspruch. Im Fall A(f - s;) |iz,,z,)= # + 1 nehmen wir 0.B.d.A. A(f —
$7) l(z,,z,)= # an und kénnen in diesem Fall das Lemma 3.13, (i) wegen (3.38), Lemma

3.5, (iv) und (3.48) anwenden.

Im verbleibenden Fall A(f~sy) |z, 5,)=p#—1 ergibt sich der gewiinschte Widerspruch
aus (3.48) und (3.49). ¢ '

Aus Korollar 3.16 und Korollar 3.17 ergibt sich im Fall polynomialer Splinerdume mit
einfachen Knoten die bekannte Charakterisierung eindeutig bester Approximationen in

diesen Riumen aus Niirnberger & Singer [10] (siehe auch [6], 11, Satz 4.6).

§4 Verallgemeinerte tschebyscheffsche Splineraume

In diesem Abschnitt untersuchen wir verallgemeinerte tschebyscheffsche Splinerdume,
die in Niirnberger, Schumaker, Sommer & Strauf [8] eingefiihrt wurden. Diese Riume
wurden in einer solchen Allgemeinheit definiert, da die Theorie aus [7] nicht direkt an-
wendbar ist. Daher zeigen wir zunichst einige Aussagen iiber Interpolation in solchen
Raumen und die Dimension von gewissen Teilrdumen. Schlieilich beweisen wir ein Resul-
tat iiber die Eindeutigkeit bester Approximationen, das fiir polynomiale Splines bereits

in Berens & Niirnberger [2] enthalten ist.
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Wir beginnen mit der Definition der hier relevanten Riume. Flir gegebene positive

Funktionen w; € C™ '[a,b], i = L...,m definieren wir
u(z) = wi(z),
we) = wi(2) [ walss)ds,
(4.1)

Sm—1

Um(z) = wl(l')/rwz(sz)]?--- / We (8m )dSm ... ds2.

Karlin & Studden [4] zeigten, daB diese Funktionen ein erweitertes vollstindiges Tsche-

byscheff-System bilden. Wir setzen U := span{uy,...,um} .

Sei nun A := {z; f°=l mit a =19 < 7 < ... < Ty < Tk = b eine Partition des
\

[ntervalls [a,b] in Teilintervalle /[; := (z;,zi41), ¢=0,...,k -1 und Iy := [Tk, Tgq1].

Ferner seien N := (ng,...,nx) und ‘R := (ry,...,7¢) Vektoren ganzer Zahlen mit

0<n;, <£€m, i =0,....,k und 0 < 7r; < n;, ¢ = 1,...,k. SchlieBlich setzen wir

Ui :=span{uy,..., un, }.

Definition 4.1 Sind &, N, R und A wie oben gegeben, so heifit die Menge
S(UN;R;A) = {s:[a,b] — R; s|rel;, i=0,...,k und
|
D’ 's(zi) = DI s(zy), f= 1,0, i=1,...,k}

ein verallgemeinerter tschebyscheffscher Splineraum (VTS-Raum).

Die Teilsticke der Splinefunktionen stammen also aus gewissen ”Abschnitten” eines fi-

xierten Raumes und sind durch Differenzierbarkeitsbedingungen an den Knoten mitein-

ander verkniipft. Die Zahl »; gibt hierbei die Anzahl der Verkniipfungen von s|;_, zu
s 1y, an. In obiger Definition wird lediglich r; < n; gefordert, wobel n; die Dimension
des aul [; zugrundeliegenden Raumes 3ist. Insbesondere ist n;_; > r; moglich, d.h., ein
verallgemeinerter tschebyscheffscher SPUneraum ist kein verallgemeinerter Splineraum

im Sinne von Definition 2.1. Die Resultate aus §2 sind daher nicht anwendbar.

Der folgende Satz aus 8] gibt Auskunft iiber die Dimension von VTS-Riumen. Wie in
§2 setzen wir m; 1= n; — 7y firalle ¢ = 1,...,k und n,; := dim S ’[z'.',z',-) flir einen

VTS-Raum & und 0<i<j<k+1.
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Satz 4.2 In einem VTS-Raum § gilt die Dimensionsformel

dimS =ng+my + ...+ myg. (4.2)

Die Dimensionsformel (2.28) ist im allgemeinen in VTS-Riumen nicht richtig, wie das

folgende einfache Beispiel zeigt.

Beispiel 4.3 In einem VTS-Raum & mit k=ng=1, r, =2 und n, =3 gilt

Ny2 = dim S I[rl'z,‘,ls dim$ = 1+43-2=2<3= ny.

Unser Ziel ist es, ein (2.28) in VTS-Riumen entsprechendes Resultat zu beweisen. Wir
definieren zunichst einen VTS-Raum auf einem Teilintervall von [a,b], der als Dimension

die Zahl auf der rechten Scite der Gleichung (2.28) besitzt.

Definition 4.4 Sei § = S(U;N;R;A) ein VTS-Raum. Fiir 0<i< j<k+1
bezeichnen wir mit
Sii 1= SWU N3 Ri 53 A 5) (4.3)
den VTS-Raum aufl {zy,z;] mit A ; := (Ris..smio1), Rij = (rig1,...,7j—1) und
Ay o= (xigr,. .. 1) . Weiterhin setzen wir
ﬁi,j := dim gi,j- (44)
Bemerkung 4.5 Nach Satz 4.2 gilt
ﬁ,',j =ni+mipr+ ...+ my. (45)

Man erhalt eine Einbettung von S liz,,z,) in 3‘,3]- ; indem man jede Funktion s € S |z, )
in z; stetig fortsetzt, d.h.
nij <7y : (4.6)
[m Fall : =0 gilt
no; =dimS |zz,)=dimSy,; =R,  firalle j=1,....k+1, (4.7)

d.h..in diesem Fall bleibt (2.28) richtig.

Wesentliches Hilfsmittel unserer Untersuchungen von VT'S-Riumen ist ein Resultat aus

(8], das eine obere Schranke fiir die Anzahl der Nullstellen in VTS-Riumen angibt. Wir

definieren dazu zunachst die Zéitheise der Nullstellen.
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Definition 4.6 Seien S ein VTS-Raum und s € S.

(i)  Isolierte Nullstelle:  Seien
s(t=) = D_s(t)= ... = D'"'s(t) = 0 # D' s(t)

s(t+) = Dys(t) = ... = DT Vs(t) = 0 # DLs(t)

fir I,7 > 0 und s verschwinde in keinem Teilintervall von [a,b], das ¢ enthalt.

Setzen wir « := max{l,r}, so hat s eine isolierte Nullstelle in t der Vielfachheit

a + 1, falls o ungerade und s in ¢ nicht das Vorzeichen wechselt;

a+ 1, falls o gerade und s in t das Vorzeichen wechselt;
. {
a, sonst.

(ii)  Linksseitiges Endintervall: Seieh 0 < J<k+1,s(t)=0 firalle a <t < g
und s(t) # 0 firein z; <t < zj4;. Dannist [a,z;) eine Intervallnullstelle von

s der Vielfachheit z = nq ;.

(iti) Rechtsseitiges Endintervall: Seien 0 < i< k+1, s(t) =0 firalle z; <t <b
und s(¢) # 0 firein z;,_, <t < zi. Dann ist (z;,b] eine Intervallnullstelle von
s der Vielfachheit z = 1 x4, . |

|
(iv) Inneres Intervall: Seien 0 <i<j<k+1, s(t) =0 firalle z; <t < r; und

s(t1) # 0 # s(ty) firein z,_; € t; < z; und ein T; <ty < Tjpq. Setzen wir

a:=7;;,soist (z;,z,) eine Intervallnullstelle von s der Vielfachheit

a + 1, falls o ungerade und s nicht das Vorzeichen wechselt;
a, sonst.

{a +1, falls o gerade und s das Vorzeichen wechselt;
['iir einen Spline s € S schreiben wir 25(3) fir die (vom Raum & abhiangige) Anzahl

der Nullstellen von s. Damit ergibt sich der folgende Satz aus [8].

Satz 4.7 In einem n—dimensiori'lalen VTS-Raum & gilt fiir jedes nicht-triviale
s€S
Z3(s) < n - 1. (4.8)
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Wie schon in [8] angemerkt wurde, erhilt man als Korollar zu diesem Satz, da$ jeder
VTS-Raum, der nur aus stetigen Funktionen besteht (d.h. r; > 1 fiiralle 1 =1,....k ),
schwach tschebyscheff ist. (Dies gilt nicht nach [8], Korollar 3.7, da ein VTS-Raum aus
Definition 4.1 kein verallgemeinerter Splineraum im Sinne von Definition 2.1 ist und

daher Satz 2.8 nicht angewendet werden kann.)
Korollar 4.8 Jeder VTS-Raum S C Cl[a,b] ist schwach tschebyscheff.

Bewels: Angenommen, es existiert ein s € § mit n = dim S Vorzeichenwechseln,

d.h.,es gibt 2; < ... < z,4; mit
s(z)s8(2,01) <0 fir v=1,...,n. (4.9)

Nach dem Zwischenwertsatz existiert eine Menge T = {t;,...,ln} mit t, € (zu,2u41)
und s(f,) =0 firalle v =1,...,n. Da s wegen (4.9) nicht trival ist, besitzt s nach
Satz 4.7 hochstens n — 1 Nullstellen, wenn diese gemaB Definition 4.6 gezahlt werden.

Also existiert ein Intervall [ mit
s(t)=10 firalle tel, (4.10)

das als 7 > 0 Nullstellen gezdhlt wird, und so dal I mindestens r + 1 Punkte aus T

enthilt.

Falls / cin linksseitiges Endintervall ist, folgt ¢; € T und damit z; € /, ein Widerspruch
zu (4.9) und (4.10).

Andernfalls erhalten wir aus Definition 4.6, da r > np > r, > 1 (wobei z, der linke
Endpunkt des Intervalls [ ist), d.h., T enthilt mindestens zwei Punkte aus T, etwa t,

und {4 . Dies impliziert aber z,4, € I, ein Widerspruch zu (4.9) und (4.10). ¢

Hermite-Interpolation ist cine Verallgemeinerung der Lagrange-Interploation in dem
Sinne. daB nicht nur Funktionswerte sondern auch noch Werte von bestimmten Ab-
leitungen interpoliert werden kénnen. Bei der Formulierung des Hermite-Interploations-
problems in [8] werden statt der Ableitungen die dem erweiterten vollstindigen T'sche-

byscheff-System (4.1) zugeordneten Differentialoperatoren L; verwendet, die wie folgt

definiert sind:
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Dof:=f und Dif =D(—), i=1,...,m (4.11)

sowie

Li = DiD,'_l‘...Do z':O,...,m. ' (412)

Nach Schumaker {12], (9.6) ist die Spezifikation der Differentialoperatoren Lo f(t),
Lif(t),..., L f(t) an einer Stelle ¢ dquivalent zur Vorgabe der Ableitungen an dieser

Stelle. Insbesondere besitzt eine Funktion u € span{ut,...,un} im Fall
|

'U,(t) = Llu(t) =...= Lz_lu(t) =0 # LZU(t)

eine z-fache Nullstelle.

f

Wir formulieren nun das Hermite-Interpolationsproblem.

Definition 4.9 Seien $ cin n -dimensionaler VTS-Raum, a < (; < <tn <b
und zy,...,2n gegebene reelle Zahlen., Weiterhin gelte fiir alle i = 1,...,n:
|
Aus z;_; <t; < z; folgt di < nj_y, (4.13)
wobel
di :=max{v; t; = ... =t,_,}. (4.14)

Das Hermite-Interpolationsproblem besteht darin, eine Funktion s € § zu finden mit
|

L} s(ti) = z;, i=1,...,n. (4.15)

Die Einschrankung (4.13) ist notwendig, da an s |7,_, nicht mehr Bedingungen gestellt
werden sollen als die Dimension des Raumes betragt, aus dem dieses Teilstiick des Splines
kommt. Das Hermite-Interpolationsproblem ist genau dann eindeutig l6sbar, wenn fiir

eine beliebige Basis s;,...,s, von S die Determinante
31 e 8 ;
D <51 t:) = det(L:;.sj(ti))ﬁ]-:1 (4.16)
i
nicht verschwindet.

Im lolgenden definieren wir das erweiterte Hermite-Interpolationsproblem aus {8].




Verallgemeinerte tschebyscheffsche Splineriume 33

Definition 4.10 Seien S ein n-dimensionaler VTS-Raum, zj,...,2, gegebene

reelle Zahlen und a < t; < ... <, < b Punkte mit zugehdrigen Vorzeichen 6,,...,6, €

{-,+}. Fir 1=1,...,n setzen wir
= {(/)J’ i‘zl)lrl;tt,- =z; firein 1 < j <k, (4.17)
und
di = {ma.x{u; ti=...=ti_,und 8, =...=6;_,}, falls 6; = +; (4.18)
pi+max{v; ty=...=t;y,und 6; = ... =6;,,}, falls§; = —
I’s gelten weiterhin die Einschrinkungen:
Aus ¢, éA U{zkyr} folgt 8, = +. (4.19)
Aus t; =z, flolgt 8, = —. (4.20)
Aus z;) <ty < z; folgt di < nj_y. (4.21)
Aus t; = z, folgt d; < {Zj_; Eﬁz z - i (4.22)
Aus 0; = + und 0,4, = — folgt t; < ;4. (4.23)
Aus 6; = — mit t; < 744, folgt die Existenz eines j > ¢
mit §; = + und ¢; = ¢;. (4.24)
Aus 0; = — und 0,4, = + folgt, daB fiir ein 7 gilt
ti=...=liyy;, =zjund b4 = ... =iy, = +. (4.25)

Das erweiterte Hermite-Interpolationsproblem besteht nun darin, eine Funktion s € S
zu finden mit

Li:s(ti) = & fir = I,...,n (426)

- Die Idee bei dieser Verallgemeinerung des Hermite-Interpolationsproblems besteht darin,
an den Knoten z; neben den rechtsseitigen Ableitungen (bis zur Ordnung n; — 1)
auch noch linksseitge Ableitungen der Ordnung r; und gréfler vorgeben zu kdnnen.
Bedingung (4.19) besagt, daf nur an den Knoten z; linksseitige Ableitungen spezifiziert

werden konnen, und nach den Bedingungen (4.24) - (4.25) ist dies nur méglich, wenn die

rechisseitigen Ableitungen bis zur Ordnung 7; — 1 bereits festgelegt sind.




34 Approximation it verallgemeinerten Splines

Die Bedingungen (4.21) - (4.22) entsprechen der Bedingung (4.13) des Hermite-Interpola-
tionsproblems, d.h., es sollen an ein Teilstiick des Splines nicht mehr Interpolationsbedin-
gungen gestellt werden als die Dimension des entsprechenden Teilraumes betrigt. Wegen
(4.20) kann man in b nur linksseitige Ableitungen vorgeben, und schlieBlich garantiert

(4.23), daB die Punkte in einer natiirlichen Ordnung sind.

Das veraligemeinerte Hermite-Interpolajtionsproblem (4.26) besitzt genau dann eine Lo-

sung, wenn fir eine beliebige Basis s,,...,s, von S die Determinante

S1 cee Sp

Dl ti o tn ] :=det((LE (L)) (4.27)
6 ... 6,
nicht verschwindet.
Der folgende Interpolationssatz wurde in [8] bewiesen.
Satz 4.11 Iiir eine beliebige Basis sy,...,s, eines VTS-Raumes S und Punkte

@<l <...< 1, <b mit den dazugehérigen Vorzeichen 6,,...,8, , die (4.19) - (4.25)

gentigen, sind dquivalent:

(i)

}Sl .
DYty ... tn | #0. (4.28)
6, ... 6,

(ii)  Fs gelten die folgenden drej Bedifngungen :

(@) tnon oy, ST <y, 41 fiiralle i =1,... k.

(B8) Gilt x;=1n, 41,50 folgt tny, 41 =...=tn, 41—y, und
ot e . (4.29)
+ = 9ﬂo_.+1 =...= 0n0"+1_r‘ .
N—n{ k41

(v) Gilt th_n,,,, =z, sofolgt 8 = -,
|
Da die in Satz 4.11 auftretenden Dimensionen n; x4, nicht bekannt sind (vgl. Beispiel
4.3), werden wir ein vergleichbares Resultat beweisen, bei denen diese Groflen durch die

. . ~ |
bekannten Dimensionen 7; 44, ersetzt werden.
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Satz 4.12 I'ir eine beliebige Basis sy,...,5, eines VTS-Raumes S und Punkte
a <ty < ... <t, £b mit den dazugehérigen Vorzeichen 8,,...,8, , die (4.19) - (4.25)

geniigen, ist (4.28) dquivalent zu den folgenden drei Bedingungen:

e { -~ Szy<ilyy 41 fliralle t=1,... k.
O,|+

"”'—nl,k*‘l
(8) Gilt 2; =lny, 4+, so lolgt bng 41 = oo = bng 41-r; und
(4.30)
+ = (7).,10'..*_1 =...= 0n0__+1_r‘ .
(v) Gilt b iy = Tis 0 folgt 9n_;;‘__‘k“ =—.

Beweis: (4.28) = (4.30): Wegen (4.6) gilt n; k41 < R; 441, d-h., Satz 4.11 impliziert

~ <t < zy,

N=n, gy — Tk

also (o). () gilt wegen Satz 4.11. Falls ¢ ~ = r;, so folgt

N—=T, k41

r, =t -~
=T k41

<z

S tn—n.‘k.,.l

und damit nach Satz 4.11, daB 0n—n:i.1 = — . Aus der Einschrinkung (4.23) erhalten
wir schliefilich 6 _~ = —, was den Beweis von (v ) beendet.

i k+1

(4.30) = (4.28): Angenommen, es gibt einen nicht-trivialen Spline s mit
Lés(t:)=0 fir i=1,...,n. (4.31)

Sei J = [z;,2;] ein maximales Teilintervall, so dafi s auf keinem Teilintervall von J

verschwindet und es kein ¢, in (z;,z;) gibt mit 8, = — . Gelte
Ly =g 41 =0 = bng +1 < bng 4141 S ... < l”—;;’kﬁ-l—?‘
' (4.32)
< ln—-/r;,.k.“—'hf—l =...= tn_;;j,k-fl =;

fir L. > 0.
Wir definicren § auf [z;,z;] durch

i s(t), falls t € [z;,2;);

s(t) := lim s(z), fallst =z,

I—’.‘L‘]—

and zahlen dic Nullstellen von § in dem Raum Si,; - Zunachst zeigen wir:

§ besitzt in z; eine mindestens 7; + [-fache Nullstelle, (4.33)
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wobei wir 7o = ry4; 1= 0 setzen.

Im Fall 7 =0 gilt wegen (4.31) und (4.32)

d.h., mit der Anmerkung vor Definition 4.9 folgt

Ds(z;) =0 ifiir v=0,...,1-1,

also ist (4.33) im Fall 7 = 0 richtig.
Falls 2 >0 und s =0 auf [z,_y,z], so folgt Ds(z;)=0 fir v=0,...,r; = 1.

Falls © > 0 und in r; cine linksseitige Ableitung spezifiziert wurde, erhalten wir aus

(4.31) und den Einschrankungen (4.24) - (4.25)
LEs(z,)=0 fir v=0,...,r; -1,

und s folgt wie oben D¥s(z;) = 0 fiir v =0,...,r; — 1. Damit ist (4.33) im Fall [ =0
bewiesen. Gilt schlieBlich [ > 0, so folgt wegen ( 8) und (4.31)

LEs(z) =0 fir v=0,...,7; +{-1,

also haben wir auch in diesem Fall D¥s(z;) =0 fir v =0,...,7; +{— 1. Dies beendet

den Beweis von (4.33).
Analog beweist man:

§ besitzt in z; eine mindestens r; + r-fache Nullstelle. (4.34)

Wegen (4.2), (4.5), (4.7) und (4.31) - (4.34) betrigt die Anzahl der Nullstellen von 3

mindestens

|
(R~ k41 =)= (o i+ )+ (ri+ )+ (rj+7)=ni+mip1 +...+mj_; =0, ; =dim §; ;.
Wegen 3§ # 0 ist dies ein Widerspruch "zu Satz 4.7. ¢
Als Korollar zu diesern Satz erhalten wir eine entsprechende Aussage iiber Lagrange-

Interpolation.

|
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Korollar 4.13 In einem n -dimensionalen VTS-Raum S C Cla,b] fir a < ¢, <
.. <ty < b dquivalent:
(i) t1y...,ln sind poised.

(i) ¢~ <y <tny g firi=1,... k.

=T k+1

Beweis: Wegen S C Cla,b] gilt r; > 0 fiiralle 1 = 1,...,k, und die Behauptung

folgt sofort aus Satz 4.12. ¢

Als Folgerung unseres Resultats iiber Hermite-Interpolation kénnen wir nun die Dimen-

sion der Teilrdume S |z, ;) eines VTS-Raumes S berechnen.

Satz 4.14 In einem VTS-Raum S gilt fiiralle 0 <1 < j < k+ 1 die Dimensions-
formel
n;; = ()rgllgi nyg. (435)

Insbesondere folgt ny, , = ny, ;. falls das Minimum in ly angenommen wird.

Beweis: Wir zeigen zunachst:
Jedes Element s € glw liflt sich zu einer Funktion aus §O,j fortsetzen. (4.36)

Wir wenden im Fall [y > 0 (sonst ist nichts zu zeigen) Satz 4.12 auf den Raum S\o'[o

an. Wegen der Minimalitit von I folgt 7y, ; < Ajy—q,; und damit
Tly S Nig—1 = Nig—1,l0»
d.holes gilt
no, — ﬁ10~1~10 < Mo, — Tl + 1.

Wegen dim 8y, = no,, crhalten wir hieraus mit Satz 4.12 ein sy € 8o, durch Inter-

polation an

: t"o,lo—rroﬁ-l == tno,lo = Ty,

mit

9”0,10"T10+1 == 9”0,10 ==
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und

L;u So(:t,,) = L;-VS(t,,)'

fir v =ngyy —m, +1,...,n0,, . Nach ider Anmerkung vor Definition 4.9 folgt
DY so(zy,) = D_‘;_s(:c,?) fir v=0,...,r, -1,
d.h., s setzt s nach [a,z,,) fort. Da'rinit ist (4.36) bewiesen.
Aus d(-z‘r Minimalitat von 7, ; folgt
N5 =45 < 0.

Also kann man nach Satz 4.12 im Raum 510,]- mit 7, ; Punkten, die grofler als =z,
sind, interpolieren und erhilt damit in (jer offensichtlichen Weise m := 7, ; Funktionen

Stly--+»Sm aus Sy ;, so daf

{Sl I[I,‘,z:,')v <y Sm I[r‘.-,z,-)}

lincar unabhingig ist.

Nach (1.36) sind diese Funktionen zu Funktionen §,...,3,, aus §0‘j fortsetzbar. Aus
|

< ong firalle | = 5,... & folgt bekamiterweise (sieche etwa Schumaker [12], §11) fir alle

v = 1,...,m die Fortsetzbarkeit von 3, “‘1411') zu einer Funktion aus &, also insgesamt

Ty g Z ?I’lo.]"
Da jedoch die Ungleichung n; ; < ny,; <7y, 5 klar ist, erhalten wir schlieBlich

Nij =Ny, = Ny @

Bemerkung 4.15 Liegt eine Situation wie in vorangegangenen Beweis vor, so
kann man eine cinseitige” Basis von Slo,j wie in Schumaker [12], §11.2 konstruieren.
Wegen der Dimensionsformel (4.35) erh!é'.lt man durch Einschrinkung der Basiselemente
auf [z;,z;) (bzw. [z;,Zk41] im Fall j = k+ 1) eine Basis des Raumes S lizi.z;) (bzw.
S i, im Fall 7 = k+ 1) und damit die lineare Unabhingigkeit dieser Elemente,

ka+l}

was je nach Wahl des Raumes S nicht’:immer offensichtlich ist.
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Wahlen wir z.B. k=2, ng =1, ny =ny3 =4 und r; =7 = 3, so folgt
dimS =3 = min 7;3 = na 3.
0<i<?

Also sind die Funktionen s$;, s, und s3 gegeben durch

‘?l(x) = 'LU]("E),

z 32 33
SQ(IE) = wl(z)/un(.s:g)/w3(33)/w4(54)d34...d32
I ] T
und
T 89 s3
sy(z) = wl(z‘)/wg(SQ)/11)3'(33)/U)4(s4)ds4 ... dsy

lincar unabhédngig auf [z,,z4].

Das folgende Resultat besagt insbesondere, dafl es auch in einem VTS-Raum S zu
ciner vorgegebenen l'unktion f € C[a,b] ein Knotenintervall gibt, auf dem alle besten

Approximationen von f aus S lbereinstimmen.
Lemma 4.16 In einem VTS-Raum S C Cla,b] gilt die Aussage von Lemma 3.14.

Beweis: Wir modifizieren den Beweis von Lemma 3.14 wie folgt. Das Intervall

{zi,z;] wird nun 50 gewahlt, dafl

A(f - ‘Sf) l[z‘.‘.:c,]z ai;j + 1

und
A(f - Sf) l[z,,,xq]s ﬁp»q

fiir jedes echte Teilintervall [z,,z,] C [z;,2;].

Nach Korollar 4.8 ist 5’,1 C Clzi,z;] als VTS-Raum schwach tschebyscheff, und wegen

Satz 4.12 kénnen wir weiter schlieBen wie im Beweis von Lemma 3.14. ¢

Wir formulieren nun das Hauptresultat dieses Abschnitts, das fiir polynomiale Splines

bereits in Berens & Niirnberger [2] enthalten ist.
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Satz 4.17 Seien ein VTS-Raum § C Cla,b] und f € Cla,b]\ S gegeben. Die
Menge der Punkte, aul der alle besten Appmximatiouen von f aus S iibereinstimmen,

ist die Vereinigung von Knotenintervallen.

Wir zerlegen den Beweis in mehrere Schritte.

Lemma 4.18 Seien § C Cla,b] ein VTS-Raum und s€ S§.

(i) Falls 0<i<k+1, s=0 auf (zi—1,2:] und ein t € [z;,2:41] mit s(t) # 0

existiert, so folgt n; > r;.

(i) Falls 0<j<k+1.s=10 auf (z;,2;41]) und ein t € [zj_1,z;] mit s(t) #0

existiert, so folgen nj gy = ﬁj"‘ﬂ und ny; >r; firalle 0 <l <j.

(iii) lalls 0 <i<j<k+1,s=0 auf [z,-_i,zi] Ulzj,2541] und ein t € [zj-y,z;]

mit s(t) # 0 existiert, so lolgt 7r!L,- +...4+mj_, —-1; >0.

Beweis: (i) ist klar. (ii): Wir wenden Satz 4.7 auf den Raum 3\,,]4_1 an.
s besitzt hochstens 7y ;41 — 1 Nullstellen, wobei das Intervall (z;,z;41] mit n; gezihlt
wird. Daraus folgt :

n; < — 1,
d.h. 7,5 > r; firalle 0 <! < j. Dies impliziert wegen
Nksr = (Reg = 75) + ke
und Satz 4.14, dafl
| ~
i k+1 = Ty k+1

also (ii). (iit): Wir zahlen die Nullst‘ellen von s im Raum §,~_1,j+1. Das Intervall
(£j,2541] wird mit n; gezdhlt, und ist / maximal gewdhlt mit s = 0 auf [ziz1, 2],
so zahlen wir das Intervall [z,_y,z;) mit @,_;;. Wegen n, > r, firalle v = 1,...,k

erhalten wir hieraus und aus Satz 4.7
Niop + 15 S+ ny <oy e — L

dbhomy+ .. +mioi—-1r;>0. O
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Die Rolle der sogenannten abgebrochenen Potenzen in polynomialen Splineraumen wird
in verallgemeinerten tschebyscheffschen Splineraumen im wesentlichen von den dem er-
weiterten vollstandigen Tschebyscheff-System (4.1) zugeordneten Greenschen Funktionen

ithbernommen, die wir nun definieren werden. Fir 1 < 7 < m seien

0, falls = < ;
9i(z:y) = wy(z) [ 'zz;-g(.wz)f... [ wi(s;)ds;...dsy, fallsz >y (4.37)
Y v y

und

Yy Yy Yy
wi(z) [wy(se) [ ... [ wj(s;)ds;...dsy, falls z <y;

gi(ziy) = (4.38)

$2 Sy—1

0, | falls z > y.

Mit Hilfe dieser Greenschen Funktionen kann man eine "lokale” Basis der Raume 58’1-

und SY ., erhalten (vgl. [12].§9.3 und [12], §11.2).

Lemma 4.19 In einem VTS-Raum § gelten fiir 0 < i< k+1
S(()),i |[a,r,+,): spa‘n{gr.'+1(' ;(E,‘),. .. 3gn.'(' ;IE,’)} (439)
und
S?,k+l i[r._,.b}: Spa-“{gr.+l(' i)y sﬁn._l(' ;:l:,')}. (4~40)

Wic im Beweis von (9], Satz 3.3 gezeigt wurde, sind die Greenschen Funktionen in gewisser

Weise geordnet,

Lemma 4.20 Seien 0 < ri < ny und gr 410 5Ti)y. .., gn, (- ;x;) die in (4.37)

definierten Greenschen Funktionen. Dann gilt

im 22 o e (4.41)
2=z + ¢ 41 (21 24)

Die analoge Aussage gilt fiir die in (4.38) definierten Funktionen g, d.h.

lim M—— = 0, l=ri+2,...,n;_1. (4.42)
e Gropi(2520)

Das nun folgende Resultat iibertragt Lemma 3.13, (i) auf eine speziellere Situation.
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Lemma 4.21 Seien § C Cla,b] ein VTS-Raum, f € Cla,b]\'S, s; beste Appro-
ximation von f aus S und s € §. Gel';te weiterhin 0 < i < k+1 (bzw. 0< j < k+1),
s = sy auf [zioy,2) (bzw. [zj,2541]1), zi € E(f —s;) (bzw. z; € E(f — s;)), sei
[ —sy in z; flach von rechts bzgl. g, +1 (bzw. in z; flach von links bzgl. gr;+1 ), und
es gebe ein ¢ > 0 mit
(F() = s /(D)(s(1) = 57(1)) < O (4.43)
firalle z; <t < z;y+¢ (bzw. z;—¢ <t < z;). Dann existiert ein t € (z;,z; +¢) (bzw.
L €(zj—¢z;)) mit

5@ = 5D > 1f = 51l

Insbesondere ist s nicht beste Approximation von f aus S .

Beweis: Wir zeigen zundchst die E)}(jstenz eines ¢ € (z;,z;+€) mit der gewiinschten
l'lig;(lrlscixaft. Aus (4.43) und Lemma 4.18, (i) folgt n; > r;, d.h., wir erhalten wegen

s =55 =0 auf [z,0,z;] und Lemma 4.19 eine Darstellung
(1) - S7(t) = arip1gri+1(ti2i) + .. + an gn, (t 25) (4.44)

fiir alle t € [zi,7441]. Wegen Lemma 4!.20 gibt es ein ¢; > 0 mit

Criti

2

lotr, +29r, +2(628) + .+ angn, (t20)] < |
|

gr.-+1(t§ri)l (4'45)

firalle wy <t < zi+e . Gelte o.B.d.A. ¢; < min{e,z,4, —2;}. Da f—sy in z; flach

von rechts bzgl. g, 41 ist, gibt es ein ¢ € (z;,z; + € ) mit

((f) = sp(2:)) = (S0 = s,(E)] < |75 gra (i), (4.46)
Nun folgt aus (4.43) - (4.46) i
|£() = s(D] = 1(£(0) = s5(D)) = (s(D) = s, (D))
= 17(0) = sp(D] 4 [s(D) = s,(0)]
=1f(8) = s (D] + lar419r,41(5Ti) + .. + an gn, (T 3:)]
2 1/(E) — s D14 172 g, ()]
> | f(z) — sy(zy)]
= =shll. |
Die Existenz cines [ € (z;— ¢, z;) zeigt man analog unter Verwendung von Lemma 4.18,

(i). ¢
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Bezeichnung 4.22 Fir einen VTS-Raum S C Cla,b] und f € Cla,b]\'S nennen
wir ein Intervall [ ein Eindeutigkeitsintervall bzgl. [, falls alle besten Approximationen

von f aus § auf [ identisch sind.

Wir geben nun hinreichende Bedingungen fiir ein Eindeutigkeitsintervall in VTS-Raumen

an.

Lemma 4.23 Seien § C Cla,b] ein VTS-Raum, f € Cla,b]\'S und s; eine beste
Approximation von f aus S. Das Intervall [z;,z;] enthdlt ein Eindeutigkeitsintervall

bzgl. [, falls eine der folgenden Bedingungen erfiillt ist:

(i) Es gilt:
A(f - ‘qf) I[I,,.’L‘,]Z ﬁi.j + L
(ii) Es gelten © > 0, [z;~y,x,] ist Eindeutigkeitsintervall bzgl. [ und -

AS =) @ z)2 mit . M+
fiirein i< j<k+1.
(iit) Es gelten j < k+ 1, [z;,z;4:] ist Eindeutigkeitsintervall bzgl. f und
A(f = s) llzizy> i+ o+ My + 1
fiirein 0 <1< j.

(iv) Es gelten 0 <1< j<k+1, [zio1,2;] und [z;,2;41) sind Eindeutigkeitsin-

tervalle bzgl. [ und

A(f_sf)’(r.,z,)z mi;+...+mj_, —r; + 1.

(v) Es gelten i > 0, [z;_y,z;] ist Eindeutigkeitsintervall bzgl. f, [ — Sy ist in

z; flach von rechts bzgl. ¢, +1 und

A(f—-l"’_f) I[I;.I,IZ m; + ... —+—m]~_1 + 1

firein i< j<k+1.
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(vi) Es gelten j < k+ 1, [z;,2j4.1] ist Eindeutigkeitsintervall bzgl. f, f— sy ist

in z; flach von links bzgl. g, 4, und
b

A(f - Sj) l[z;,z,]z m; + ...+ T?Lj_l + 1
firein 0 <1< 7j. .
|
(vii) Is gelten 0 <1< j<k+1, [zi1,2;) und [zj,2;41] sind Lindeutigkeitsin-

tervalle bzgl. f, f— sy istin z; flach von rechts bzgl. g+ und

A(f —sy) I[r,-ir,-)?. mi+...+mj_y —71;+ 1.

(viii) Es gelten 0 <1 < j < k+1, [z;-1,2;] und [zj,2z;4,] sind Eindeutigkeitsin-

tervalle bzgl. [, [ — s, ist in z; flach von links bzgl. g, 4+, und

A =sp) iz ey 2 mit o+ mi =1+ L

!

Beweis: (i} folgt sofort aus dem Beweis von Lemma 4.16.

Ist s beste Approximation von [, so folgt

(J(1) = sp(O)(s(t) = s7(1)) >0 firalle te E(f-sy) (4.47)

(sonst gilt |£(£) = s()] = |(£(1) = 5,()) = (s(2) = s ())] = | (1) = s1(1)] 4 [s(2) = s7(2)] >
718 = syl = |f = s7ll = Il = sl , ein| Widerspruch).

(it): Wir wahlen n,_, beliebige Punkte aus [z;_,z;] und bezeichnen diese Menge
mit Ty . Sei Ty C (z;,z;] eine Menge alternierender Extremalpunkte von f — sy der
Kardinalitdt m; + ... + m;_, + 1. Dann folgt |77 UT:| = 7;_;; + 1. Wir wihlen ein

Teilintervall [z,,2,] von [z;_;,z;] mit
(N uTy)Nlzp,ze]l 2 e+ 1 jund  [(ThUT2) N[220 < Aim (4.48)

fir jedes echte Teilintervall [u), ] C [zp,z4]. Wegen |T1| = n;y gilt [z,,24] #

[l‘i—n,Ii]~

Mit der inzwischen vertrauten Schluflweise erhalten wir aus (4.47), (4.48), Korollar 4.8,

Korollar 4.13 und Lemma 3.4, daB [z,,z,] ein Eindeutigkeitsintervall bzgl. [ ist.

!
|



Verallgemeinerte tschebyscheffsche Splinerdume 45

(iii): Falls [z;_,,z;] kein Eindeutigkeitsintervall bzgl. f iét, folgt aus Lemma 4.18, (ii),

daB n;; > r;,dh. m;+ ...+ m;-; >0, und wir kdnnen weiter schliefen wie in (ii).

(iv): Falls {z;_;,z;] kein Eindeutigkeitsintervall bzgl. f ist, wihlen wir ni-1 bzw. n;

beliebige Punkte aus [z;-,,2;] bzw. [zj,2;41] und fahren fort wie in (ii).

(v): Valls A(f = s¢) l(z,2,)2 mi + ...+ mj_y + 1, ist wegen (ii) nichts zu zeigen.
Andernfalls gibt es nach Lemma 4.21 fiir alle besten Approximationen s von f und alle

>0 ein t mit z; <{<z;+¢ und

(f(£) = s5(D))(s() = s4(1)) > 0.

Gelte 0.B.d.A. t < zy4y und (< ¢ firalle t € E(f—s;)N(z,2;]. Ferner sei { so nahe
bei x, gewahlt. daB (f(z;) = s/(z;))(f(t) — ss(¢)) > 0. Fiigen wir ¢ der Menge T, aus
dem Beweis von (ii) (die hier nur die Kardinalitit m; + ... + m;_; besitzt) hinzu, so
erhalten wir wie im Beweis von (ii) ein von der Wahl von s unabhingiges Teilintervall

l2p, 2y} mit s =5, aul [z,,2,], also ein Bindeutigkeitsintervall bzgl. f .
(vi) - (viil) beweist man analog zu (v). ¢
Das nun folgende Lemma enthilt cinen wesentlichen Teil des Beweises von Satz 4.17.

Lemma 4.24 Seien § C Cla,b] ein VTS-Raum, s; € S beste Approximation von
J€Cla.b]\S und T C E(f ~sy). Weiterhin gelten 0 < i< j< k+1,

m; > 0, (4.49)
mi+...+mj_; >0 firalle 1<!{<j, (4.50)
mi+...+mi_; —71; >0, (4.51)
und
A = $7) ligozyjnr Smi+ ...+ mjoq — 1, (4.52)
A(f = s1) liz, zgor S mi+ ...+ My firalle 1<l <j, (4.53)
A(f =5f) )z, )00 S T+ . 4 Wy firalle <1 <7, (4.54)

fl(f - Sf) |[1‘,,rq]ﬂT < ﬁp,q fur alle @ < p<g< j (455)
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i
Dann existiert ein s € S§ ;N Sj-) x+1 mit folgenden Eigenschaften:

(f(t) = sp(1))s(t) >0 firalle t€T N (z;,2;). (4.56)

Falls z; € T (baw. z; € T) gilt, éxistiert ein € >0 mit (4.57)
(f(t) —ss(t))s(t) > 0 firalle t € (zi,z; +€) (bzw. t € (zj —€,2;) ). '

In (zi,z;) besitzt s nur endlich viele Nullstellen, und diese kénnen so} ( )
4.58

gewahlt werden, dafl s(x) # 0 fiir ein fest vorgegebenes = € (z4,2;) .

Im lall v =0 bzw. j =k + 1 gelten die entsprechenden Analoga; falls etwa j = k + 1
gilt, so folgt aus (4.49), (4.53) fiir alle 1 <l <k+4+1 und (4.55) firalle i1 <p<qg<k+1
die Existenz eines s € 8§, mit (4.56) fiir alle t € TN (z,b], (4.57) und (4.58) fiir (z;,b].

Beweis: Wir zeigen den Fall 0 < i< j<k+1. Setzen wir
i
K= A(f - sf) |[.’r.,1‘,-]r"|Tv

und ¢, < tyqq, sgn(f{t,) — sp(t,)) = —sgn(f(tu41) — $s(ty41)) fir alle t, € T,,
tuyy € Tuyy und v'=1,...,u— 1. Weiterhin definieren wir ¢, := min{t; t € T,} und

too=max{t: t€T,} firalle v=1,...,u.

Fall 1: B=mi4 oo myoyp -7y

I'ur w=1,...,u— 1 setzen wir
¢, = max{q; ¢ >iund m; + ...+ mq_1 < v} (4.59)

und
poi=min{p; p<jund My + ...+ m;_; < p—v}, (4.60)

wobei max®:=1 und min{:= 5. Wir zeigen zunichst:
xiqu <t,ins (4.61)

ty < Zy,,
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v < Pu (4.63)

firalle v=1,...,u—-1.

Aus (4.59) erhalten wir m; + ... + mg, -1 < v, und damit enthélt [z;,z, ] nach (4.53)
hochstens v alternierende Extremalpunkte von f —s; aus T, d.h. z4, <1,,,. Ana-
log folgt nach (4.54) und (4.60), da [z, ,z;] hochstens m,, + ...+ mj; < p—v

alternierende Fxtremalpunkte von f —s; aus T besitzt, also ¢, < z,, .

Wegen m;+ ...+ mj_y =p+r; >p>v firalle v=1,...,u—1 gilt g, < j fiir alle
v . und analog haben wir wegen m; + ...+ m;_  =p+r;>pu>p—-v,dad : < p, fiir

alle v. Also ist (4.63) in den Fillen ¢, = ¢ und p, = j bewiesen. Andernfalls folgt

mi+...+mg . +Tp, +My, + . MG~ T
=mit+...+mg 1 +mp, + ... +mjo <vtp-—v=p,

woraus wir im Fall p, < ¢, schlielen, daB
Tp, + My, + ...+ mg, 1 <0,
cin Widerspruch. Dies beendet den Beweis von (4.61) - (4.63).
Daher konnen wir nun fir alle » = 1,..., 4 — 1 ein z, wahlen mit
max{l,,z,, } < z, < min{t,,,,z,, } (4.64)

und = g My :={z,...,2z,-1} fir ein fest vorgegeberies T € (z,z;). Wir wihlen nun
beliebige Mengen M, bzw. M3 von ng; bzw. 7,41 Punkten, die poised sind bzgl.

50‘, hzw. gj’k“ und behaupten:
Fir jedes z € (zy,2;)\ My ist M, := {z} UM; UM, U M, poised bzgl. S. (4.65)
Nach Korollar 4.13 geniligt es dazu zu zeigen:
Jedes Intervall [a,z,] enthilt hochstens ng, Punkte aus M, , (4.66)

und

jedes Intervall [z,,b] enthilt hochstens 7, x41 Punkte aus M, . (4.67)

Gilt v <t oder v > 7, s0ist (4.66) nach (4.51) und der Wahl von M, und M;; klar.



48 Approximation mit verallgemeinerten Splines

Im Fall 7 < v < j haben wir zu zeigen, dal m; 4+ ... +m,_; > 1 und
’M] ﬂ(zi,mu]|5m5+...+mu_1 - 1. (468)

Die erste Behauptung ist wegen (4.49) klar. Setzen wir m := m; + ...+ m,_; , so folgt
aus (4.59), daB v < ¢, (denn m; + ...+ m,_; < m, und g¢m ist das Maximum der
Indizes mit dieser Eigenschaft), also z, <z, < z, , und damit folgen (4.68) und (4.66).

|
Wegen (4.50) ist im Beweis von (4.67) wieder nur der Fall 7 < v < j von Interesse.
Setzen wir m = m, + ...+ mj., , so gilt nach (4.60), da8 p,_, < v, und damit folgt
\
Zp-m < x, aus (4.64). Also enthalt [z,,z;) hochstens (u—1) —(u-m) =m -1

Punkte aus M, , d.h. (4.67). Dies beendet den Beweis von (4.65).

Wir fixieren nun ein ¢ € (z;,2;) (bzw. { € (zi,z;) im Extremfall 4 = 1 ) und bezeichnen

mit s den nach (4.65) eindeutig bestimmten Spline aus S mit

s(t) =0 fir alle t € MU M, U[Mg und s(t) = sgn(f(t;) ~ s7(L,)) - (4.69)
Gemal der Wahl von M, und M; folgt s € Sg’i N S_(i),k+l' Da s nicht trivial ist,

crhalten wir aus (4.65) und (4.69), daf s in (zi,z;) nur die Dlemente von M; als
Nullstellen besitzt. Zdhlen wir nun die Nullstellen wie in Definition 4.6, so folgt aus Satz
1.7.dab jede Nullstelle aus M, ecine einF’ache Nullstelle ist, also nach Definition 4.6 einen
Vorzeichenwechsel besitzt. Damit geniigt s den Bedingungen (4.56) - (4.58), und der

Beweis von Fall 1 ist beendet.

Fall 2: O<p<mit+...+mj_y —r;.
|

Wir fiithren diesen Fall auf Fall 1 zuriick, indem wir einen VTS-Raum S* C S konstru-

ieren. der den Voraussetzungen von Fall 1 geniigt. Seien dazu
|
ay = max{l,max{v; t, < z,41}} fir i<p<j-1 (4.70)

und

ai.yi=p A+ (4.71)
l

Wir definieren nun rekursiv firalle t < p<j -1

ny = max {a; —(Mpyr+ ... +m,)}—(mi+...+m;_)+7p, (4.72)

p<v<y—1
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wobei m} i=ny —r fUiralle l=4,...,p—1.
Wir behaupten, da §* := S(U. A", R,A) mit

N™ = (nos oo s, R, Ny, Ty, )

ein VTS-Raum ist, der §* C S erfiillt und den Voraussetzungen von Fall 1 geniigt. Dazu

sind zu zeigen:

Rl > (dhom?>0), C(4.73)

n, 2> r, firalle p=1+1,...,7 -1, (4.74)

ny < ng firalle p=+,...,57-1, (4.75)

mi+...+mi_ -1 =p, (4.76)

mp+ .o+ mi >0 firalle : <1< j (wobel m} :=n} —r41), (4.77)
A(f = 89) gy g ST+ .o+ mp_y firalle i<!<j, (4.78)

Af = sp) iz e o S+ + mj_y firalle i<{<j (4.79)

und
1([—‘«!) I[J.‘,,.J:q]nT S ‘II‘;-*-YTI.;*_‘ ++m;_1 fUI' d.“e ! <p< q<] (4.80)
Nach (1.70) gilt af > 1, also folgt aus (4.72),daB n7 > L+ r; > r;, d.h. (4.73).

Wir zeigen nun (4.74). Aus (4.72) folgt

*

oy =a;=(mp+...+m)—(mi+...+m;_y)+7,_4
firein v > p—1.Im Fall v > p erhalten wir hieraus wegen m, >0
():uf,—(m,,+...+ml,)—(m,~'+...+m;_l)Sa:—(mp+1+...+mu)—(mf+...+m;_])

unud damit n, 2 mp. Andernfalls gilt v =p— 1, also

-

— = »*
Ay =My +...+my,_y,

und wegen a} > a’

S folgt

*

a, —{(mi +...+m;_,) >0,
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d.he ny > 7y Damit ist (4.74) gezeigt.
Wir zeigen (4.75) zundchst fiir p = . Nach (4.72) folgt
m': :a:—(mi+1 ++m,,)

fir ein v > 7. Wegen (4.49) und (45‘3) folgt auch m; + ...+ m, > a}, und somit

crhalten wir insgesamt m; > mZ, d.h. n; > n’ . Falls p > ¢, gilt nach (4.72)
my = ay = (Mppy + ..+ my) —(m{ +...+my_y) (4.81)
fiir ein” v > p und fir dieses v

Moy 2 a, = (mp+ ...+ m,) = (m]+...+m;_,). (4.82)
|
Aus (4.81) und (4.82) folgt auch in diesem Fall mp 2 m;, d.h. np 2 n;.
Wegen (4.71) und (4.72) gilt

mf+...+m;_1 :a]'-_l =pu+r;,
also (1.76). Wir zeigen nun (4.77). Nach (4.72) gilt
|
mi+...+mj_y=a,—(m+...4+m,)

firein [ -1 <wv<j—1.1ImFall v <j—2 erhalten wir hieraus

ll: x® 3
mi+ .. +mi <a) <,

d.h., mit (4.76) folgt

] x
m; ~1—...-}—mj_l > Ty,

also

mi+ .ot mi = Emi 4 mio -y 2> 0.

Gilt v =7 -1, so folgt
m; 4+ ...+ mj_, :{g+rj—(m,+...+mj_1),

d.h., mit (4.76) gilt
my +...+m;_1 =mi+...+mj_1,

r
i
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und damit folgt nach (4.50) auch in diesem Fall die Behauptung (4.77).
Wegen (4.70) und (4.72) gilt

AU = o) iz, mpor = max{v; t, <z} <ajop <mi+...m_y.

Wir zeigen nun (4.79). Nach (4.72) haben wir
mi+...+mj_;=a,—-(m+...+m,) : (4.83)
firein { — 1 < v <j—1,und wir betrachten zunachst den Fall v ={ —~1.
Falls a;j_, > 1 gilt, folgt nach (4.70), daB éa,'_, < ry, also
AL = $1) Nz et S = aj_ + 1,

und diese Abschitzung gilt auch im Fall af_, = 1. Wegen r; > 1 erhalten wir aus

(4.76) und (4.83) mit v =1 -1

p—ai_y+1l=(mi+...+mj_y—r;)—(m{+...+m_)+1

IN

rn+mit...+mio —7;
=m; +...+mj_y,
was den Beweis von (4.79) im Fall v =~ 1 beendet. Falls v > [ gilt, folgt aus (4.83)
mi+...+mi_;+m+...+m, =a,. (4.84)
(4.72) ergibt
a, <mi+...4+m,

d.h.. wir erhalten aus (4.84) und (4.75)
my=mJ,...,m, = m, (4.85)

und
m;+...+m) =al. (4.86)
Falls v = 7 — 1 gilt, folgt (4.79) sofort aus (4.54) und (4.85). Wir nchmen somit im

Folgenden { < v < j -2 an. Falls

A = 31) lieszw it = 0, (4.87)
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so folgt aj =1 und daher mit (4.86) und (4.76)

p=mi+. .o+ mi = l4dmp . Fmiy —T

* s ¥
‘ §7‘1~}-mu_,_l ~i—...—i-mj_l = Tj.

Weiterhin folgt aus (4.86) und (4.87) offenbar my = ... = m} =0, d.h.

»*

p<rmt+mi+.otmiy—r;=mi+.. +mi_y,

also insgesamt !

ACS = 51) lzoz,)nr < ALS —;Sf) iz ainT = S+ WG

Iis bleibt der Fall A(f = s7) iz, z,,,)nr > 0. Dann gilt nach (4.70)

\
bo S Ty (488)

Setzen wir p:= min{p; z; < t,}, so folJ'gt aus (4.55) und (4.88)
a, —p+ 1< +myi+...+m,
i
nnd damit wegen (1.85)

aj —p+ 1<y +mi + ... +ml. (4.89)

Schheflich erhalten wir insgesamt aus (4.76), (4.86) und (4.89)

A(f—sf)|[I"I’]mT:/;—/3+I:m:+...+m;_1—'rj—/3+1

(L:—;ﬁ+l+m:+l+...+m;_l -7

IA

- x . * .
ngtmg gyt Fmy_ =T

»

-1

T )

Dies beendet den Beweis von (4.79).

Zum Beweis von (4.80) setzen wir

und



Aus (4.78) und (4.79) folgen

|
|
|
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"= AL = sp) g zginr SMI+ . F Mg

und
p=p" 1= A = 5p) gy et S My + ..+ WGy

Wegen (4.76) schlieflen wir hieraus

AU = $7) Iz sgnr =0 —p" + 1

IN

mit .ot my_ Mo+ F T —

Il

= = vy * »* .

™m; +...+mq_l+rp+mp+...+mj_1—7J H
= £

:r,,+1np+...+mq_1

—_ - £ *
_1zp+mp+l+...—+—mq_1.

Damit ist (4.80) gezeigt und der Beweis von Fall 2 beendet.

In diesem Fall wihlen wir cinen beliebigen Punkt ¢ € (z;,z;) und fiihren mit {; =1

Fall 3: w=10.
and gi:= 1 das Verfahren aus Fall 2 durch. ¢
Beweis von Satz 4.17: Sei sy € § eine fixierte beste Approximation von f. Wir

haben zu zeigen:

Liegt « € [a,b] in keinem Eindeutigkeitsintervall bzgl. [, so existiert eine beste Appro-
ximation s € § von f mit s(z) # sy(z). Wir zeigen dies nur in folgendem Fall (die

beiden anderen Iille zeigt man analog):

Esgelten 0 <i<j<k+1, z€(zizj), [zizy,z;] und [z;,2,41] sind Eindeutigkeits-

intervalle bzgl. [, und [2;,z;] enthdlt kein Eindeutigkeitsintervall bzgl. f.
Nach Lemma 4.18 folgen (4.49) - (4.51), und Lemma 4.23 ergibt
AL = 57) iz 21 S Tipog firalle i<p<q<y, (4.90)

AS = sp) e,z S M4 o+ My fiiralle <! <7, (4.91)

A(f——.‘if) [[r,,r,)s 7721+...+T?L]'_] firalle 1<i<y (492)
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|

und
A(f = sy) I(.r,,r,-)‘s mi+ ...+ m;_y — 75 (4.93)
Gilt
A(S = sy) [[r.,z,)z mi+...+m;_y —7;+1
oder

A =sp) lizyznp=mi+ ...+ mu + 1 fiirein <<y,

soist [ — sy nach Lemma 4.23 in z; nicht flach von rechts bzgl. ¢, +,, und wir setzen

T = E(f - sp)\ {zi} - Andernfalls sei T := E(f - s;). Gilt

A =5 e zyy=mi+ o+ myy — 1y + 1
|

oder

Af = $p) Nz =T+ .. +m; + 1 fiirein i<l<j,

soist f — sy nach Lemma 4.23 in z, nicht flach von links bzgl. Jr;+1 , und wir setzen
T:=T\ {z;}. Sonst sei T:=T. Weg’en (4.90) - (4.93) erfillt T die Voraussetzungen
(4.52) - (4.55) aus Lemma .24, d.h.. es existiert ein s € Sg‘iﬂS?,Hl it {4.56) - (4.58).

i

Wir behaupten nun, dafl es cin o > 0 gibt, so daB s; + s beste Approximation von f

ist. (Wegen s(z) £ 0 heendet dies den ‘;Beweis von Satz 4.17.)

Gilt e, € L(f —s7)\T,s0ist f—sg in z; nicht flach von rechts bzgl. g, 4, also
I ,

existieren aq,e; > 0 mit

[(£(2) = s7(2)) = (f(zi) = s7(z))| > a,lrgri+1(l;xi)| fiir alle z; < ¢ < z;+¢. (4.94)

Nach Lemma 4.20 kénnen wir ¢, o.B.d‘.A. so klein wihlen, dafl ¢; < z;4; — z; und
gre1(620)| 2 otz firalle ri 4 1< v <nyound L€ (zaz+a).  (4.95)

Aus dem Beweis von Lemma 4.24 ergibt sich im Fall z; € E(f - s;)\ T sofort, daf§ s
zwischen z, und dem kleinsten Elemer;t aus (z;,z;)NT keine Nullstelle besitzt (denn
mit der dortigen Notation gilt (, < zl}), also konnen wir ¢, auch o.B.d.A. so wihlen,
dafl

(f(z:) = sp(z))s(t) <0 firalle z, < t< 2+ e (4.96)
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Wegen s € Sg‘,- und Lemma 4.19 haben wir eine Darstellung
S() = Cry41 G (LT) + o Cngn, (8 25) firalle 2, <t<zi+e <zi4y.
Setzen wir nun ¢ := max{|c, 4+1],....|cn |}, so folgt hicraus mit (4.95)
[s(t)] < e(ni = r)gr, +1(8 20 fir alle (€ (z;,2; + €1),

also mit (4.94)

Qg

/(1) = s5()) = (J(z4) = s5(z)) 2 enlgroga(t2:)] 2
Analog erhalt man im Fall z; € £(f - s;)\ T die Existenz von ¢;,&@ > 0 mit
»l(f(’)--*‘,r(’))—(f(r‘)—51 NI 2> als(t)] (4.98)
und
(flz,) = sple,))s() <0 firalle o, —6 < t<z;. (4.99)

Ist nun a sogewihlt, daB 0 < a < mm{ﬁ a},dann folgtim Fall z; € E(f-ss)\T
nach (4.96) und (4.97)

Lf(1) = (sp(1) + (1))

= [(f(8) = ss(t)) = (flzi) = sp(xi)) = as(t) + (f(z:) = s5(2:))]

= (J(20) = syl = (1000 = 55(0) = (S(2:) = s5(2))] = els()])
< | f(xi) = sy(zi)]
=11 = s/l

fivalle ¢ € (zy,z: +¢;) und im Fall z; € E(f —s;)\ T analog aus (4.98) und (4.99)

[J(1) = (s () + as(t) < If = s4ll

[ 4

fir alle t € (z; —€2,2;). Wir wihlen « > 0 zusitzlich so, daB |jas| < 1||f - s/||, und
crhalten damit zusammen mit (4.56) und (4.57) eine offene Umgebung V von E(f—s;)
mnit

|f(1) - JHast)| < |[f —spll firalle teV.

Da [a.b]\ V kompakt ist. existiert cin & > 0 mit

() = s (Ol <f =sfll =K firalle (€ [ab]\V,
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und wahlen wir schlieilich « > 0 so, daBl auch noch ||as|] < K gilt, dann folgt

17(1) = (s7(t) + as(t)] <A F() = sp ()] + afs() < || = syl

fir alle t € {a,b], d.h., sy + «s ist in der Tat eine beste Approximation von f

caus S§. O
Zum AbschluB geben wir ein Beispiel eines IP-Raumes, der nicht Satz 4.17 geniigt.

Beispiel 4.25 Seien S der Raum|aus Beispiel 3.12 und f die Funktion zu Beginn
dieses Beispiels (d.h. vor der "Abidnderung”). Ist M, die Menge, auf der alle besten
Approximationen von f aus § ibereinstimmen, so folgt nach dem dort Gezeigten M; =

(—1.0]u {r}.
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