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Einleitung

Bereits im 19. Jahrhundert erkannte man die arithmetische Bedeutung von
Modulformen: die Fourierkoeffizienten zahlreicher elliptischer Modulformen
sind zahlentheoretische Funktionen oder Linearkombinationen solcher Funk-
tionen. So tritt zum Beispiel ox(n) = 3_,, d* in der Fourierentwicklung der
Eisensteinreihe Ey(2) = >  (cz+d)7*, k gerade, k > 2, auf:

(c,d)€z?
(e,d)#(0,0)

2(27T2)k S 2minz
Ep(z) = 2¢(k) + ) ;gk_l(n)e .

Nachdem B. RIEMANN Fortsetzbarkeit und Funktionalgleichung der Funk-
tion ((s) = Y00, &= = [1, (- p~%)"" mit Hilfe des klassischen Thetareihe
V(2) = Y ez €2 gzeigen konnte, gelang es E. HECKE, indem er RIE-
MANNS Ideen verallgemeinerte, einen Zusammenhang zwischen Dirichletrei-

hen mit Funktionalgleichung und Modulformen herzustellen.

Wichst die Folge komlexer Zahlen ag, ay, as,... hochstens polynomial, so
betrachtet man mit Konstanten h > 0, £ > 0 und C' = +1 einerseits die

2minz

Funktion f(z) = > " a,e”» , z € Hi, andererseits die Dirichletreihe
R(s) =32 % und ¥(s) = (2£)"° I'(s) R(s). Dann besteht zwischen f(z)

n=1 ns

und R(s) folgende Beziehung:

Theorem (E. HECKE, 1936)
Die folgenden Bedingungen sind dquivalent:

(1) W(s)+ % + £ ist ganz und begrenzt in jedem Vertikalsteifen.
U(s) gentigt der Funktionalgleichung V(k — s) = C W(s).
N
(2) f(=1)=C(3)" f(2).

Demnach kann man eine Modulform f € [ Spy(Z), k] vollsténdig durch eine
Dirichletreihe Ry(s) charakterisieren. Wegen

TR = [ () = o) ¢ (B1)




II

erweist sich Ry(s) als Mellintransformierte von f(it).

Doch im allgemeinen hat Ry(s) keine Produktentwicklung wie die Riemann-
sche Zetafunktion. Sind die Fourierkoeffizienten jedoch multiplikativ, d.h.
mn = Amn, M, N teilerfremd, so gilt

> -TIY

n=1 p 6=0

wobei p alle Primzahlen durchléauft.
Um Aussagen iiber die Multiplikativitdat der Koeffizienten zu erhalten, fiihrte
E. HECKE sogenannte Heckeoperatoren Ty (m) ein. Er zeigte:

Ist f €[ Spi1(Z),k | Eigenform aller Heckeoperatoren Ti(m),
F1Te(m) = As(m)f, m=1,2,...,
so geniigen die Figenwerte dem Multiplikativititsgesetz

Ar(m) As(n) = D7 (S5 d!

dlm,n

und die Dirichletreihe der Eigenwerte D¢(s) = Aﬁj” hat ein Eulerpro-
dukt der Form

E—1\ —1
Df(s)zﬂ(l—%@+pp28 ) .
Ferner gilt
R¢(s) =a(l) Dg(s)  beziehungsweise —a(n) = a(l) Ag(n) , (E.2)

d.h. die Fourierkoeffizienten einer Eigenform sind Vielfaches der multiplika-
tiven Funktion Ag(n) .

Wenden wir HECKEs Theorem auf die Eigenform f € [ Spi(Z),k ] an, so
ist f bereits vollstindig bestimmt durch das Eulerprodukt. Aufgrund dieser
Zusammenhénge nennt man

Zs(s)=]] (1—%‘—@#&)1

S 2s
» p p

(Heckesche) Zetafunktion von f.
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Erste Versuche, HECKESs Theorie auf Siegelsche Modulformen zu iibertragen,
blieben unbefriedigend: es war lange unklar, wie eine geeignete Verallgemei-
nerung der Dirichletreihe Ry (s) aussehen sollte. Die naheliegende Definition
iiber eine Mellintransformierte fithrt zu einer Dirichletreihe mit analytischer
Fortsetzung, aber es besteht kein Zusammenhang mit Heckeoperatoren und
Eulerprodukten.

Erst A. ANDRIANOV gelang es in zwei vielbeachteten Arbeiten, die Hecke-
theorie auf Siegelsche Modulformen vom Grad 2 beziiglich der vollen Mo-
dulgruppe zu iibertragen, zunéchst 1971 unter gewissen Annahmen [Anl],
spéter in allgemeingiiltiger Form [An2]. Er zeigte die meromorphe Fortsetz-
barkeit der einer Modulform F' zugeordneten Spinorzetafunktion Zp(s) und
begriindete deren Funktionalgleichung unter s — 2k — s — 2.

Im Jahr 2001 erweiterte er seine Ergebnisse fiir Spitzenformen zu einer Kon-
gruenzuntergruppe mit Dirichletcharakter, wiederum unter bestimmten Vor-
aussetzungen [An4].

Da die vorliegende Arbeit sich stark an [Anl] orientiert, seien zwei wesentli-
che Schritte dieses Artikels kurz skizziert.

Zum einen wurde das Analogon zu (E.2) entdeckt, ndmlich der Zusammen-
hang zwischen einer durch Fourierkoeffizienten a(m#£s), m € N, einer Hecke-
eigenform F' erkldrten Dirichletreihe R(s, F') und der Dirichletreihe der Ei-
genwerte D(s, F') (JAnl], Theorem 2). Im Fall der Klassenzahl h = 1 besagt
er:

a(Ez) ¢(2s — 2k +4) D(s, F)) = (s — k +2) R(s, F) . (E.3)

Zp(s)

Zum anderen wurde im bisher nicht zugénglichen Fall der Spitzenformen das
Analogon fiir (E.1) begriindet. Dies gelang durch einen Integrationsprozef,
bei dem F auf einen dreidimensionalen Teilraum H von Hy beschrinkt wird,
der sich als isomorph zum dreidimensionalen hyperbolischen Raum H erweist.
Durch Auswertung des Integrals

1
(47)°

I(s)R(s, F) = /5 Flu) o' du, ue A, (.A)

wird mit (E.3) sowohl die Fortsetzbarkeit als auch die Funktionalgleichung
von Zp(s) gefolgert.
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Im Fall elliptischer Modulformen gelang es A. WEIL [We], den Heckeschen
Umkehrsatz auf Modulformen zur Kongruenzuntergruppe I'o(N) zu erwei-
tern, indem er neben der Dirichletreihe R(s) fiir einen beliebigen Dirichlet-
charakter x mod r auch ihre Twists R(s,x) = > X(Z# betrachtete. Eine
wichtige Rolle spielte dabei die Beobachtung, dai mit f(z) = 7 a,e*™*
auch f,(2) := Y22, x(n) a,e*™* eine Modulform ist.

Ubertriigt man die WEILsche Vorgehensweise auf Siegelsche Modulformen
vom Grad 2, so ist zunéchst offen, wie die Twistung auszusehen hat. Eine
Maoglichkeit wire, sie mit y(det T') vorzunehmen, wie es von I. MATSUDA
[Mal] ausgefiihrt wurde.

In der vorliegenden Arbeit wird ein anderer Ansatz verfolgt. Aufgabe war,
eine Siegelsche Spitzenform F' zu einer Kongruenzuntergruppe mit Dirichlet-
charakter mit x(Spur T') zu twisten, herauszufinden, zu welcher Untergruppe
von Spe(Z) sich die getwistete Funktion F) transformiert, sowie die Fortsetz-
barkeit der Spinorzetafunktion Zg(s,x) zu untersuchen und deren Funktio-
nalgleichung herzuleiten.

Um dem Leser den Zugang zu erleichtern, sei der Aufbau der Arbeit kurz
skizziert.

Nach einer Zusammenstellung grundlegender Dinge (Bezeichnungen, Sach-
verhalte aus der Theorie der Siegelschen Modulformen etc.) im ersten Ka-
pitel wird im zweiten der Twist F) einer Modulform F' definiert und das
Haupttheorem vorgestellt. In Kapitel 3 sind Eigenschaften Gaufischer Sum-
men verschiedenen Typs zusammengefafit, auf die nachfolgend immer wie-
der Bezug genommen wird. Kapitel 4 enthélt u.a. den Nachweis, dafl mit
F auch die verwandten Funktionen F), und F* Modulformen mit Charakter
sind. Insbesondere wird die Transformationsgruppe von F) bestimmt. Das
Kernstiick ist Kapitel 5. Darin geht es um die holomorphe Fortsetzbarkeit
der F), zugeordneten Dirichletreihe R(s, F)) und deren Funktionalgleichung.
Im folgenden Kapitel wird der Zusammenhang zwischen R(s, F)) und der
Spinorzetafunktion Zg(s, x) aufgezeigt und aus dem Theorem von Kapitel 5
das Hauptresultat hergeleitet.

Verweise sind wie folgt zu interpretieren:

»D. Lemma 1.1“ bedeutet: Lemma 1.1 in Kapitel 5; ,1.(3.1)¢ hingegen:
Verweis (3.1) in Kapitel 1.



FEinleitung \Y

Zu erwihnen sind noch Arbeiten, bei denen Twistungen auch in anderen
Zusammenhéngen vorgenommen wurden. So untersuchen B. HEIM [He| und
S. BOCHERER - B. HEIM [B-H] Twists der Spinorzetafunktion Zp(s) mit
elliptischen Modulformen. W. KOHNEN [Ko| zeigt, dal man auch die In-
tegraldarstellung von KOHNEN-SKORUPPA benutzen kann, um unter be-
stimmten Annahmen die getwistete Spinorzetafunktion zu untersuchen.

Zum SchluB ist hier der Ort, um auf die Entstehungsgeschichte dieser Seiten
zuriickzublicken. Sie entstand neben meiner beruflichen Tétigkeit als Stu-
dienrat an verschiedenen Gymnasien.

Besonderer Dank gilt Herrn Professor Dr. Siegfried Bocherer. Zum einen fiir
das, was ich von ihm lernen durfte, zum anderen hat er mir durch diese Ar-
beit ermdglicht, meine mathematischen Fahigkeiten weiterzuentwickeln und
meine geistigen Kréfte an einem grofien Gegenstand entfalten zu lassen. Die
wohlwollende Begleitung und die unkonventionelle Art der Betreuung trugen
sehr zum Gelingen bei.

Dank gilt auch meinen Eltern Hubert und Agnes Rombach. In vielen Feri-
enzeiten entstanden Teile der Arbeit bei ihnen, wo ich frei von Alltagsver-
pflichtungen mich auf Wesentliches konzentrieren konnte.
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1 Grundlagen

Nach einem Uberblick iiber allgemeine Bezeichnungen erinnern wir an einige
grundlegende Sachverhalte aus der Theorie der Siegelschen Modulformen, de-
finieren den hyperbolischen Raum und stellen dessen im folgenden benotig-
ten Eigenschaften zusammen. AnschlieBend geben wir eine Ubersicht iiber
Heckeoperatoren und die Spinorzetafunktion, soweit sie fiir diese Arbeit von
Bedeutung sind. Um hier die Darstellung moglichst kurz zu halten, verzich-
ten wir auf Beweise und verweisen auf das Lehrbuch von E. FREITAG [Fr]
sowie auf die Artikel von A. ANDRIANOV [Anl],[An2],[An4].

a.)

81 Bezeichnungen

Wie iiblich stehe N fiir die natiirlichen Zahlen, Z, Q, R oder C bezeich-
ne den Ring der ganzen Zahlen, den Korper der rationalen, reellen oder
komplexen Zahlen.

Fiir eine positive ganze Zahl r sei Z, = Z/rZ der Restklassenring
mod 1.

Bis auf den Buchstaben s stehen kleine lateinische Schriftzeichen fiir
ganzrationale Zahlen, kleine griechische in der Regel fiir komplexe. Das
zu a € C komplex konjugierte Element bezeichnen wir mit @. Das zu
¢ € Z, inverse Element wird, sofern es existiert, gelegentlich auch mit
¢ bezeichnet.

Abweichend von der Literatur schreiben wir fiir die komplexe Variable
seC,s=7174+1i\ 1,A€R.

Den ggT zweier ganzrationaler Zahlen a, b kiirzen wir mit (a,b) ab.

Steht R entweder fiir Z, Q, R, C oder Z,., so wird mit M, (R) der Ring
aller n x n - Matrizen mit Eintrdgen aus R bezeichnet.
Sind A, B € M,(R), so bezeichne A" die zu A transponierte Matrix,



o(A) die Spur von A und B'AB stehe fiir A[B]. Fiir eine symmetrische
Matrix A € M, (R) schreiben wir A > 0 oder A > 0, falls A positiv-
semidefinit oder positiv definit ist.

Mit Gl,(R) bezeichnen wir die allgemeine lineare Gruppe vom Grad
n iber R, GIF(R) ist die Untergruppe von Gl,(R), deren Elemente
positive Determinante haben, SI,,(R) ist die spezielle lineare Gruppe.
Symy(R) stehe fiir die Menge der symmetrischen Matrizen iiber R.
Grofle lateinische Buchstaben stehen in der Regel fiir Matrizen aus
M,(R), R # C, der Buchstabe o bezeichnet neben der Spur der Matrix
A auch Matrizen aus Gly(C).

Ist £, die n-reihige Einheitsmatrix, 0 die entsprechende Nullmatrix,
0 E,
(k7))

Spa(R) = {M € Glo,(R) ; I[M] = I}

symplektische Gruppe vom Grad n iiber R. Spaltet man M in die
n-reihigen Teilmatrizen Ay, By, Cyr, Dy auf,

_( Au Bum
=& o)

so ist die Gleichung I[M] = I dquivalent zu den Bedingungen

so heif3t

Sind keine Verwechslungen zu befiirchten, so lassen wir den Index weg.
Mit M ist natiirlich auch M® symplektisch, d.h.

AD'— BC'"=E, , AB' = BA" und CD'= DC".

Die Inverse der symplektischen Matrix M ist
_ Dt Bt
M~ = ( ot a ) :

Fiir ¢ € N bezeichne I'"(q) die Hauptkongruenzgruppe der Stufe ¢, das
ist die Untergruppe

I'"(q) ={M € Sp,(Z) ; M = Es, mod q }
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von Sp,(Z). I'(q) ist Normalteiler mit endlichem Index in Sp,(Z).
Untergruppen von Sp,(Z), die eine Hauptkongruenzgruppe der Stufe ¢
umfassen, heiflen Kongruenzgruppen. Fiir uns ist die Kongruenzgruppe

I'5(q) = {M € Sp.(Z) ; Cxe = 0 mod q }
von Bedeutung. Auch hier gilt: [Sp,(Z) : T{(q) ] < oo

f.) Unter
H,={Z=X+iY € M,(C); Z=2', Y >0}

verstehen wir die verallgemeinerte obere Halbebene.

g.) Schlieflich versteht man fiir eine positive ganze Zahl r unter einem
Dirichletcharakter y mod r einen Homomorphismus

Y 2Ty —
der sich wie aus der Zahlentheorie bekannt, zu einem Homomorphismus
X:4Z— C*

erweitern la3t. xy mod r heifit primitiv, falls es keinen Charakter y; mod r;
gibt, wobei r; Teiler von r ist, mit x1(c) = x(c) fir (¢,r) = 1.

§2 Siegelsche Modulformen mit Charakter

Bekanntlich operiert die symplektische Gruppe Sp,(R) auf H,, vermoge
Spa(R) x H, —> H,
(M, Z) — M(Z)=(AZ+ B)(CZ+ D)™ !.
Fir M € Sp,(R), Z € H,, bezeichne
J(M,Z)=det(CZ + D)
den Automorphiefaktor von Sp,(R) auf H,; fiir eine komplexwertige Funk-
tion F auf H,,, M € Sp,(R) und k € Z sei F ]L M die durch
F ;L M(Z) = det(CZ + D) *F(M(Z))

definierte Funktion.



Fiir ¢ € N heifit eine holomorphe Funktion
F:H,—C
Siegelsche Modulform n-ten Grades vom Gewicht k£ € Z und Charakter v
zur Gruppe I'f(q), falls
(1) F l|€ M =(det D) F fiir alle M € I'j(q),

(2) F' | N beschrénkt ist fir alle Matrizen N € Sp,(Q) in Bereichen der
k
Art Y > Yy > 0.

Im Falle n > 1 ergibt sich (2) schon aus der Holomorphie und aus (1). Den
Vektorraum all dieser Modulformen bezeichnen wir mit [I'}(q), k,]. Jede
Modulform 1&8t sich in eine Fourierreihe

F(Z) _ Z a(T)BZm'U(TZ)
TeMN,

entwickeln, wobei

die Menge der symmetrischen halbganzen positiv-semidefiniten n x n - Ma-
trizen ist. Sie konvergiert absolut in der oberen Halbebene und gleichmifig

mez(é g),5>0.

Die Fourierkoeffizienten besitzen das Transformationsverhalten
a(U'TU) = ¢(det U) (det U)* a(T) , U € Gl.(Z).
Der Siegelsche ®-Operator

O - [T2(q), k, ] — [T87Y(q), k, 9]

- Z 0
F|®(Zl)_A1Lr£10F< 5 M) L Z €M, ., A>0,
ist ein Vektorraumhomomorphismus. Eine Modulform F' € [I'}(q), k, 1] heifit

Spitzenform, wenn

(FIN)|®=0
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fiir alle Matrizen N € Sp,(Q) ist. Der Unterraum der Spitzenformen sei
[L4(q), k, ] . Die Fourierentwicklung dieser Spitzenformen vereinfacht sich

zu
F(Z) _ Z a/(T)eZﬂ'iO'(TZ) 7
TeNny

wobei MF = {T" e M,, ; T > 0} ist. Fiir jede dieser Spitzenformen existiert
eine Konstante C' = Cr mit

|F(Z)| < C (det Y)™%2 | |a(T)| < C (det T)*? | (2.1)

fir alle Z = X +4iY € H,,, T € M.

Bemerkung
Verstehen wir unter den positiven symplektischen Ahnlichkeitsmatrizen die
Gruppe

GTSpa(R) = {M € Glzn(R) ; I[M] = pu(M)I, p(M) > 0},
so operiert auch diese Gruppe auf der oberen Halbebene durch

M(Z) =(AZ + B)(CZ+D)" | M= ( é g ) € G+ Spa(R).

Die Peterssonsche Schreibweise F' | M verallgemeinert sich zu
k

F | M(Z)=(det M)*2j(M,Z2)"*F(M(Z)), M e GSp,(R), (2.2)
k

§(M, Z) = det(CZ + D).



83 Der hyperbolische Raum

Unter dem dreidimensionalen hyperbolischen Raum versteht man die Menge

H={u=(z0); 2€C, v>0, 2=z +iy}. (3.1)

Die Gruppe Sly(C) operiert transitiv auf H vermoge o = ( : ? ) 1

(3.2)

(az + B)(HZ +6) + ayv* v
(:) = olu) = ( A w) ’ m(u))

mit dem Automorphiefaktor A, (u) = |yz + 6|* + |y|*v% N
Auch die Gruppe Gl (C) = {0 € Gly(C) ; det o > 0} operiert auf H, sofern
man die Operation wie folgt erweitert:

~ [((az+B)(FZ+ ) + av? v det o
ot = ( A (W) St 3

Nach KUBOTA [Ku] ist fiir O = Z][i]

Yy < ,1§x2+y2+v2} (3.4)

N | =
N —

D:{ueﬁ; 0<z+y, <

ein Fundamentalbereich von Sly(0) auf H und
du  dxdydv
w0

invariantes Volumenelement von Sly(C).

Ist
und besteht die Untergruppe G von Sps(R) aus allen Matrizen der Gestalt
aq (05} b1 —bg
M=| T @ Th g Ry
C1 Co d1 —dg P ’

C2 —c1  dy dy
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so operiert G auf ‘H transitiv durch
M(Z) = (AZ + B)(CZ + D)~*.
Von Bedeutung ist nun folgendes:

a) Die Gruppen G und Sly(C) sind isomorph vermoge

SD(M):(alﬂ'az b1+i62>:(a ﬁ):m (3.6)

Cl+i62 d1+id2 Y )
b) Die Abbildung
h:H—H
Z —u (3.7)
ist ein analytischer Isomorphismus,

c) die Abbildurig h ist vertraglich mit den Operationen von G auf ‘H und
Sly(C) auf 'H, das bedeutet:

Natiirlich geht der Automorphiefaktor von (G,H) in den des Paares
(Sly(C), H) iiber, d.h.

J(M; Z) = Aoy (M(Z)) = Ao (u).

Ist F € [Sps(Z), k] eine Modulform, so verstehen wir unter F folgende Funk-
tion auf dem hyperbolischen Raum H:

Flu) = F(h~'(u)) = F (( ro > +wE2> | (3.8)

Aufgrund der Isomorphie von G und Sly(C) ist die Gruppe G N Spa(Z) iso-
morph zu I' = Sly(O). Daraus resultiert das Transformationsverhalten von
F', ndmlich



Ist F Spitzenform, so erhilt man aus F(Z) = O(det Y ~*/2):

Fu)=0@w™), u=(zv)eH.

Bemerkung
Verstehen wir unter der Untergruppe G; von GtSpy(R) Matrizen der Form

aq a9 b1 —bg
. —ay a; —by —bhy .
M - 1 o dl —d2 ) I{M] - M<M>I ) M<M> > 07
Co —C d2 d1

so 148t sich der Isomorphismus ¢ : G — Sly(C) fortsetzen zu einem Isomor-
phismus der Gruppen G; und Glj (C), den wir ebenfalls mit ¢ bezeichnen.
Wiederum gilt

hM(Z)) = o(M)(W(Z)), MeGqG,ZecH,

J(M; Z) = Do (W(Z)) = Ao (u) .

Ist M € G, so iibertrigt sich der Peterssonsche Strichoperator fiir Funktio-
nen F' auf Hy auf den hyperbolischen Raum H. Genauer: Fir (M) = o
gilt:

o~

F ;L M(u) = (det o) Ay (u) ™" F(o(u)). (3.9)

84 Heckeoperatoren und Spinorzetafunktion

Ist K" =T} (q) und X" die Halbgruppe G'Sp;’ (R)NM,,,(Z), so sei H™ =H(K"™, X")
die dem Paar (K™, %¥") zugeordnete Heckealgebra iiber C. Sie besteht be-
kanntlich aus allen endlichen C-Linearkombinationen von Doppelnebenklas-
sen K"MK"™ M € X", deren jede sich als endliche Vereinigung disjunk-
ter Linksnebenklassen X" mod K™ schreiben 1a8t. Die Eigenschaften dieser
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Links- und Doppelnebenklassen hingen wesentlich von den gemeinsamen Tei-
lern des Ahnlichkeitsfaktors p(M) und der Stufe ¢ ab. Wir kénnen uns aber
auf zwei Sonderfille beschréinken und zwar auf Doppelnebenklassen K" M K™,
deren Repréasentant M

a.) regulér ist, d.h. M € X" Cy =0 mod ¢, mit (u(M),q) =1,
b.) singuldr ist, d.h. M € ¥, Cp =0 mod q, mit (M) | ¢ .

Lassen wir im Fall n = 2 den Index weg, so entsprechen die regulédren Hecke-
operatoren Ty(M) auf F' € [T3(q),k,v] den reguliren Doppelnebenklassen
KMK. Diese regulidren Operatoren sind definiert durch

F|T(M)=p(M)*2 " Fly M,

M;eK\KMK

wobei M; ein vollstédndiges Représentantensystem der verschiedenen Linksne-
benklassen K M; durchlduft, die in der Doppelnebenklasse KM K enthalten

. . A B
sind. Dabei sei fiir M = < c D )

F |k7¢ M = zﬁ(detA)F’LM .

F heifit Eigenform des reguléren Heckeoperators Ty (M), falls
F | T(M) = Ap(M)F .

Aufgrund der Erzeugung der Heckealgebra geniigt es, Eigenformen zu be-
trachten, die den Doppelnebenklassen T'(p) = Kdiag(1,1,p,p)K und
T(p?) = Kdiag(1,p,p*,p)K entsprechen,

F|Tup) =Xr(0)F, F|T(p*) =e(@*)F, ptq. (4.1)

Die singuléren Heckeoperatoren von [T'3(q), k, 1 ] entsprechen den Doppelne-
benklassen K1 MKy, u(M) | ¢, K ={N € K; det Dy = 1 mod q}, M € .
Auch in diesem Fall ist es ausreichend, nur Doppelnebenklassen der Form

E 0 , E 0 -
H(m):K1<O mE)Kl und H(m):Kl<mO E)Kl,m\q,
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zuzulassen und wegen der Multiplizitédt beider Elemente sich auf Primteiler p
von ¢ zu beschranken. Der II(p) zugeordnete Frobeniusoperator ist definiert
vermoge

F | i(p) = > F}Lij pla,
MjeKl\K1< ]g p% )KI

das zugehorige Dual

F [ 1(p) = > F}LN;', plaq.

NjeK\Ki( 7Y K

F' heifit Eigenform dieser Operatoren, falls

F | Uy(p) =pr(p)F, F|IL(p)=pr)F, plq. (4.2)

Ist F Eigenform der reguliren Operatoren T (p), T},(p?) und von II;(p), so
ordnet man F' die Spinorzetafunktion

2o =TI (1- ") TI@b0) (43)
plq

ps
plg
zu mit

Qp.r(X) =1 = Ap(p)X + {pAr(P*) + 0 (*)p™ °(p* + 1)} X?
— ()P P Ap(p) XP + Y (ph)p* Xt (4.4)



2 Das Haupttheorem

Wie in der Einleitung bereits erwéhnt, wird in dieser Arbeit mit der Spur
getwistet. Daher vereinbaren wir:

Definition
Hat die Modulform F € [T3(q), k,v]o die Fourierentwicklung

F(Z)= > a)e™" 7 cH,,
TeN;

und ist x ein Dirichletcharakter mod r, so ist der Twist F) erkldrt vermdge

F(Z):= ) x(a(T)) a(T)e*mT?),

Tey

Sind fiir positive ganze teilerfremde Zahlen ¢ und r die Dirichletcharaktere
¥ mod g und x mod r primitiv , so ist auch ¥; = ¥y mod qr ein primitiver
Charakter.

Versteht man fiir « € O, O = Z[i], unter Norm(«) wie iiblich die Norm von
a, so kann ; durch 1y = 11 o Norm zu einem Charakter mod (qrO) ,

77[)210 — C*
o) = 0 Norm(a),a € O,

erweitert werden, der nicht primitiv sein muf3.

Aus diesem Grund fordern wir:

1 mod g und x mod r seien primitive Dirichletcharaktere der Art, dafl
x ¢ auch ¢y o Norm, 11 = ¢¥x mod qr ein primitiver Charakter mod (qrO)
ist.
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Haupttheorem
Fiir eine positive ganze Zahl q und einen primitiven Charakter 1) mod q sei
F € [T3(q),k,]o eine Siegelsche Spitzenform mit der Fourierentwicklung

F(Z) = Z a(T)e*™ T2 ynd  a(Ey) #0.
TeN;
Ferner sei fir Primzahlen p mit (p,q) = 1 F FEigenform der reguldren

Heckeoperatoren Ty (p), Ti(p?) (wgl. 1.(4.1)) und fiir Primzahlen p mit p | q
Eigenform der Operatoren Il (p), i (p) ((vgl. 1.(4.2)).

Ist fiir eine weitere positive ganze, ungerade, zu q teilerfremde Zahl r mit
gr > 1, x mod r ein primitiver Charakter, so dafi das Paar (1, x) die Bedin-
gung * erfillt, so gilt:

(1) Die der getwisteten Funktion F\(Z) zugeordnete Spinorzetafunktion Zg(s, x),
s € C, st holomorph auf die ganze s- Ebene fortsetzbar.

(2) Zp(s,x) geniigt der Funktionalgleichung

a(By) (s, F,x) = P(=1)p(r*)x(q) G(Wx)S(X)

b(Ey) U(2k—s—2, F | N,, %).
k

pAs—4k+6 35 —3k+4 ()
Dabei ist
1
\11(87 F7 X) = (271')25 F(S) P(S - k + 2) ZF(S7X) )
) . 0 —E2
b(Ey) Fourierkoeffizient von F'|N,, N, = :
k qb, 0
r—1 . .
900 =D e, G = Y wilad+ad) €T
c=0 ay,as mod qr
_ _2mi, ,
S(X) = Z X(U(H 1)) e (H) mit

Sym$(Z,) = {H € Syms(Z,) ; H invertierbar mod r} .
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Bemerkung
Aus a(Fy) # 0 folgt b(F2) # 0 und umgekehrt.
Ist a(Ey) = 0, so gilt die Identitét trotzdem, denn 0 = 0.

Corollar
Fiir ¢ = 1 vereinfacht sich die Funktionalgleichung zu

g(x)*

‘I’(&F,X):m

U(2k—s—2,F, Y).



3 Gaufische Summen

Fiir einen primitiven Charakter y mod r betrachten wir die Gauflsche Summe

g(x) =Y _x()e " . (1)
Wir benétigen von ihr folgende Eigenschaften.

Lemma 1
Ist x ein primitiver Charakter mod r und g(x) definiert wie oben, so gilt:

a.) Zf;é X(C)Gzzicb = x(b) g(x) fir beliebiges b € Z,

b.) | g(x) [P=r.
Beweis
Siehe G. SHIMURA ([Sh], S. 91).

Bemerkung
Wegen b.) ist g(x) # 0 und wir kénnen durch g(y) teilen.

Fiir uns ist eine allgemeinere Gaufsche Summe von Bedeutung. Ist
Sym3(Z,) = {H € Symy(Z,) ; H invertierbar mod r} ,
so verstehen wir unter S(x) die GauBsche Summe

S) = Y. X(o(H Y)e T, 2)

HESymg(Zr)

Lemma 2
Ist x ein primitiver Charakter mod r, q eine positive ganze Zahl mit (q,r) = 1
und S(x) definiert wie oben, so gilt:

a) Y x(e(H))eT @™ = x(mg1)S(x)
HeSymY(Z,)

fiir beliebiges m € 7Z,

b.) 1 S0 |= v,
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Beweis
a.) Zunéchst sei (m,r) = 1. Da (¢,7) = 1 ist, durchlauft mit H auch
Hy=m(qH)™" ein Restsystem von Matrizen aus Sym$(Z,). Also gilt:

218 5 (m, - _ _ 2mi i
Do X(e(E)FA DT = ST (o(mg T H e )

HeSym$(Zyr) HyeSym3(Zy)

= x(mg™) Z X(U(Hfl))B%U(Hl)_

H1ESymg(Zr)

Fiir (m,r) =d > 0 ist x(m) = 0. Daher miissen wir zeigen, dafl auch

PLAPE -
> xlo(H)e

HESymg(Zr)
null ist. Setzen wir m; = 2, rr =45 und ist Hy = H mod 11, so gilt:

o(H ) =o(H;") +ryg, g€l
Wir erhalten:

278 5 (1 - iy g lo(H!
> xlo(H)e e = R0 y(o(H))er e

HeSym3(Zy) HeSymd(Z,)
2mi “15(g-!
=Y S S (o))
HyieSym§(Zr,) HeSym§(Zr)

H=H, mod 7

Das Verschwinden der inneren Summe iiberlegt man sich beispielsweise wie
folgt. Aufgrund der Primitivitdt von y existiert zum Teiler r; von r ein b € Z
mit (b,r) =1, b =1 mod r; und x(b) # 1. Dies bedeutet:

(1=x(®) >, xeH)= > xeHE)- Y xlc®H)).

HeSymY (Zr) HeSym (Zr) HeSym (Zr)

H=H| mod rq H=H| mod r H=H, mod rq
Durchlauft H ein Restsystem von Matrizen obiger Art, so mufl auch bH
das gleiche Restsystem durchlaufen. Mit H = H; mod r; ist auch bH = H,
mod 1 und wegen x(b) # 1 sind wir fertig.
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b.) Dieser Nachweis erwies sich auf direktem Weg als duflerst schwierig. Wir
verweisen auf den Anhang, wo iiber den Umweg der SAITO-KORUKAWA-
Vermutung diese Liicke geschlossen werden konnte.

Zum Schluf} betrachten wir fiir eine positive ganze Zahl [ und einen primitiven
Dirichletcharakter 11 mod | die Gaufische Summe

Gln)= Y wi(a?+ad)eTe, (3)

a1,a2 modl

Um Eigenschaften dieser Summe zu begriinden, erweist sich die auf E. HECKE
zuriickgehende Verallgemeinerung Gauflscher Summen des Restklassenringes
(Z/1Z)* auf ,Idealrestklassen* als giinstig.

Dazu sei K ein algebraischer Zahlkorper und O der dazugehorige Ring der
ganzen Zahlen. Fiir ein Ideal f von O definiert man auf der multiplikativen
Gruppe (O/f)* einen Charakter x vermoge

x:(0O/f)f — C*.

Setzt man x(«) = 0, falls & nicht prim zu f ist, so erhdlt man eine ebenfalls
mit y bezeichnete Funktion

x:0—C,

die Charakter mod § genannt wird. Ist g ein Ideal, das f teilt und x; ein
Charakter mod g, so definiert die Zusammensetzung

O/f) — (0/g) —C

ebenfalls einen Charakter mod f. Ein Charakter y mod f, der sich fiir einen
echten Teiler g von f nicht durch solch eine Zerlegung darstellen 1&8t, heifit
primitiv.

Schreiben wir 0 = 0k /g fiir die Differente von K, so sei v € K fest, aber so
gewihlt, dal 40f prim zu f ist. Bezeichnet N () beziehungsweise Sp(3) die
Norm beziehungsweise die Spur von § € K und steht N (f) fiir die Norm des
Ideals f, so gilt
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Lemma
Fiir einen primitiven Charakter x mod § hat die Gaufische Summe

T, (x, o) = Z x(c)e? Pl o € O,

c mod f
folgende Eigenschaften:
a.) Ty(x, o) = x(\) Ty(x, ), A € O,

b.) | Ty(x, @) |= /N(f), falls o prim zu f.

Beweis
Siehe S. LANG ([La], S. 288-289).

Nach diesen Vorarbeiten kénnen wir fiir unsere Gausche Summe G() fol-
gendes formulieren.

Lemma 3
Ist | eine positive ganze Zahl und 1y ein primitiver Charakter modl der Art,
dafs mit 11 auch 1y o Norm primitiv ist, so gilt:

a.) X (a} 4 ad)e T @brreata) — P (12 1+ 03)G (),

a1,a2 modl

b.) | G(¢n) [= 1.

Beweis
a.) Wir benutzen obiges Lemma fiir den quadratischen Zahlkorper K = Q(7)
und O = Z[i]. Fiir a = a; + iay, 3 = by +iby ist a? + a2 = N(«),
a1by + asby = %Sp(aﬁ_). Interpretieren wir die Summationsbedingung
a1, as modl als Summation iiber a mod f, f = [ Z[i], so erhélt man mit
Py = 11 o Norm:

27mi
Z 1/11(61% + ag)eT(a1b1+a2b2) _ Til (w%ﬁ . 1)

ai,as modl

= r(/)Q(ﬁ)jﬁL <¢2a 1)

= Zl(b% + bg)G(@bl)-
b.) Wegen N(f) =12 ist | G(¢1) |= L.



4 Eigenschaften von F, und F*

Es sei F' eine Modulform mit Charakter 1 zur Gruppe I'(q). Wir zeigen
zundchst: Auch F) ist Modulform mit Charakter zu einer Kongruenzgruppe.
Das Transformationsverhalten und die Kongruenzgruppe beschreibt

Theorem 1

Es seien q,r positive ganze Zahlen, 1 beziehungsweise x seien primitive Di-
richletcharaktere mod q beziehungsweise mod r. Hat F € [T3(q),k, | die
Fourierentwicklung

F(Z)= ") a(T)em" ),

TeN

s0 ist auch

F(2) =Y x(o(T))a(T)e* 2

TeN,

eine Modulform und es gilt:

FX € [Fg(r2q7 T)? k7 ¢X] )
wobet

F%(T2q,7”)={<é g) € Sps(Z);C =0 mod 1*q, D = (ZZ _dcfz) mod r}.

Ist F' Spitzenform, so ist auch F, Spitzenform.

Bemerkung

F, € [T3(r*q,r), k, x| gilt fiir beliebige primitive Charaktere ¢ mod ¢ be-
ziehungsweise y mod r. Spater werden wir fordern, dafl ¢4 mod [, ¢, = 9y,
[ = qr, ein Charakter ist mit ¢); o Norm primitiv.
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Beweis
Die Schwierigkeit besteht darin herauszufinden, zu welcher Untergruppe von
Spa(Z) sich F, transformiert. Fiir

_( B2 7B
NC_< 0 'E, )EGZ4(R)

erhdlt man durch Umordnen (absolute Konvergenz der Fourierreihe) und mit
3. Lemma 1:

> XOF|INGZ) = 3 MAF(Z+ )

c mod r c mod r
_ Z X(C) Z a(T)€27ria(TZ+§T)
¢ mod r TeN,
_ Z a(T>627ria(TZ) Z )Z(C)€2760(T)
TEN, c mod r
=g9(x) Y _ x(a(T)) a(T)e*7 %)
TeN,
= g(X)F\(Z) . (1)

Zuniichst ist offensichtlich, daf sich F' auf der Hauptkongruenzgruppe I'*(q)
ohne Charakter transformiert, d.h.

FIM=F fiir alle M € T?(q) .
k

Benutzen wir G. SHIMURA ([Sh], S.55, Lemma 3.9 ) fur

T’Eg CEQ )

/_ p—
NC_TNC_( 0 rEy

So ist

1 ([ rEy —cFE
-1 _ = 2 2
Nc o 7‘2 ( 0 TEQ >

und wir erhalten

I*(r’q) < N7'T?(g)N. N NI*(g) N/
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beziehungsweise
NI (r?q)N; ' < T%(q) -

Die Ubertragung von G. SHIMURAs Proposition 2.4 ([Sh], S. 30) auf n = 2
liefert
F | NC < [FQ(TQQ)ak]
k

beziehungsweise
F\ € [T*(r?q), k] .

Daher reicht es, das Transformationsverhalten von F) fiir

o A B 2 2
M = ( Q1C D ) € FO(Q1)7 g1 =7T7T4¢q,

zu untersuchen.

Setzen wir N = Ey %
o 0 FEy

V € My(Z), so ist

) mit einer noch naher zu bestimmenden Matrix

1
A+e g Doy ZeD - AV)
T T T

C’ D 92} OV € F%(Ql) )
q1 -

M, = N.MN™' =

falls cD — AV = 0 mod r. Daher ist V nur mod r eindeutig festgelegt. Auf-
grund der Symplektizitit von M ist cD'D eine mogliche Wahl fiir V. Beriick-
sichtigen wir N.M = M;N und ¢ (det Dy, ) = ¢(det Dy) = ¢(det D), so
erhélt man
F|N,|M(Z) = (det D) F(Z + ;DtD)
ko ok

beziehungsweise aufgrund der absoluten Konvergenz der Fourierreihe und
mit 3. Lemma 1:

R M(Z) = g™ Y X(OF | NoM(2)

c mod r

= g(x) "w(det D) Z CL(T)ema(TZ) Z X(C)eya(ﬂ)tm

TeN, c mod r

= 1(det D) Y x(o(TD'D)) a(T)e*™ 7).

TN,
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Um von o(T'D'D) den Faktor o(T) abzuspalten, mufl mit

( a b2 + _ [ di dy
T_(b/2 . )e%, D-(d3 d4)eM2(Z)

fiir o(TD'D) = a(d? + d2) + b(d1dy + dzdy) + c(d% + d3) gelten:
a) dyds + dsdy =0 mod r,
b) d? + d% = d3 + d mod r.
Wéhlt man D = ( Z; 2;1{2 ) mod r, so sind diese Bedingungen erfiillt und
wir bekommen
x(¢(TD'D)) = x(o(T))x(det D).

Also transformiert sich F, nicht zu I'3(q;), wohl aber zur Untergruppe

A B dy —d
F(QJ(QMT):{(C D) € Sp2(Z); C =0 mod Ch,DE(d; d12> mod 1, ¢ = 7“2(]},

Die Gruppeneigenschaften von T'3(gy,7) sind leicht nachzuweisen. Fiir Spit-
zenformen verlduft die Begriindung analog, wenn man beriicksichtigt, daf3
sich die Holomorphie in den Spitzen von I'2(g;) aus der Holomorphie in den
Spitzen von I'%(g;) ergibt. Damit ist Theorem 1 bewiesen.

Wir beschliefen unsere Ausfithrungen mit einem weiteren Theorem, das Ei-
genschaften der aus F' entstandenen Modulform F* zusammenfafit, die wir
im néchsten und insbesondere im sechsten Kapitel benotigen. Wir iiberneh-
men es ohne Beweis von A. ANDRIANOV ([An4], Theorem 2), entsprechend
den hier verwendeten Bezeichnungen.

Theorem 2

Es sei F € [T3(q), k,¢| und F* = F| N,, mit N, = < 0 —& ) .
k qu 0

Dann gilt:

(1) F* liegt in [T2(q), k,v| und hat daher eine Fourierentwicklung

F*(Z) _ Z b(T)€2m'a(TZ) )
TN,

F* ist Spitzenform, sofern F Spitzenform ist.
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(2) Ist F' Figenform des reguliren Heckeoperators Ty, (M) mit Gewicht k
und Charakter 1,
F|Ty(M)= X p(M)F,

so ist F™* Eigenform von T,(M) mit Gewicht k und Charakter 1,

F* | To(M) = Ap= (M) F* | wobei Ap« (M) = (u(M)?) Ap(M) .

(3) Ist F' Eigenform des Frobeniusoperators Il (p) beziehungsweise von IT}(p)
fiir Primteiler p von q,

F [ 1Ii(p) = pr(p)F bezichungsweise F' | I1;(p) = pr(p)F, p|q,
so ist auch F* Eigenform dieser Operatoren, wobei
F* | T;(p) = pr(p)F* beziehungsweise F* | i (p) = pp(p)F*, plq.

Ist F' Eigenform beider Operatoren und Spitzenform, so sind die ent-
sprechenden Figenwerte konjugiert:

Pr(P) = pr(p) -

(4) Ist F fiir Primzahlen p mit p t q¢ Eigenform der Operatoren Ty (p), Tr(p*)
und fiir Primteiler p von q der Operatoren (p), 11} (p) und ist Zp(s)
das Fulerprodukt von 1.(4.3), so ist auch F* FEigenform dieser Opera-
toren und das entsprechende Eulerprodukt hat die Form

ze) =] (1-212) B ITo;: (Ejjf)) )

plg




5 Die Dirichletreihe mit Funktionalgleichung

Nach den Vorarbeiten in den Kapiteln 3 und 4 wird jetzt iiber eine Mellin-
transformation F) eine Dirichletreihe zugeordnet, deren analytische Fort-
setzbarkeit nebst Funktionalgleichung in den nachfolgenden Paragraphen be-
griindet wird.

GemiB 4. Theorem 1 folgt fiir F € [T3(q), k, ] :

F(Z)= ) xX(o(T)a(T)e™ T € [Ti(qr,r), ko], oo =1"q.
TeN,
Fiir die Modulform F) betrachten wir die Dirichletreihe
Rr(s, F,) = i x(o(mT))a(mT) seC
y'x) = )

ms ’

m=1

Ist T'= Es, so sei R(s, F\) = Rg,(s, F).

Theorem

Die Voraussetzungen an q und r sowie an die primitiven Dirichletcharak-
tere ¢ mod q und x mod r seien wie im Haupttheorem. Ferner sei I eine
Siegelsche Spitzenform mit

F(Z) =" a(T)e ™D € [T3(q),k, v o

Teny

Ist N
R(s,Fy) = Z x(o(mkEs))a(mEs)

ms

, seC,
m=1
die F\, zugeordnete Dirichletreihe, so gilt fir ¢ = r?q:
(1) Die fir Re s > k analytische Funktion R(s, F) ist holomorph auf die
ganze s-FEbene fortsetzbar.

(2) R(s, F\) genigt der Funktionalgleichung
=Dy (r?)x(e) Gx)SKR) x(2)

\IJI<S,F ) - — —
Y g gk 9(x)

2
Uy (2k — s — 2, F2).
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Dabei ist
1
Uyi(s, Fy) = 2n ) [(s) D(s — k+2) Ce(s =k +2,91,q1) R(s, Fy) ,
z/f . 0 —-E
Cels,bq) = Y = . F'=F|N, Ne={ p S
e€cO

(e,q1)=1

Unter g(x) und S(x) seien die Gaufischen Summen (1) und (2) aus Ka-
pitel 3 verstanden, G(vx) ist die Gaufische Summe 3.(3) fiir ¢ =1x.

Bemerkung
Um Schreibarbeit zu sparen, vereinbaren wir neben den bereits eingefiithrten
Vereinfachungen folgende weitere Abkiirzungen.

a.) a;(mEy) = x(o(mEy))a(mEs),

b.) ¥y =1y modl, | =qr.
Aufgrund der Voraussetzungen an ¢ und 7 ist [ > 1. Sind ¢ mod ¢ und
X mod r primitiv, so ist auch ¥; mod [ primitiv.

g1 Integraldarstellung

Natiirlich ist R(s, Fy) = >, % wegen der Koeffizientenabschitzung

1.(2.1) fiir Re s > k + 1 holomorph. Dies ergibt sich aus der absoluten Kon-
vergenz der Reihe in dieser Halbebene.

Entscheidend fiir den Briickenschlag zwischen der Modulform F, und der
Dirichletreihe R(s, F) ist :
X

Integriert man die Fourierreihe von F, fir Z = ( :z > + iwky € Hy
iber die Menge P = {(z,y); |z| <L |yl < i} gliedweise, so leisten nur die
Summanden einen Beitrag, deren Fourierkoeffizienten die Form a(mEs), m €N,
besitzen.
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Genauer gilt (vgl. A. ANDRIANOV, [Anl], S. 89):

r - ) S —4mmu
/Fx (( Sy _i ) + wEQ) dxdy = Z_:lal(mEg)e Ammo. (1.1)
P m=

Mittels des Mellinintegrals

i 1

/e_m’vs_ldv =—I(s), Res>0, n>0,
nS

0

erhélt man nach Vertauschung von Summation und Integration fiir Re s>k + 1:

i 4 mE2 // (( v ) +sz2) L dpdydy .

N (1.2)

Spaltet man das uneigentliche Integral an der Stelle v = 1 auf und bertick-
sichtigt einerseits an der unteren kritischen Grenze Fy(Z) = O(v™"),Z € H,
andererseits an der oberen kritischen Grenze, da§ F, fiir v — oo expo-
nentiell abklingt, so konvergiert das uneigentliche Integral absolut und in
kompakten Teilmengen von {s € C ; Re s > k } gleichmifig. Mittels
(1.2) besitzt die Dirichletreihe R(s, F)) eine analytische Fortsetzung nach
{s€eC; Res>k}.

Bemerkungen
(1) Die gliedweise Integration in (1.1) ist moglich, da die Fourierreihe gleich-
méaBig konvergiert.

(2) Die Vertauschbarkeit von Summation und Integration ist problemlos.
Wegen a;(mEy) = O(m*) gilt mit Re s =171 :

i]oml(m@)@

Daher erlaubt B. LEVIs Satz von der monotonen Konvergenz die ge-
wiinschte Vertauschbarkeit.

(an) ((r—Fk)T(1) < 0.
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Fiir die nachfolgenden Uberlegunggn erweist es sich als giinstig, die Betrach-
tungen im hyperbolischen Raum ‘H = {u = (z,v) ; 2 € C,v > 0,2 =z + iy}
fortzufiihren. Analog der Ausfithrungen dazu in Kapitel 1, Paragraph 3, 1afit
sich die in (1.2) auf H C Hj restringierte Modulform F), auf H umschreiben:

F(w) = Fy(h(w) = F, (( 2 )+ E) -

Der Isomorphismus ¢ aus 1.(3.6) impliziert natiirlich einen Isomorphismus
der Untergruppen I'3(q;) = T'3(qy,7) N G und

FO(QI):{(: ?) € SI(C) ; v=0mod q , a,man} :

Ist fiir M €T2(q1) ©(M) = 0o € I'o(q1), so hat wegen vy (det Dys) = 1), (50)
F,, das Transformationsverhalten

Fy(o(u)) = ¢1(80)Ag(u)*Fy(u), o € To(q),

und Identitdt (1.2) geht iiber in

1 > al(mEg) ~ s—
(47T)SF<S) Z = /Fx(u)v 'du, Res >k,
s

wobei S = {u = (z,v) € H : z € P, v > 0} Fundamentalbereich zu

(1) s

ist. Um Invarianzeigenschaften von F, ins Spiel zu bringen, schreibt man das
Integral auf einen Fundamentalbereich zur Transformationsgruppe von F)
um. Dazu sei fir I'g = To(q1)/ £ Es

FO,OOZ{((l) f), 56(9}

die Gruppe der Parallelverschiebungen. Ist I'y = |JI'g »o0; eine disjunkte Zer-

legung von 'y in Linksnebenklassen, so ist fiir eiilen Fundamentalbereich F
von I'y 8" = |Jo;F Fundamentalbereich von I'y o, auf H.
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Da der Wert des Integrals sich bei invariantem Volumenelement v~>du nicht
andert, wenn man von S zu S’ iibergeht, erhélt man in der Konvergenzhalb-

ebene:
o s—1 I s+2 du
Fy(u)v* " du = Fo(u)v™ —

S S’

_ ,Usfk+2 du

=~ k
_ Z/Fx(u)v U1(0000) S5 s
f
Versteht man unter

E*(u,s,00) = Y hi(660,)

UEFO’OO\F()

Al (1.3)

die fiir Res > 2 absolut konvergierende Eisensteinreihe zur Gruppe I'o(q1),
so erhélt man nach Vertauschung von Summation und Integration

2 = d
/Fx(“)v“du = /Fx(u)v’“E*(u, s—k+2, w1>v_§6 .
s F

Wir fassen unsere Uberlegungen zusammen im

Lemma 1.1
Es ses

F\(2) = Z x(a(T)) a(T>€2mg(TZ) € [F(Q)(Qbr)ak,%]o
Teny

eine Spitzenform, ﬁx(u) thre Darstellung tm hyperbolischen Raum H. Fiir
Res >k gilt:

I'(s)R(s, Fy) = /ﬁx(u) V" E*(u, s — k + 2,1/11)?)—?; :
f

(4m)°
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Dabei ist 1y, = 1px ein Charakter mod [, = qr und F ein Fundamentalbereich
der Gruppe T'o(q1) = {( ?; g ) € Slx(0) ; v=0 mod ql} auf’l:z.

Bemerkung
Der Fundamentalbereich F von I'g(¢q1) ist meBbar und insofern kann obige
Vertauschung von Summation und Integration vorgenommen werden, falls

-1
du < 0o

s k+2

ist. Dies kann man wie folgt einsehen.

Zunéchst schreibt man das Integral auf den Fundamentalbereich D von Sly(QO)
um (vgl. 1.(3.4)), indem man die Gruppe Sl>(O) in Linksnebenklassen mod
To(qr) zerlegt. Ist h = [SIy(O) : To(q1)] < oo und Sh(0) = U, To(q1)o;
eine disjunkte Zerlegung, so ist obige Ungleichung dquivalent zu

h

g;/ﬁww du

— < 00.
v3

v(o;(u)**
Agy(oj(u))>=*+2

g4

Ist M; € Spe(Z) Urbild von o; € Sly(O) unter der Abbildung ¢ (vgl. 1.(3.6)),
so erhélt man unter Beriicksichtigung von 1.(3.2), 1.(3.9) mit Re s = 7:

T—1

v
Ao, (u)TH+2

—_—

FXILMj(u) du < 00 .

zlle

Der Nenner A, (u) 1a8t sich auf D nach unten abschitzen und vor das
Integral ziehen. Die Summation iiber Matrizen o; bereitet ebenfalls keine
Schwierigkeiten - die Betrdge deren Elemente sind nach oben beschréankt.
Letztlich ist Ag,q,(u) > Slg], g € Z*, mit einer positiv definiten Matrix S.
Da es zu dieser Matrix eine Konstante § > 0 gibt mit S[g] > 0 E4[g], reduziert
sich unsere Betrachtung auf

Z E4 T T T—k+2

geEZA

F|M v du < 00 .
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!
Einerseits ist Z

i W fiir 7 > k endlich, andererseits ist aufgrund
ge

—_——

der Eigenschaft von F,, Spitzenform zu sein, auch F) | M; exponentiell ab-
k

klingend und daher Z?’:l J1F | M;(u)] v™~! du ebenfalls beschriinkt. Folg-
D Tk

lich kann man nach dem Satz von der monotonen Konvergenz die Vertausch-
barkeit vornehmen.

§2 Eisenstein- und Thetareihen

Da die bisher bekannten Ergebnisse iiber analytische Fortsetzbarkeit und
Funktionalgleichung der Eisensteinreihe nicht ausreichend sind, um sie auf
Dirichletreihen unseres Typs zu iibertragen, leiten wir eine Integraldarstel-
lung dieser Reihe her, aus der sich die gewiinschten Eigenschaften ergeben.

Zunéchst ist offensichtlich, dafl mit o = < quY g > € I'oc\l'y, auch —o
1

Représentant der gleichen Linksnebenklasse von I'y ist, denn es gilt:

V1(0505) = 1h1(6_00—) und Ay (u) = A_,(u).

Auflerdem ist der GauBische Ring O = Z[i] euklidisch und daher lassen sich
fiir ein teilerfremdes Paar (¢17, d) stets o, § € O finden mit ad — ;73 = 1.
Folglich kénnen wir die Eisensteinreihe (1.3) schreiben als

S

1 < v
E*(u> Sawl) =5 1/11(55)— , Res>2.
2 7;9 A(Ql“/ﬁ) (u)s
(q17,8)=1

Leicht verifiziert man das Transformationsverhalten dieser Reihe:

E*(g(u)7sa¢1) = E(éaSU)E*(,W 571/)1) ) (S FO(q1)~

Um die Teilerfremdheit in der Summation zu beseitigen, iiberlegen wir uns:
Ist ¢ = (q17,6) und sind ¢ und [ nicht teilerfremd, so wiire ;(|§]*) = 0 und
das Paar (v,0) € O x O wiirde keinen Beitrag in der Summation leisten.
Daher reicht es aus, die ¢ € O mit (¢,l) = 1 zu betrachten und wegen der
dazu dquivalenten Bedingung (¢,q;) =1 erhélt man
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Aty () = lgiyz + 02 + gy [0® = e {lan'z + 02 + a7/ |?0?}
Dies bedeutet:
Cie (s, 91, q1) E*(u, 8,91) = E(u, s,v1),
mit

Blu,s,161) = > 1(80) 5

, Res>2,
~,6€0 (fh’Y 5)( )

(s, ¥, @) = Z L

€O
(e,91)=1

|5|25

(2.1)
Dabei steht ' in der Summation fir (v, d) # (0,0).

Bemerkung
Die Bedingung (¢,q1) = 1 kann weggelassen Werden da Summanden mit

(,q1) > 1 keinen Beitrag leisten. Die Reihe Z ﬁ 25 konvergiert absolut

ecO
und gleichméBig fiir Re s > 1 und stellt eine holomorphe Funktion dar, die

analytisch auf die ganze s—Ebene fortgesetzt werden kann. Die Fortsetzbar-
keit kann man zum Beispiel wie folgt einsehen.
Betrachten wir fiir € = ey + ieq, €1,e9 € Z,

I(s) = /e—ﬂ(e?+€§>t ttdt , el+e3>0, Res>0,
0

v
(m(ef +€3))*

multiplizieren mit ¢ (e?+e2), summieren {iber alle Paare (e;, e5) €Z? \ {(0,0)},
so erhilt man nach zulédssiger Vertauschung von Summation und Integration:

)Y / > el e, Res >

6
e1,e2€Z + 2 e1,e2€7

Durch Aufspaltung des Integrals an der Stelle ¢ = 1 und Betrachtung der ent-
sprechenden Teilintegrale folgert man die Fortsetzbarkeit unter Beriicksich-
tigung, dafl die Summe der rechten Seite majorisiert wird durch 9(it)* — 1
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und mit der Abschitzung |9(it) — 1| < ¢ \/% e~ 2!, ¢ absolut. Dabei ist 9(2)
die Standardthetareihe.

Um die Integraldarstellung der Eisensteinreihe zu gewinnen, definieren wir
uns fiir v € H die Funktion

K(u,s,1) = Wi I(s) E(u,5,4n), Res>2, (2.2)

und wenden die Mellintransformation

1 o
—I'(s) = /e"tt51dt , Res>0,n>0,
0

nS

fiirn = M an. Aus der Vertauschung von Summation und Integration
folgt
1 s—1
K(u,s,1) = 5 O(t,u, )t "dt , Res> 2, (2.3)

0

mit der Thetareihe

I _ t ~
O(t,u, 1) = Z ¥1(66) exp <_%A(q1'y,6)(u)) , t>0,ueH.

¥,0€0

Diese konvergiert normal in R x H .

Bemerkung
Haben wir die Endlichkeit von

|

v,0€0 0

dt

- Tt
a@0)exp (T A )] ¢

gezeigt, so diirfen wir nach dem Satz von der monotonen Konvergenz Sum-
mation und Integration vertauschen.
Wie beim Beweis von nachfolgender Proposition 2.1 dargelegt, gibt es eine
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Matrix S > 0 mit Ay, (u) = ¢'Sg, g € Z*. Zu dieser Matrix existiert
eine Zahl 1 > 0 mit S[g] > €1 F4[g]. Daher bleibt nachzuweisen (Re s = 7 ,

g = =T
[e.e]

!/
Z /exp(—e Eyglt) t7 ! dt < o
g€Z4 0
beziehungsweise

/ 1
Z —<€ Bl (r—1) < o0.

geZA

Die Endlichkeit ergibt sich aber aus Z/ < oo firrt>2.

1
g€Z4 (91 +93 +93 _;’_94)7'

Einerseits erweist sich die Konvergenz des Integrals (2.3) an der unteren
Grenze als recht schwierig, andererseits kann dieses Problem mit der Inver-
sionsformel fiir (¢, u, 1) gelost werden kann. Daher leiten wir diese zuerst

her.

Proposition 2.1
Fiirt > 0, u € H geniigt die Thetareihe

b(t.0) = X 0n(03)exp (7 B (1)

¥,0€0

der Inversionsformel

G(¥1) 1 pon
0<tauvwl) = q%lth e(q%lta’rqw(u)?wl)‘
Dabei ist | = qr > 1, 74, = < qor _01 ) und G(¢) die Gauflsche Summe
1
von 3.(3).
Bemerkung

Bereits in dieser Transformationsformel treten im Gegensatz zur charakter-
freien Variante keine Pole auf. Die , Polfreiheit“ bereits auf dieser Ebene ist
letztlich auch der Grund fiir die holomorphe Fortsetzbarkeit der Spinorzeta-
funktion unserer Modulform im Vergleich zur nur meromorphen Fortsetzung
im charakterfreien Fall.
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Beweis

Schreiben wir fiir v = g1 +ig2, 0 = g3 + 194, g1, 92, 93,94 € Z, 80 zeigt man
fir u = (z,v) € H, z = x + iy € C, durch eine kleine Nebenrechnung;:

Ay (W) = gz + 6)* + |y *v® = ¢'Sg

mit einer Matrix

Q%|U|2 0 ar  q1y g1
S = 0 Gl —qy qo g= 92
Q1T -1y 1 0 ’ g3
QY  qx 0 1 4
und
1 0 —1T —q1y
1 1 _
det S = qiv*, S7'= 0 71y o : (2.4)

q%vQ -1 T Q1Y Q%|U|2 0
—qy —qzr 0 gluf?

Beriicksichtigen wir die normale Konvergenz von Thetareihen und setzen fiir
z € Hy,a,b e CH,

Daa(5,2) = X exp (mifSl + gale + 1) )

2
geZA
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so ergibt sich:

0(t,u, 1) = > (g5 +g3) exp (WiS[g]%)

gEZA
2 2 . it
= D nlgi+gd) D, exp(miSlgl
QGZ? g0€Z4

go=g mod 1

= ) di(g5+gd) ) exp (M'S[g + hﬂ%)

gEZ} hez4

-
= > tilgi+91) ) exp <m'5[h + %]%)

4 4
9gEZL; heZ

tl?
= Z Ui(g5 +91) Vago (5> 17) :

4
S

Bemerkung

Da laut unseren Voraussetzungen im Haupttheorem [ = ¢r > 1 ist, kénnen

wir auf die Summationsbedingung ' verzichten, da der Charakter fiir g = (0,0, 0, 0)*
den Summanden verschwinden 1a8t.

Mit der verallgemeinerten Thetatransformationsformel (vgl. E. FREITAG
[Fr], S.22, Satz 0.13)

iy 2
Dap(S71, —27) = =3\ /Get § (;) Oh—a(S,2),  ze€H,

erhalten wir:
]- C— (% 2mi oty
Bt 0, 11) = s 3 exp (wiS ') (=) ) 32 v + ad)e P
hezA geL}

Die Abhingigkeit der inneren Summe von h € Z* beseitigt man durch Zer-
legung derselben in zwei Teilsummen und zum einen

E e¥(91h1+g2h2) _

91,92€7

{ [, falls I|h; und I|hy

0, sonst
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beriicksichtigt, zum anderen fiir die zweite Teilsumme Lemma 3 aus Kapitel
3 anwendet, ndmlich

S n(gd + gd)e Tk — G (B2 4 h3)G(4h) -

93,94€7Z,

Die Gaufische Summe G(v;) kann jetzt vorgezogen werden und wir erhalten:

G —
B(tun) = ) 3 k) e (i 0] (=) )
llgiﬁhz

Ersetzen wir in der Summation h; beziehungsweise hy durch (A} beziehungs-
weise [h, und schreiben in der Matrix S~ (vgl. (2.4)) Ir fiir ¢y, so gilt

1

S_l[h] == W&[h’]
mit )
1 0 —rz -—ry hi
B 0O 1 ry rx P
51 = —rz ry |rul> 0  P= hs
—ry rz 0 |rul? Ion

Zusammenfassend ergibt sich

O(t, u, 1) = Gl > 4y (3 + 1) exp (%isl[h’] (—L)) .

27242 )
qil?t et itq;

Mit der ,Methode des genauen Hinschauens® 148t sich obige Summe schrei-

ben als )
9(@7 Tqﬂ"(”)a 77Z)1> P

da 7, (ru) = 7,,,(u) ist, und wir sind fertig.
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Mit dieser Inversionsformel 148t sich nun die Fortsetzbarkeit und die Funk-
tionalgleichung von K (u, s, 1) begriinden.

Proposition 2.2 B
Die in der Halbebene Re s > 2 fiir u € H definierte Funktion

1
K(u7 S, ¢1) = ; F(S) E(“a S, %)
hat folgende Eigenschaften:

(1) Sie ist holomorph auf die ganze s—Ebene fortsetzbar.

(2) Sie geniigt der Funktionalgleichung

G
K(us. ) = ) K (r0).2 - 5.5,)
1

Beweis

(1) Im nachfolgenden Paragraphen wird die Fortsetzbarkeit in allgemeine-
rer Form bewiesen. Daher sei der Leser auf den dort angefiihrten Satz
3.1 verwiesen.

(2) Mit Proposition 2.1 erhélt man

K(U’ 871/}1) = /6 t anl ts 1dt
0

— 252 /0 o Tarr (1), 0 )53t

0

Die Substitution ﬁ — t, die die Rollen von 0 und oo vertauscht, fithrt
1
zur gewiinschten Behauptung und der Beweis ist erbracht.



Dirichletreihe 37

83 Holomorphe Fortsetzung

Um in diesem Abschnitt die holomorphe Fortsetzbarkeit der Dirichletreihe
R(s, F\) zu zeigen, verwenden wir die nach Lemma 1.1 giiltige Integraldar-
stellung

du
= w) VP E*(u, s — 1)— .
TR R) = [ B B s =+ 200)

Dabei ist Re s > k, u € H und F Fundamentalbereich zu T'y(qy). Aus
den im vorherigen Paragraphen definierten Funktionen (vgl. (2.1), (2.2)) und
Zusammenhéngen folgt, sofern

Als 1) = ~T()Ge(s, b1, 00)

gesetzt und obige Gleichung mit A(s — k 4 2, ;) multipliziert wird:

I'(s)R(s, Fy) = /Fx(u) VK (u, s — K+ 2,¢1)i—g :
f

A(S — k? + 2, ¢1) (471_{_)8

(3.1)

Wir wiaren fertig, wenn die Existenz des Integrals fiir beliebiges s € C nachge-
wiesen wére. Doch einerseits ist der Fundamentalbereich F von I'g(g;) nicht
konkret bekannt, andererseits miiite man Aussagen iiber die Fortsetzbarkeit
von K(u,s,1;) kennen und dieser Nachweis steht noch aus (vgl. Beweis zu
Proposition 5.2.2). Da aber nach T. KUBOTA [Ku] mit D ein Fundamental-
bereich zur Obergruppe Sla(O) =T von I'g(q:) bekannt ist, ndmlich

~ 1 1
Dz{ueH;0§x+%msiys§J§x%uﬁ+#}, (3.2)

konnen wir durch Zerlegung von I' in Linksnebenklassen mod I'y(g;) unsere
Konvergenzbetrachtungen auf D beziehen. Offensichtlich ist A = [I" : T'g(q1)]

endlich und wir erhalten .

F = U Fo(ql)O'j.

j=1
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Dabei durchlaufe o; ein Vertretersystem aller Linksnebenklassen. Mit F ist
auch F' = U?:1 0;D Fundamentalbereich und wir bekommen aufgrund des
invarianten Volumenelements v~3du von Siy(C):

/ﬁx(u)ka(u’ s—k+2, @01)% :Z/ix(aj (u))v(aj(u))kK(aj(u), s—k+2, ¢1)(j}_1;,
F i=1%

(3.3)

Folglich reicht es aus, das Integral

I,(s—k+2)= /Fx(a(u)) v(o(w))" K(o(u), s — k + 2, wl)%’ Res >k,

(3.4)
fiir einen Reprasentanten o € Sly(O) einer Linksnebenklasse auszuwerten.

Da in (3.4) v € D gewéhlt ist, in Proposition 2.2 die Fortsetzbarkeit von
K (u, s,11) aber fiir u € H angegeben wurde und dieser Nachweis noch aus-
steht, formulieren wir den nachfolgenden Satz allgemeiner als wir ihn hier
benotigen.

Satz 3.1
Es seiu e ™M, o€ Sly(0) und

o

K(o(u),s, ) = %/H(t,a(u),wl) t5tdt

0

sei die fiir Re s > 2 giiltige Integraldarstellung der FEisensteinreihe. Dann
qgilt:

Das Integral der rechten Seite konvergiert absolut und gleichmdf$ig in kom-
pakten Teilmengen der s-Ebene und stellt eine in ganz C holomorphe Funk-
tion dar. Die Funktion K(o(u),s,1y) ist holomorph auf die ganze s-Ebene
fortsetzbar.

Bemerkung

Fiir die Giiltigkeit des Satzes mufl o € Sl3(O) nicht dem vorgegebenen Re-
prasentantensystem angehoren. Ist o = FEj, so erhélt man die holomorphe
Fortsetzbarkeit von K (u, s,4) fiir u € H, wodurch die Liicke im Beweis von
Proposition 2.2 geschlossen ist.
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Der Beweis fufit auf zwei Lemmata. In Lemma 3.2 verallgemeinern wir die
fiir beliebiges u = (z,v) € ‘H giiltige Ungleichung

2

Ay.5)(u) (Iv[>+10), ~.6€0 (3.5)

> (%
TP+ 1
(vgl. ANDRIANOV [An2], S. 106).

Versteht man unter o = ( ) € Sl3(0) den Reprisentanten unserer

e

§ ¢

Linksnebenklasse, so existiert eine Konstante ¢; > 1 mit
0 < [el, [=], €], IS] < ¢

Wegen

o(u) =

((ez+7r)(5_+C)+€£v2 v

A,u) a) B =€ CF e

(vgl. 1.(3.2)) gilt

(g2 +m) (€2 +¢) + e8| < & ((Je] +1)* +0%),

A, (u) < F((Jz] + 1) +02).
Lemma 3.2
Ist T :< 0 _1> az(g W) € Sl (0), so iltfiiru:(zv)efl
qir qr 0 ) 5 C 2 ’ g ) P
= 2(Q17“C,12)2 :
) Ay (e (o)) > i (hf? + 15P)
a. (@7,)\Tqr\O(U)) =2 a1 ((J2] + 12 + v2)2 + 02 v )
v? 2 2
b.) A (o(u) > (|7 + [0]7).

~a((Jz] +1)2 4+ 0?)2 + 02

Beweis B
a.) Fiir beliebiges u € H und mit

TQ1T‘U:( _5 _C )
Qmre q(rm
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erhilt man leicht (vgl. 1.(3.3)):

| (E+QEz+7) + e v
Tur((1)) = (_ oz - a2 1 [220?)  qur(es £ 7P 4 |€|21)2)> - (3.6)

Mit Ungleichung (3.5) ergibt sich:
v(1gr(0(u))? (I + [0]%)
Bl Tl () 2 LGP + 0 (e (0 (@)E 1
v* (| + 16]?)
|z 4+ Q)(EZ+7) + €ev?|2 4+ 02 + (qur(lez + ]2 + |e]?v?))?

y 2 (1P + 1of?)
= (2] F 124+ 02))? + 02+ (e (2] + 1) 4 v2)?
_ o2 (7l + [6])
A (2] +1)24+02)2 (1 + (qur)?) + v?
> v (W2 + 151%)
= 22 (2] - 12 + 22 4 o2
,02

_ o
- @md+1y+wy+vﬂh|+wn,

b.) Da diese Abschitzung analog verlauft, verzichten wir auf die Ausfithrung
und sind fertig.

Um die Thetareihe abzuschétzen, benotigt man

Lemma 3.3

Sinqu1T:< 0 -1 >,0:<€ W) € Sly(0), so gilt fiir u:(z,v)eﬁ,

qar 0 £ ¢
t>w= ﬁ mit einer absoluten Konstanten c:
0.) 0t 7 (o (u), )| S e 72 (Hm+ 5+ Fm + ) e 3,
wobei o le]? cl((|z\+1)vz3+v2)2+v2, falls € #£ 0
|| C1((\z|+1)g+v2)2+vza fallse =0
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b) 0t o(w) v S e 72 (Gha+ 5+ g + ) €37,

3

|§|2 (= |+1v+v2)2+v2, f(lllS 5 7é 0

|C|2 z|+1 'U+U2)2+,U2; falls 5 — O

wobei 16}

Beweis

Die Félle ¢ = m = 0 und ¢ = £ = 0 konnen nicht auftreten, weil o € Sly(O)
1st.

a.) Beschranken wir uns auf den Fall ¢ # 0 und beriicksichtigen, daf in

der Summation das Paar (v,d) = (0,0) nicht auftritt, so erhalten wir mit
Lemma 3.2 und (3.6):

|w@mwwm§zﬁdxll—%mmmww

P o (0 (1))

/ Tt
< B 2 2 92
< g exp ( . qr(lez + w|* + |g|*v?)
7,6€0

v? (y* +191%) )
a((lzl +1)% +v?)? +v?

< ) exp(=mat |y +6)) — 1

¥,0€0

= J(ia)* = 1.

03
1((J2[+1)%+v?)?+0v?)

Hierbei ist o = |e|*- > 0 und ¥(z), z € H;, wiederum die
Standardthetareihe.

Fiir e = 0, ist |ez + 7> 4 [e[*v? = |7[* und a = |7 ]?-

((Iz]+1)? +v2)2+v2) :
Benutzen wir die fiir beliebiges oy > 0 giiltige Unglelchung

1

[9(ic) — 1| < e e s , ¢y absolut,

so gilt:
0(t, T (0 (), )| < (L+9(at) = 1) —1

- 1 N 1 N 1 N 1 zat
Co C 0 — (& .
= 20 )2 T at | (at)3? T (at)?
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Ist t > w, so existiert eine von ¢ unabhéngige Konstante ¢, mit

1 n 1 n 1 n 1 < 1 1 n 1 n 1 L 1
[ JR— C —_— —_— —_ —_— JR—
()2 "ot ()2 ()2 T P2 \al?2 o a3 a?)

wodurch sich die Behauptung ergibt.

b.) Auch hier verlduft der Nachweis analog zu a.) und daher verzichten wir
darauf.

Beweis von Satz 3.1
Spalten wir in der Identitéat

o0

2 K(o(u),s,Y) = /Q(t,a(u),@/)l) t5dt, ueH,

0

das beidseitig uneigentliche Integral an der Stelle w = q—‘ﬁ > 0 auf, so folgt
aus Proposition 2.1:

w o

2K (0(u), 5,100) = / O e (0 (0). )1+ [ (0, o) )~

0 w

Die Substitution ﬁ — ¢ fithrt auf
1

2 K(o(u),s,¢) = % L(s) + Ix(s) (3.7)

mit
/9 (t, Tgr (o @ )tlfsdt und  Ir(s) = /6(t70<u),1/11)t81dt.

Benutzen wir fiir /;(s) Lemma 3.3 im Fall € # 0, so gilt (s = 7 +i)\):

o0

1 1 1 1 ™
1-s - —Zatyl/2—1
/thw‘ ), ¥ )t }dt<c(a1/2+a+a3/2+a2>/e2 ! dat.

w
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Die Substitution Fat — ¢ ergibt:

s 3/2-r %
/e—gattl/Q—Tdt — (i) / e—ttl/Q—’Tdt .
yiye’

w Taw/2

Variiert s in einem Kompaktum von C, so ist 3/2 — 7 durch ein von 7 un-
abhingige Konstante ¢ beschriankt. Mit der Abschitzung et t~1 < ¢ e /2,
c¢ unabhéngig von ¢, erhélt man:

a2

— 1 1 1 1 n
1-s —Jwa
/ }Q(t,qur(a(u)),wl)t ’dt <C (—1/2 + -+ —7 + —> e 17" a .

(3.8)

Also konvergiert das Integral in diesem Kompaktum absolut und gleichméfig
und /[;(s) ist eine in ganz C holomorphe Funktion. Der Fall ¢ = 0 liefert
das gleiche Ergebnis. Die Holomorphie von I5(s) zeigt man analog. Durch
analytische Fortsetzung erhilt man die Holomorphie von K (o(u), s,4) und
Satz 3.1 ist bewiesen.

Mit den bisherigen Uberlegungen 1&8t sich nun die holomorphe Fortsetzbar-
keit der Dirichletreihe R(s, F)) zeigen.
Der Integrand von

I,(s—k+2)= /ﬁx(a(u)) v(o(w)* K(o(u),s —k + 2, ¢1)?}_§ (3.9)

ist natiirlich holomorph. Der Matrix o € Sly(O) entspricht aufgrund des Iso-
morphismus ¢ : G — Sly(C) eine Matrix M € G N Spa(Z) (vgl. 1.(3.6)).
Unter Beriicksichtigung der Peterssonschen Schreibweise erhalten wir im hy-
perbolischen Raum H (vgl. 1.(3.9))

und (3.9) geht iiber in

L(s—k+2) = / B M ()oK (o), s — k + 2, 1 )du.
k
D
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Mit 3. Lemma 3.3, (3.7), (3.8) und dem entsprechenden Analogon von (3.8)
fir Io(s — k + 2) gilt:

C o x

C — 2 Bw
+_C/ﬁ7(m+_+T/2+_2)e4 .

Nutzen wir nun die Gestalt des Fundamentalbereichs D aus (vgl. (3.2)), so
erhalten wir unabhéngig von e, 7, £, ¢ mit Konstanten cg, co:

1 ) ) 1
G 3 <a<cv beziehungsweise g p < B < ¢y w.

Mit Konstanten c;q, 11 bedeutet dies:

1 1 1 1 —Zaw —C11 —3
a) —a1/2+a+—a3/2+;§0107}, e 4 <e U3,
1 1 1 1 6 z —ci1 g
b)ﬁl/2+/§+33/2+@§610’0a €4ﬁw<6 s

Variiert s € C wiederum in einem Kompaktum, so wird |K (o (u), s—k+2,1)|
majorisiert durch

C12 'U6 .

Mit F) ist natiirlich auch F) | M Spitzenform und fiir v — oo exponentiell

k
abklingend. Daher konvergiert I,(s — k+2) in der ganzen s-Ebene und stellt
dort eine holomorphe Funktion dar. Vermoge (3.3) und (3.1) besitzt R(s, F})
eine holomorphe Fortsetzung auf ganz C.
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84 Funktionalgleichung

Um den Zusammenhang zwischen R(s, Fy) und R(2k —s—2, F¥) herzuleiten,
erinnern wir an die Identitét (3.1):

A(s —k+2,11) I'(s)R(s, Fy) = /ﬁx(u)ka(u, s—k+2, 101)?)—1; ,

1
(4m)°
F
wobei A(s, 1) = & T'(s) (s, ¥1,q1), F Fundamentalbereich zu Io(g: ).
Benutzen wir die Funktionalgleichung von K (u, s, ;) (vgl. Proposition 2.2),
so wird obiges Integral zu

G(i) = — . du
q25—2k;+2l5_k+2 /FX<U> UkK(TQN"(u)a k — S, wl)ﬁ .
! F
Beriicksichtigen wir ferner die Definition von K (u, s, 1) (2.2), so wird oben-
stehende Gleichung zu

I'(s) G(¢1) —
A(S —k+ 2,¢1) (47‘(‘)5 R(S, FX) = W A(k? — 8777[}17 )X
T k 1% — . du
X FX(U>U E (T41T(u)7 k -5, wl)ﬁ : (41)
f
Daher sind wir fertig, wenn das ,,unfolding“ des Integrals
~ i — du
/Fx<u>UkE (Tqrr(u), k — s, 1/’1)5 (4.2)

]:

fir Re(k — s) >> 0 durchgefiihrt ist.

Die nachfolgenden Uberlegungen und Berechnungen verfolgen alle den Zweck,
die aus Konvergenzgriinden eingefiihrte Eisensteinreihe wieder zu beseitigen
und die sich daraus ergebenden Summen zu vereinfachen. Ersteres erweist

0
als Argument in der Eisensteinreihe auftritt, der Fundamentalbereich F sich
aber auf die Gruppe I'g(q;) bezieht.

sich deswegen als schwierig, da im Integral (4.2) die Involution Tglr:(qor _1>
1
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4.1 Auflésung der Eisensteinreihe

Es sei

3@

1
Fo(qm—):{( @
r qiry

Im Integral (4.2) 148t sich das Argument 7,,,(u) durch erneute Anwendung
der Involution 7,,, auf u zuriickfithren. Daher transformieren wir den Fun-

damentalbereich F von T'o(qi) mit 7.} Fiir o = (qa7 ?) € To(qn) ist
1

_a
wegen Tq,,07, ) = <—qfr 5 o ), Fi = 7,,,;(F) Fundamentalbereich von

TarLo(q1) 7k = Do(qur, +). Beriicksichtigen wir

a.)

) = (2 ) L A )= Pl

qurful?” qurful?

b.) das Urbild der Matrix 7, € Gl3 (C) unter dem Isomorphismus ¢: G; — Gl3 (C)
(vgl. 1.(3.6) und die nachfolgende Bemerkung), ndmlich

o (%)

aQr 0
0 —aqr 0

— N

qir >’

90_1 (Tthr) =

so gilt (vgl. 1.(3.9)):

FX(TQU”(U)) = (qlr)k|u|2kFXILNélr(u)v

wobei sich Fy[N! . zu To(qir, +) transformiert. Wir erhalten unter Beriick-
k

sichtigung des invarianten Volumenelements v—3du:
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~ — . d
| B B ), = .50 5= [ By ol () B (= 5.0)
F Fi
o — . du
— [ BN ) o Bk -5 5
fl k
(4.1.1)

Unsere Eisensteinreihe transformiert sich zu I'g(qy), F; ist Fundamentalbe-
reich beziiglich T'g(qy, %) Unter diesen Bedingungen ist E*(u, k — s,1),) aber
nicht aufzulésen. Jedoch:

Hitten wir eine Obergruppe von I'y(q1), zu der sich die Eisensteinreihe ebenso
transformiert und die zugleich Obergruppe von Uy(qr, %) ist, so kénnte man
das Integral auf einen Fundamentalbereich dieser Obergruppe beziehen.

Dazu iibertragen wir zunéchst die Peterssonsche Schreibweise auf Eisenstein-
reihen im hyperbolischen Raum, nédmlich

E*(u, s,wl)lLa = (det 0)* Ay (v)*E*(0(u),s,71), o€ GIF(C).

Wegen
E*(J(u)737¢1) :E(éagU)E*(u’sv¢l)a (S FO(Ql)a

ist E*(u, s,1;) automorph vom Gewicht 0 bzgl. I'g(¢1). Definiert man sich
die Reihe Ej(u, s, 1) durch

,US

Biws, o) =5 3 i)

~,6€0 A(q’ﬂ%‘;) (u)s

?

so ist auch sie automorph vom Gewicht 0 bzgl. I'y(gr) = { ( q(:V ? > € Siy(0) }

0 1 ) , 0r(u) = ru, ist dann Ef | o, automorph bzgl.
0

) € sz2(o>} ~ T, <q17 %)

Fir o, =
v

3

rqy

o, 'To(qr)o, = {( .
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und weil

1
E*=—FE] | o,
s 0

ist, transformiert sich unsere Eisensteinreihe auch zur Obergruppe I'o(q1, %)
von ['g(q1). Hieraus resultiert die gewiinschte Situation:

To(gr, 1) —— Tolgr)

AN

Co(qr, 2) —— Tolar).

Zerlegen wir I'g(q1, %) in Linksnebenklassen mod I'y(q;7, %), so ist offensicht-

lich
1 0 :
{%—(qlg 1),5m0d7’Z[z]}

eine Linkstransversale mit

E, 0
—1 — — NI — . )
¢ (02) ” ( e e ) £, leG, e=e +ie
€2 —€
Fiir einen Fundamentalbereich F5 von T'g(q, %) ist U o.F Funda-

€ mod rZ[i]
mentalbereich von T'g(qy7, %) Wiederum aufgrund des invarianten Volumen-
elementes erhalten wir:

" — du N — du
/F ‘ qlr( )vkE (u7k—svw1)ﬁ = Z /F | qlr 6 kE (u k—s wl)vig
Fi e mod TZ[i

Betrachtet man analog Paragraph 1 statt I'g(q, 7n) die Gruppe der Abbildun-
gen I'y) = To(q1, T) / £ E5 und deren Untergruppe

8
Fa,OO:{((l) {);660},
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so besitzt fiir eine disjunkte Zerlegung I'y = | J, Iy ,,0: unsere Eisensteinreihe
die Gestalt

(u,s,¢1) Zwl (0:30.) X ( -

Natiirlich ist F3 = |J 0;F ein Fundamentalbereich von I7

i

auf H. Unter

OO

e~ —

Berticksichtigung des Transformationsverhaltens von £ ] N, N/ fir Matrizen

o€ FO(qb 7‘)’

—_—

FI N0 (1) = ¥y (0505) Ag (u )kFI arVE(u)

geht bei gliedweiser Integration die Eisensteinreihe im Fundamentalbereich

F3 auf:

. du — _.du
[ BN N Bk = 5505 = [N N

F2 F3
beziehungsweise
. — . du > _.du
/F| qlr( )UkE (uvk_sawl)ﬁz/ Z F]L qQr ( )Uzk E
7 Fy € mod rZli]
(4.1.2)
Bemerkung

Die Vertauschung von Summation und Integration ist unproblematisch, da

F> meBbar und

vk du

A, (u)F=s| v3

F| qlr )kw1<50150’z)

endlich ist. Dies zeigt man analog der Bemerkung zu Lemma 1.1.
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4.2 Einige Vereinfachungen

Die Summe

> FNj,Ni(u)

e mod rZ[t]

wird nun so vereinfacht, dafl eine Fourierentwicklung moglich wird, mit de-
ren Hilfe das Integral (4.1.2) wieder in eine Dirichletreihe zuriickverwandelt

werden kann.
In Kapitel 4 haben wir fiir N, = < By B ) die Identitét

0 FEs
9(x) Fy(w) = > x(o) F}LNc(u), ueH,
c mod r
gewonnen (vgl. 4.(1)). Daher gilt:
/‘\/_/ , - 1 3 /—\_/6
> RN N(u) = g(Y) > X()F|Ng(u) (4.2.1)
€ mod r k e mod er[z‘] k
mit
c— e —es B 1 0
h €9 —e1 —¢ 0 -1
N: = N.N!/ N =

c qrt'e 1 0
oy ) |0

. mEy 0 . c—ep —ey
Setzen wir My = ( W H E2> mit H = ( e c+el> € Syms(Z,), so

bestétigt eine einfache Rechnung

L 0
NeNg, N, = < 0 L > NoMu

.. (1 0 (0 =By . . _
wobel L = < 0 —1 ) und N, = ( B 0 ) die Involution von 4. Theo

rem 2 ist.



Dirichletreihe o1

Fafit man die Summation iiber ¢ mod r und € mod rZ[i] als eine Summation
iber Matrizen H € Syms(Z,) auf und beriicksichtigt

L 0
k
so erhélt man:
S XOFN(w) = o(-1x@) > x(o(H) FINMy(u). (422)
¢ mod rZ[i] k HeSyma(Zy) b

c mod r

Mit Fj3 ist offensichtlich auch
S, ={u=(z,v)€EH; z€P, 0<v<oo}
Fundamentalbereich zu I'y ., wobei P, = {(z,y); |z| < &, |y| < &

0,007

Schreiben wir F* = F|N,, so ist nach 4. Theorem 2 F* € [['(q), k, %]y , und
k

wir erhalten:

3 —~— s du _ P _Sdu
S RNl % = [ Xl
Fs HeSyma(Zy) k S, HeSyma(Zyr) k
(4.2.3)
Zusammenfassend konnen wir mit (4.1), (4.1.1)- (4.2.3) formulieren
Lemma 4.2.1
Sind die Bezeichnungen wie oben gewdhlt, so gilt
1
A(s—k+2 —7r F,) =
(S + 7¢1) (47’(’)5 (8) R(S7 X)
G (=1)x(2) - _ T () g2k G
S S0 s [ 3T S P
ST‘ Hesme(Zr)
By 0 und S, Funda-
—qH Ep "

Dabei ist F* = F|N, € [[%(q), k,¥]o, Mg = <
k
8
1

)ineo}.

mentalbereich zu Fam = { (
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4.3 Begriindung der Funktionalgleichung

Aus dem Integral

ST e H) F My (w) v Sdu
5, HeSyma(Z,) "

wird jetzt die Funktionalgleichung hergeleitet. Aufgrund der Invarianz von
F* unter Matrizen aus ['3(q) zerlegen wir My in zwei Faktoren M € TI'Z(q)

und N = < ; : und entwickeln F*|N in eine Fourierreihe, die wir glied-
k

weise integrieren. Vermoge der Orthogonalitéitsrelation der Exponentialfunk-
tion leisten nur Matrizen T' € NJ der Fourierentwicklung bei der Integration
einen Beitrag, die eine spezielle Gestalt haben (vgl. Paragraph 1). Fiir diese
Matrizen 148t sich die Summe iiber Matrizen H € Symy(Z,) zusammenfas-
sen.

7’3E2 0
—qH Ey
(rE,, —qH) ist relativ einfach. Schreiben wir fiir diesen Fall (rEy, —qH) = 1,
so bedeute (rE2, —qH) > 1 nicht teilerfremd. Um die Fourierentwicklung von
F* nicht auf den hyperbolischen Raum H umschreiben zu miissen, fithren wir
nachfolgende Uberlegungen im dazu isomorphen Raum

Die Faktorisierung von My = ( ) fiir teilerfremde Matrizenpaare

durch (s. 1.(3.5)). Wir erhalten fiir Z € H:

> Xlo(H) FMy(2)* Tz =

S HeSymoa(Zyr)

> X(o(H)) F*ILMH(Z)U%—s_f‘dZ + D x(o(H) F*ILMH(Z)U%_S_?’dZ.

HeSymag(Zr) S HeSymo(Zy)

Sr (rEg,—qH)=1 T (rEg,—qH)>1
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Es wird sich herausstellen, dal unsere Funktionalgleichung bereits vollstéan-
dig im Integral des teilerfremden Falles enthalten ist, wiahrend das zweite
Integral verschwindet. Ersteres ist Inhalt von

Satz 4.3.1
Hat F* = F|N, € [[3(q),k, % Jo fir Z = < xy _z> +iwky € H die
! -

E : b 27rw' TZ)

Fourierentwicklung

Teny
T3E2 0 . .
und versteht man unter My = wH E sowie unter S(x) die Gauflsche
—q 2

Summe 3.(2), so gilt:

/ Y. Xlo(H) F*ILMH(Z)U%_S_gdZ

HGSyMz(Zr)
S (rEg,—qH)=1

X(@y(r*)Sx) 1 (ks 2) i X(m)b(mEs)

= 2h—s—2 2k—s—2
rk=s (47r)2k—s— —  ms

Beweis
Wegen

My — TEQ 0 7’2E2 0
H=\ —¢H E, 0 B,

geniigt es, das primitive Paar (rFy, —qH) zu einer Matrix aus I'3(q) zu
ergédnzen. Aufgrund der Teilerfremdheit existieren Matrizen A, B € M(7Z)

mit A
B
-1 __ 2
M _(qH rEs ) € Lla).

Die Symplektizitdt von M~ impliziert rA — ¢gBH = E,. Wegen (¢,r) = 1
ist det A = r=2 mod q beziehungsweise —¢qBH = FE, mod r und H liegt in
der Menge

Sym(Z,) = {H € Symy(Z,) ; H invertierbar mod r} .
Mit

. i TEQ —-B N T2E2 B
My = MN, M—(_qH At)’ N—( 0 TE2>
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und .
F*|M =(r*)F*, F*|N(Z) =" F*(rZ+ -B)
k k r

erhalten wir:

/ > X(o(H)) F*ILMH(Z)U%*S*%IZ

S HeSymo (Zy)
T (rEg,—qH)=1

/ > X(o(H)) F* (rZ + %B) V5347

HeSym3(Zr)
—qBH= EQ mod T

Entwickelt man F™* in eine Fourierreihe und beriicksichtigt B = —(q¢H) ™ mod r,

S, =1[0,00[xP,, Z = ( o

_y :i ) + 1w kEs,, so wird dies zu:

’gb(’f‘Q)’f‘k/ Z b —27F7‘U0’(T Z )Z(O’(H))e 27r”“a(T(qH) ) >

0 \Tenj HeSymY(Z:)

X /(fzwm(T( Sy »dxdy v 3y
Py
Die Umordnung der Summen beziehungsweise die Vertauschung von Sum-

mation und Integration ist wiederum unproblematisch, da die Fourierreihe
absolut und gleichméfig konvergiert.

Wegen

x —y L, fll T: E
/6—27r7‘U<T( A ))d:cdy _ { -, lalls mls

b 0, sonst

leisten nur Matrizen 7" mit T'= mFE> einen Beitrag in der Summation.
Nach 3. Lemma 2 ist

ST Xlo(H)e T = y(m)y()S(¥)

HGSymg(Zr)
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und unser Integral vereinfacht sich zu
S @S [ xmbmEa)e .

0 m=1

Mittels der bereits 6fter benutzten Mellintransformation erhalten wir die ge-
wiinschte Darstellung und der Satz ist bewiesen.

Der nichtprimitive Fall ist Gegenstand von

Satz 4.3.2

Hat F* = F|N, € [T k¢ |y fir Z = ( :ny _z) + vk, € H die
I -

Fourierentwicklung

F*(Z) _ Z b(T)GZWiJ(TZ)
Teny

. .. _ TSEQ 0 e
und ist fir H € Symq(Z,) My = < “wH B ), 50 gilt:

| X ) Pzt etiz —o.
S

HeSymo(Zy)
T (rEg,—qH)>1

Beweis
Zunéchst fallt auf, dafl es wegen

. TEQ 0 T2E2 0 .
MH_(—qH E2>( 0 EQ) und S, = P, x [0, 00

ausreicht, das Verschwinden von

[ ¥ e

HeSymo(Zyr)
Pr (TEQ,qu);l k

<jf;[ 157)2)(2) dedy — (4.3.1)

nachzuweisen.
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Die Schwierigkeit besteht aber darin, auch im nichtteilerfremden Fall die Ma-

. rEy 0 . . 5 %
trix < —gH By ) als Produkt zweier Matrizen M € I'§(q) und N = < 0« >

darzustellen. Doch die folgende Uberlegung erlaubt es, die Summe von (4.3.1)
so umzuformen, dafl eine Faktorisierung moglich wird.

Aufgrund des Charakters x mod r leisten Matrizen H € Syms(Z,), deren
Komponenten durch dieselben Primfaktoren von r teilbar sind, keinen Bei-
trag in obiger Summe. Um diese Matrizen auszuschlielen, setzen wir

nicht alle Eintrdge von H sind
Symi(Z,)=< H e Syms(Z,); (rEy,qH) > 1, durch den gleichen Primfaktor
teilbar.

Da die prime Restklassengruppe Z; vermoge
Zy x Syms(Zy) —  Syms(Zy)
(¢, H) — cH
fixpunktfrei auf Symi(Z,) operiert, 1&8t sich jede Bahn als disjunkte Verei-

nigung von Elementen aus Z! schreiben. Mit Sym3(Z,) = U U cH, L
HeLl ceZ;

Vertretersystem der Bahnen, erhalten wir:

[, e

HESym2 (Zr

E *
(B 5 )@ dudy= /Zx H)S_ X F | M () dedy

HGE cEZF:

mit My, = ( —fcjj'{ ]SQ > Diese Vorgehensweise gestattet es, statt der Ma-

trix My die Matrix M§ als Produkt zweier Matrizen M, € T3(q) und N
darzustellen.
Zuerst habe H = H, € Symi(Z,) Diagonalform:
_ (M 0 _
H0_< 0 h2)7 (hlahQ)_]-

Fiir ry = (hy,7), ro = (ho,7) ist (ri,r2) = 1. Eine einfache Rechnung zeigt

TEQ o P
( —qcH, ) o ( —qcH, ) ’,
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!/
mltP:<Sl 0),812182:L7H1:<h1 O),h&:%,hé:@

0 s r r2 0 h T2
(7m0
R_< 0 T2 ) '

Wegen (q,7) = 1, (¢,r) = 1 ist das Paar (P, —gcH;) primitiv und zu einer
Matrix aus I'2(g) ergénzbar. Folglich existieren A, B € My(Z) mit

A B
< gcH, P > S Fg(‘])

und die Symplektizititsbedingungen erlauben

. aq 0 . bl 0
a=(50) m=( ) s
zu wahlen, wobei iiber aq, ay, b1, by noch geeignet verfiigt werden kann. Dies
bedeutet

a;$1 — qchiby =1

AP — qcH\B = F, beziehungsweise 18y — qchlby = 1

und wir erhalten
A B rEy 0 (R B
( qcH, P ) ( —qcHy Ey ) N ( 0 P ) ' (4.3.3)

Nun sei H beliebig. Bekanntlich gibt es zu H* € Syms(Z,) ein U € Gly(Z,)
mit
bt 0

t rr* _
UHU—(O h

) , hi,h5€Z,.
Die Diagonalisierbarkeit von H € Symj(Z,) impliziert die Teilerfremdheit

der Eintrdge der Matrix ( %1 i? ) und daher 148t sich H schreiben als
2

H= ( %1 }?2 ) M — Ho[V], VeGh(Z,).

Fiir ry = (hy,7), 79 = (ho,7) ist wiederum (ry,79) = 1.
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Aus (4.3.3) erhalten wir

A B vV 0 V-1 0 rEs 0 vV 0
qcH, P 0 v 0o vt —qcH, FE, 0 Vv

Mt Mg

gg Vo_t) . (4.3.4)

Daher haben unsere gesuchten Matrizen M und N die Gestalt

—t
Mc_1=< Py >€F3(q)mitAP—qcﬂlB:E2’ N:<

RV BVt
gcH\V PV~

0 PV

und (4.3.4) ist dquivalent zu

-1 -1
M = M, Mc=< v-lp -V B)

—qcViH, VA
Beriicksichtigt man

a) F*|M, = (det V) 9(s185)F*, AP — qcH\B = E,,
k

T

b) F*IN(Z) = (22)" (det V)* F*(LRVZV'R+ LBR),
k

so erhalten wir mit der Fourierentwicklung von F* nach Umordnen:

> X |Mp(Z) = (“Tﬁ)k (det V)* P(det V)yp(siso) Y b(T)eX o TIVIZ)

CEZ Teny

x> X(e)e o TER (4.3.5)
c€ZF
AP—qcH, B=Eo
Dabei hédngen die Matrizen A, P, H;, B nur von der fest gewéhlten Matrix
H € £ ab. Kénnten wir das Verschwinden der inneren Summe nachweisen,
so waren wir fertig.
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. . a b/2 T [ abirp %
Fir T = < b2 ) € Ny ergibt sich aus TBR = ( « by >

o(TBR) = ryaby + racby .

Wie bereits beim Beweis des vorherigen Satzes benutzt, leisten bei gliedweiser
Integration iiber P, nur Matrizen 7" der Fourierentwicklung einen Beitrag in
der Summe, die eine spezielle Gestalt haben. Im vorliegenden Fall ist es aber
nicht T'= m#FE,, sondern T' mufl der Bedingung

1

V1 U2
V3 U4

T%a * v% + vg *
« 12 )T * vi+v? )
2 2 4

Beriicksichtigen wir diese besondere Gestalt von T in der inneren Summe
und schreiben statt AP — qcH1 B = E5 die dazu gleichwertige Bedingung

geniigen. Fiir V! = ( ) € Gly(Z,) ist dies dquivalent mit

a;sy —qchiby =1 und ayse — qchyby =1,

so wird nach gliedweiser Integration iiber P, die innere Summe von (4.3.5)
zu
Z X(C)ehim(%(v%+v§)+ﬁ—;(v§+vg)> ‘

ceZf

/
alslchhlllq:l
a432—qch2b4:1

Den Nachweis iiber das Verschwinden dieser Gaufischen Summe fiithren wir
mit

Lemma 4.3.3
Firs, =L, s =

ry’

ot = vi4v3, ty = v3+u3 gilt mit obigen Bezeichnungen:

Z >_<<C)627rim(%t1+%t2> _0.
cEZF

alsl—qchllblzl
a4527qch/2b4:1
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Beweis

1. Fall: (81,82) > 1.

Aufgrund (4.3.2) kénnen wir a; = ra), ay = roa), wihlen. Beriicksichtigen
wir ferner die Teilerfremdheit von g, ¢, b, b bzgl. r, so erhélt man:

Z X(C)ewrim(%h-i-%m) _ Z )Z(C)ezwim (t151b1+t252ba)

c€Zf c€Zf
alslchhllblzl 7qch/1b1£1 mod T
a4.92—qch/2b4=1 —qch’2b451 mod r
27iC,, 7 v N
. = — 2T emaq(t1s1h, +tosoh
— E X(C)e - a( 1 3)
ceZ}

= x(=mg(tisih +t25205)) Y x(e)e™ 7 °.

cELF:

Da s; und s, nicht teilerfremd sind, ist (¢,51h} + tys9hly, 7) > 1 und das Pro-
dukt null.

2. Fall: (s1,s9) = 1.

Da s1 ==, s = -, (ri,m) = 1 ist, gilt:

s1 besteht aus den Primfaktoren von r, die bei sy nicht auftreten.

Fiir sy gilt der analoge Sachverhalt. Daher ist s;so = r beziehungsweise
mMrqo =1mT.

Dies bedeutet s; = ry und s, = r; und die Summationsbedingungen werden
zu aire — qchiby = 1 und agr; — qehhyby = 1.

b0 > geeignet verfiigt

Wiederum kann iiber die Eintrdge von B = < 0 b
4

werden und mit by = b, by = rob), erhilt man:
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E >Z(C)GZWim(b’ltl—‘,—bﬁltz) _ E X(C)GQMm(b’ltl—i—biltz)
cELY: cE€Ly.
a,lerqch/l'rlb/l:l 7qch/1r1b/1£1 mod T9
a4r1—qch/2'r2b2:1 —qchIQT2b:LEl mod 711
_ 2 : X(C)e—2mm¢jé(r’1 b1 ho t2)
cEZF:
= > x.
ceZ:

Die letzte Summe ist null aufgrund der Primitivitat von x mod r. Mit dem
Beweis des Lemmas ist auch Satz 4.3.2 bewiesen.

Es ist nun leicht, aus den Ergebnissen der Abschnitte 4.1 bis 4.3 die Funk-

tionalgleichung der Dirichletreihe herzuleiten.

Erweitern wir die rechte Seite der Identitéit von Satz 4.3.1 mit x(2) (dies geht,
weil r ungerade ist), so wird die Reihe Y >, % zu R(2k — s —2,F}).
Zusammen mit Lemma 4.2.1 sowie mit Satz 4.3.2 ergibt sich die gewiinschte
Funktionalgleichung, sofern man die Vereinfachungen ¢4, = ¥y und [ = ¢r

riickgdngig macht.



6 Die Spinorzetafunktion

Nach dem umfangreichen Beweis des Theorems von Kapitel 5 1a8t sich nun
unser Haupttheorem herleiten. Dazu miissen wir nur die Dirichletreihen R(s, F))
und R(2k — s — 2, F¥) durch die entsprechenden Zetafunktionen ausdriicken.

Zunéchst iiberlegen wir uns folgendes allgemeine Prinzip:
Gilt in einer Konvergenzhalbebene fiir Dirichletreihen Dy(s), Da(s), Ds(s),
seC, die Identitdt
D1 (s) = Dy(s) Ds(s),
so gilt natirlich auch fir die mit einem Charakter x mod r formal getwisteten
Reihen
D1 (s, x) = Da(s, x) Ds(s, x)

in einer Konvergenzhalbebene.

Ubertréigt man diesen Sachverhalt auf den nach A. ANDRIANOV [An4]
giiltigen Zusammenhang zwischen der Spinorzetafunktion Zg(s) der Modul-
form F € [T2(q), k, 4o, a(E2) #0 und der Dirichletreihe R(s, F)=3_ 22

mS
namlich

N(2))
E2 ZF Z w(le 9 R(S,F),
Q(Q[CJ[O )

so erhélt man nach dem Twisten mit unserem primitiven Charakter x mod r,
(q,r)=1:

2A
U(NE))

a(EZ) ZF(37 X) = & N(Ql)s k+2 (37 F, X) (1)
mit
B ~ppx®\ 7! L (x(p)
ZF($7X)_E(1 P ) QQP,F( ps > ’
Wegen x(2) R(s, F,x) = R(s, Fy) wird (1) nach Multiplikation mit x(2) zu
o) Ze(5:0) = XD 3 Ygyers R B @)

ACO
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Aus (2) folgert man leicht die holomorphe Fortsetzbarkeit der Spinorzeta-
funktion Zg(s,y) mit dem Theorem von Kapitel 5.

Da andererseits F' € [T2(q), k, % o im Haupttheorem als Eigenform sowohl
der reguliiren Heckeoperatoren Ty (p), Ti(p?) als auch der Operatoren I;(p),
IT; (p) vorausgesetzt war, ist nach 4. Theorem 2 auch F* Eigenform dieser
Operatoren mit der Spinorzetafunktion Zpg«(s) (vgl. 4.(2)). Wenden wir da-
her (2) statt fir F' auf die Eigenform F* an mit 2k — s — 2 und X statt s
und Yy, so gilt:

b<E2> ZF*(2k — 5= 27%) = X(z) ClC(k - 87%7 Ch) R(2k — 5= 27Fy*)

Folglich erhélt man aus der Funktionalgleichung der Dirichletreihe die Funk-
tionalgleichung der Spinorzetafunktion. Damit ist das Haupttheorem voll-
standig bewiesen.

Um das Corollar einzusehen, miissen wir fiir ¢ = 1

G(Yx)S(X)
9(X)

= g(x)*

zeigen. Dies erwies sich als recht schwierig und gelang erst {iber den Umweg
der SAITO-KORUKAWA-Liftung. Diesbeziiglich verweisen wir den Leser auf
den Anhang.



Anhang

Da es mir nicht gelungen ist, die Gaufisummen G(x) und S(x) des Haupt-
theorems elementar in die GauBBsumme g(x) iiberzufiithren, beschlieflen wir
unsere Betrachtungen mit einem Exkurs iiber eine Anwendung der SAITO-
KORUKAWA-Liftung.

Versteht man unter [Sps(Z), k| den Vektorraum der Spitzenformen der Maass-
schen Spezialschar, das sind Siegelsche Modulformen vom Grad 2 und Ge-
wicht k, deren Fourierkoeffizienten spezielle Eigenschaften besitzen, so besagt
sie (vgl. M. EICHLER - D. ZAGIER [E-Z]):

Zu einer normalisierten Heckeeigenform fi € [Spi1(Z),2k — 2|y existiert eine
Heckeeigenform Fy € [Spo(Z), k] und umgekehrt. Zwischen beiden Funktio-
nen gilt:

ZFl(S) = Rf1(8) C(S_ k+ 1) C(S - k+2)'

Twisten wir diese Gleichung formal mit dem primitiven Charakter xy mod r,
so geht diese iiber in

ZF1(87X> = Rf1(57X) C(S —k + 17X> C(S —k + 27X) . (Al)

Da jede Dirichletreihe der rechten Seite von (A.1) eine Funktionalgleichung
besitzt, kann man daraus eine Funktionalgleichung fiir Z, (s, x) erwarten.

Dazu sei zunichst x mod r gerade. Schreiben wir fiir ((s,x) wie iiblich
L(s, x), so hat diese L-Reihe die Funktionalgleichung (vgl. D. ZAGIER [Za])

O () rwn o2

G. SHIMURA [Sh] entnimmt man fiir f; € [Spi(Z), klo:

< d )SF(S) Ry (s,x) — ik M ( " )k_SF(k— s) Ry (k—s,X). (A.3)

2 ro\2m
Lost man Gleichungen (A.2) und (A.3) nach L(s, x) und Ry, (s, x) auf, setzt
dies mit den entsprechenden Argumenten und dem Gewicht 2k — 2 in (A.1)
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ein, so geht, nachdem man die inversen I'-Faktoren auf die linke Seite gebracht
hat, (A.1) iiber in

I(s)T (#) r (#) Zr (s, x) =

2k —2 4 dk—4s—4 — 5 —
7 Q(X) <£) F(Qk — 5 — 2) T (w) X
T

22k_2_28T2 2

k—
X F( i S) Ry (2k —s—2,x) L(k—s,X) L(k—s—1,X) .

Zp, (2k—2-2X)

Unter Ausnutzung der Legendrerelation 2° T' (£) I' (331) = 2/7 T'(s) wird
dies zu

2k—2 4

i g(X 7\ 4k—4s—4
T(s) D(s — k+1) Zg (s, x) = 24“—422 (;) %

X T(2k —s—2) D(k — s — 1) Zp, (2k — 2 — 2,%).

Um die Funktionalgleichung der I'-Funktion, I'(s + 1) = s I'(s), beidseitig
anzuwenden, multipliziert man die Gleichung mit s — k 4 1. Sie vereinfacht
sich zu

Z2kg(X)4 7\ 4k—4s—4
F(S) F(S —k+ 2) ZFl (87 X) = 94k —4—4s5p2 <;) x

xT(2k—s—2)T(k—35) Zp,(2k—2—2,%).

Multiplizieren wir diese Identitit mit m=(=*+2) (47)~* und beriicksichtigen
k = 0 mod 2, so erhélt man nach Zusammenfassen der m-Faktoren:

L (s k4 2) e T(9)Zp (s.y) = 2O

Ws—k+2 (4ﬂ->s r4s—4l€+6

1 1
X —F(k—S)W

7-‘-k—s

T2k — s —2)Zp (2k — s —2,X). (A.4)

Der Fall des ungeraden Charakters verlauft analog und fiihrt auf die gleiche
Identitét.
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Andererseits hindert uns salopp gesprochen nichts daran, im Fall ¢ = 1 un-
ser Haupttheorem auf Iy € [Spo(Z), k] anzuwenden, da die Gauflsummen
unabhéngig von der Wahl der Modulform sind. Dies bedeutet:

GO)SKX)

\IJ(S7 F17 X) = T.4sf4k+6

U2k —s—2, F, T). (A.5)

Aufgrund der Aquivalenz von (A.4) und (A.5) kénnen wir formulieren

Satz
Fiir die 1tm Haupttheorem angebenen Gaufisummen gilt im Fall g = 1:
G(x)S(x
( X)_ (X) :g(X)4-
9(X)
Bemerkung

Mit Hilfe von Lemma 1 und Lemma 3 aus Kapitel 3 erhilt man

S0 |= v

und die noch offene Liicke im Beweis von 3. Lemma 2 ist somit geschlossen.
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